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Abstrakt

V této diplomové prici se vénujeme studiu hydrodynamickému chovéni latek okolo
rychle rotujicich hvézd. Pro simulaci vyuZivame ¢astivou hydrodynamiku SPH (Smoothed
Particle Hydrodynamics) v podob& numerického kédu PySPH naprogramovaného v jazyce
Python. PySPH knihovnu jsme otestovali na Sodové problému S§ifeni rdzové viny v jedno-
rozmérné trubici. Vlastni simulace byly provedeny pro sféricky symetrickou 3D Bondiho
akreci, kde se vysledky shoduji s analytickym feSenim problému, a ddle jsme na fadé
simulaci ukézali chovani pritékajici latky na disk Be hvézdy.

Abstract

In this thesis we study hydrodynamic behavior of the matter around the rapidly rotating
stars. We use the SPH (Smoothed Particle Hydrodynamics) method in the simulations. The
numeric code PySPH is written in the language Python. The library we tested on the Sod‘s
problem of shock wave propagation in the tube. The simulations we conducted for spheri-
cally symmetric 3D Bondi‘s accretion, the results agree with the analytical solution of the
problem. Then we demonstrated in series of simulations the behavior of matter inflowing
to Be star disk.
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Uvod

PrestoZe je fenomén Be hvézd zndmy uz vice jak 100 let, stdle pfedstavuje jeden z problémi,
ktery se soucasnd astrofyzika snazi popsat a vysvétlit. Jde o jev, kde rychle rotujici hvézda
hlavni posloupnosti vytvaii kolem sebe navenek difuzni a bezprasny keplerovsky disk.

Ve své praci se vénuji dynamickym procestim té€chto diskd okolo horkych hvézd se za-
kédu SPH (Smoothed Particle hydrodynamics) v knihovné PySPH na simulaci déja v okoli
hvézdy. Jako zdkladni simulace jsme se rozhodli zaméfit na dvé situace. Prvni hlavné
zdivodu symetrie predstavuje Bondiho sféricky symetrickd akrece latky na povrch hvézdy,
kde se daly vyzkouSet a potvrdit spravné okrajové a pocateéni podminky. Druhou fadou
simulaci je pritok latky do disku Be hvézdy, kde jsme dosaZené znalosti ndsledné uplatnily.

V prvni kapitole prace uvaddim zdklady hydrodynamiky a termodynamiky kontinua,
které predstavuji zdkladni stavebni kameny pro vybudovani celé teorie. V dalsi kapitole
uvadim jednoduché analytické modely hydrodynamického chovéni latek se zaméfenim
na okoli hmotného bodu, ktery dominuje svoji gravitaci. Ve tfeti kapitole se vénuji popisuji
metody SPH, pouZzitymi hydrodynamickymi rovnicemi v této metodé. Déle pak vhodném
zpusobu pouZiti pomoci jazyka Python v knihovné PySPH, kterou jsem musel pro potieby
téchto simulaci upravit, a jejimu testovani na Sodové problému. V kapitole Ctyfi popisuji
zékladni znalosti o Be hvézdach, jaké jsou moznosti a tskali jejich pozorovéni, projevy
dynamického chovani diskl vcetné jejich analytického popisu. V posledni kapitole popisuji
a interpretuji dosazené vysledky pouzitim kédem SPH. Bondiho problém porovnidvam
s analytickym feSenim. U pfitoku latky do disku uvadim tfi obecné pripady.



Kapitola 1

Z.aklady hydrodynamiky a
termodynamiky

Dynamika tekutin ve své obecnosti popisuje chovani kontinua. 7Tekutinou oznacujeme latky
nachdzejici se v tekutém, resp. kapalném skupenstvi. Vedle tekutin rozliSujeme jesté pevné
latky. Tekutiny i pevné latky se plisobenim tlakovych sil deformuji. Pevné latky se ale
na rozdil od tekutin vrati do piivodniho tvaru.

Za kontinuum miZeme povazovat i ¢asticové systémy, pokud systém obsahuje dosta-
te¢né mnoZzstvi Castic. PrisluSnym kritériem je pak srovndni stfedni volné dréhy castic /
a makroskopické velikosti studovaného problému L. Musi byt splnéna podminka / < L.
V tom piipadé mizeme piejit z diskrétniho popisu systému k popisu kontinudlnimu. Tyto
podminky spliiuji tekutiny, které povazujeme za kontinuum. Jejich popis je velice dobie
aplikovatelny na astrofyzikalni tlohy a hraje kli¢ovou roli pfi studiu astrofyzikdlnich pro-
blémi [1].

1.1 Matematicky popis tekutiny

1.1.1 Rovnice kontinuity

Nejprve zavedeme pojem element objemu dV . Jde o ¢ast systému, kterd je mnohem mensi,
neZ je typicka velikost systému L, ale zdroven natolik velkd, aby v sobé obsahovala dosta-
te¢ny pocet Cdastic a chovala se jako kontinuum. V teoretickych tivahach predpokladdme,
Ze vSechny Castice v tomto elementu o poloze r a v ¢ase ¢ maji stejnou rychlost u(r,7).
Kromé stiedni rychlosti u maji také ¢astice urcité rozdéleni rychlosti.

Elementu objemu miZeme pfifadit libovolnou veli¢inu f(r,¢), kterd je pro dany ele-
ment, podobné jako rychlost, ur¢ena na zékladé€ jeji polohy r a ¢asu 7.

Vyvoj systému popisujeme v zdvislosti na ¢ase. UvaZujme ¢asovou derivaci veli¢iny
d/dt, kterd oznaluje, jak se zméni veli¢ina na dané pozici r. A déle dplnou derivaci D/Dr,
kterd oznacuje velikost zmény veli¢iny pro dany pohybujici se element. Potom miZeme
psét, Ze zména veliiny v pohybujicim se elementu je

Df . (f(r+u6t,t—|—51)> of
— = lim :8

= —_ VF£. 1.1
Dt 510 ot t+u ! (I.D
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Uvazujme systém, ktery ma objem V/, je ohrani¢en povrchem $ s normalovym vektorem
n sméfujicim ven z objemu V. Pfedpokladdme, Ze hustota v dané oblasti je popsédna
veli¢inou p(r,7) obecné zavislou na poloze r a Case 7. Celkovd hmotnost systému je ddna
integralem [, pdV. Casovd zmé&na hmotnosti systému je rovna pravé té hmotnosti tekutiny,
ktera projde pres povrch

d
a/Vpdvz—/s(pu)-ndS. (1.2)

Jestlize je objem V (a samoziejmé také povrch S) neménny v ¢ase, miZeme derivaci
na levé strané presunout dovniti integralu. Pravy integrdl pfes povrch miZeme piepsat
pomoci Stokesova teorému

dp ., _
/‘/Edv_—/vv-(pu)-ndV, (1.3)

kde V=9/dx+ d/dy+ d/dz je diferencidlni operdtor. ProtoZe musi byt tato rovnice
splnéna pro libovolny objem V v tekuting, dostdvidme
d
—p+V-(pu):0. (1.4)
Jt
Pokud ddme dohromady rovnice 1.2 a 1.4, dostaneme pro zménu hustoty pohybujiciho
se elementu

0. (L.5)

Dp
E%—pV- (ll)

1.1.2 Navierova-Stokesova rovnice

Rovnici pro zménu hybnosti pro tekutinu uvnitf objemu V miZeme odvodit velice podob-
nym zpusobem jako pro zménu hmotnosti v predchozi kapitole. Pfedpoklddejme objem V,
ktery se pohybuje spolu s tekutinou, pficemz tekutina vytéka nebo vtéka. Hybnost tekutiny
uvnit objemu je [, p udV.Zména hybnosti je poté ddna pisobicimi silami. Ty jsou dvojtho
druhu — sily objemové a sily ploSné.

Objemové sily, jako napiiklad gravitace, pisobi uvnitf objemu V na kazdy element
objemu dV'. Jejich efekt 1ze vyjadrit

/V pfdv, (1.6)

kde f jsou objemové sily na jednotku hmotnosti (s jednotkou stejnou jako zrychleni).
Druhym druhem jsou sily, které ptisobi jen na povrch S objemu V. V neviskéznich
tekutinach je smér sily vZdy shodny se smé€rem normély k povrchu. Jejich efekt je

/S —pnds, (1.7)

kde p je tlak a n je normélovy vektor. Neni zde Zadny tok hybnosti pies povrch S.
Porovndnim pfedchozich rovnic dostdvame

i/pudvz/_pnds+/pfdv. (1.8)
dr Jv S v
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Za predpokladu, Ze je ¢asova derivace jen uvniti objemu V, miZeme levou stranu rovnice

1.8 prepsat
d Du
— dv = —dV. 1.
3 P =)o (49

Prepsanim rovnice 1.8 a pouzitim Stokesova teorému dostavame

/dev / (—=Vp+ pf)dv. (1.10)

Protoze se jedna o libovolny objem V/, je rovnice 1.10 splnéna v kazdém bodé

0
pD“ p (a‘; (u- V)u) — (—Vp+pf). (1.11)

Toto je rovnice pro hybnost u neviskdznich tekutin.

Obecné ale viskézni sily zahrnout musime. Predpokldddme, Ze sily na povrchu objemu
V nemajf jen normdlovou slozku [;—pndsS, ale pfedpokldddme tenzor napéti o;;. Potom
je integral pres povrch roven

/Gijnde. (112)
S

Pfi znaceni pouzivim sumacni konvenci, kdy uvedenim s¢itaciho symbolu dvakrat, auto-
maticky pfedpokldme s¢itani pfes tento index.
Pro plyny a zdkladni kapaliny je tenzor napéti roven

du; du; 2
p5lj+li (au + ab;j g(V-u)&j), (1.13)

kde u je takzvand dynamickd viskozita a §;; je Kroneckerovo delta.
Pouzitim Stokesovy véty na rovnici 1.12 dostavame

d
T -dS:/— ;idV. 1.14
/Sc,jnj v8x,~GU (1.14)

Pokud je u konstantni pro dany tok, dostdvdme z rovnice 1.11 Navierovu-Stokesovu rovnici

D 1
pFltl:—Vp+pf+,u(V2u+§V(V-u)). (1.15)

Pro neviskézni pfipad 1.11 jde o rovnici Eulerovu.

1.2 Poissonova rovnice pro newtonovskou
gravitaci

Predpoklddejme hmotny bod m se soufadnici r a jiny hmotny bod m’ se soufadnici r’. Oba
body se pritahuji gravitacni silou

Gmm' r—v :_Gmm’(r—r’)‘ (1.16)

F=
T
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Vime, ze )
(r—r') 1
——2=V(——. 1.17
r—r/3 Ir—r/| (L.17)
a také
g=-Vo. (1.18)
Gravitacni (potencidlni) pole mizeme poté napsat jako integral pfes vSechny potencialy
Gp(r')
=/ — dv 1.19
o) = [ —praV (1.19)

kde integrujeme pies cely objem tekutiny.
Pti pouZiti vysledku

1
v? = —4n8(r—r) (1.20)
r—r'|
dostavame pro gravitacni zrychleni g = —V ¢ Poissonovu rovnici
V2o = 4nGp. (1.21)

1.3 Kineticka a termalni rovnice

Zména kinetické energie Castice je rovna praci vykonané silou F vyndsobené rychlosti u.
Vyndasobenim Eulerovy rovnice 1.11 rychlosti u dostavame

D (1, 1
— = =——u-V -f. 1.22
Dr <2u) pu p+u (1.22)

Rovnice ndm fikd, Ze zména kinetické energie na jednotku hmotnosti je rovna praci vyko-
nané gradientem tlaku a objemovymi silami.

Rovnice pro celkovou energii miiZze byt odvozena velice podobné jako hybnostni rov-
nice. Pfedpoklddejme vnitfni energii na jednotku hmotnosti tekutiny U. Potom zména
kinetické a vnitfni energie je rovna pravé vykonané povrchovymi a objemovymi silami
a teplu dodanému do systému. Teplo miZe byt doddno dvéma zplsoby. Bud je zde tok
tepla F pfes povrch S nebo je vytvareno uvnitf objemu latkou ve formé energie € na jednotku
hmotnosti.

Ze zmény celkové energie dostdvame

i/ (1u2+U)pdv:/u-(—pn)ds+/u.fpdv+/epdV—/Ends. (1.23)
dr Jy \ 2 N 1% v s

Plos$né integrdly se pomoci Stokesova teorému piepiSi na integrdly objemové. Vysledna
rovnice poté plati pro libovolny objem a dostdvdme diferencidlni rovnici

D (1,\ DU
Z (= |- _v. . _V.F. .
p{ " (Zu)+ t] (pu)+pu-f+pe—V-F (1.24)
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Rovnici pro zménu vnitini energie miZeme odvodit podélenim predchozi rovnice hus-
totou p a odectenim rovnice 1.22

D D 1
_U:%_PH__V.F? (1.25)
Dt p= Dt p
kde 1D
Voue 2P (1.26)
p Dt

plyne z rovnice kontinuity 1.5. V pfedchozi rovnici miZeme rozpoznat prvni zakon termo-
dynamiky
dU = (—p)dV + 60, (1.27)

kde vezmeme objem nepifmo timérny hustoté ze stavové rovnice V ~ 1/p. Clen (—p)dV
vyjadfuje praci vykonanou na tekutiné a §Q dodané teplo. U tepla samotného nezname
jeho mnoZstvi, ale jen zménu, kterou vyjadfujeme netplnym diferencidlem o.

Rovnice 1.22 a 1.24 jsou bez viskézniho napéti. V rovnici 1.22 ptepiSeme prvni ¢len
na pravé strané

D 1 2 18(7,']'
—_ (= =—_— -f 1.28
o (2u ) b ax; +u (1.28)
a stejné tak v rovnici 1.24
D (1, DU

Nasledkem ptidéani viskozity do rovnic je konverze kinetické energie na vnitini energii.
Je to dalsi ohfivaci ¢len vedle €. Pfedchozi rovnice miZeme pouZit pro odvozeni ¢asové
zmény celkové energie pro celou tekutinu obsazenou ve fixnim objemu V' [2]

d 1, 1 1, p
- Z — V(= = =
dt/<2u +U+2(p)pdV+/V (2u +U+p+(p)pudV

:/(pe—V-F)dV. (1.30)
\%4

1.4 Termodynamika
Druhy zdkon termodynamicky ndm fika
00 =TdS, (1.31)

kde S je stavova proménnd entropie na jednotku hmotnosti. Spole¢né s prvnim zdkonem
termodynamiky dostdvdme
DU =TdS — pdv. (1.32)

Muzeme odvodit nékolik vztahu

U U
7= (3s), o= (), -
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Z vlastnosti parcialnich derivaci
9°f  9°f
oxdy  dyodx

oaT\ dp
(W>s__ (a—s)v' (13

Z dalsiho vztahu pro parcidlni derivace dostdvdme

(1.34)

plyne

of

(8_y>x _ <9x) _ (1.36)

®, @

Definujme adiabatické exponenty 71, 7>, 13:

dln —1 dInT dInT
%:(81 p) e :( ) ; }’3—12( ) : (1.37)
Vsechny tyto vztahy jsou pro konstantni entropii, neméni se tedy dodané teplo

0Q = dS = 0, druhy ¢len je ¢asto oznacovan jako V4.
Naésledujici rovnice ndm ddvaji vztah pro dvojice termodynamickych proménnych

1 YlP)

§0=—(dp— 1) ap, 1.38
¢ p(%—l)(p p P (1.3%)
50=c, (dT— n= 1) dp, (1.39)

)2
T
80 =cy (dT = (5=1) Sdp, (1.40)

kde ¢, je specifické teplo pii konstantnim tlaku, tedy teplo nutné ke zvySeni o jednotku
objemu pfi konstantnim tlaku. Veli¢ina cy je specifické teplo pii konstantnim objemu.

Vime, Ze
as
p

Prvni rovnice 1.38 byla upravena

28
so=ras=r(25) arer (2) wor(22) L C.0 M I
o)y ), s ), (2)
PJy

dalsi rovnice jsou odvozeny podobné.



Kapitola 1. Zdklady hydrodynamiky a termodynamiky 8

1.5 Idealni plyn

Definujme stavovou rovnici pro idedlni plyn
pV =RT, (1.43)

kde R je Rydbergova konstanta. Vnitini energie U zdvisi na teploté T

U=U(T). (1.44)
Z rovnice 1.43 dostdvame d &V dT
14
L 1.45
s TtV =7 (1.45)
Pro adiabatickou zménu idedlniho plynu
1 du dT dv
0=d d d R— 1.46
S = T(U+pV) a1 TRy (1.46)
a pro koeficient 3
R
B=1+47 (1.47)

T
Po dalSich dpravéch zjistime, Ze pro idedlni plyn jsou si vSechny adiabatické koeficienty ¥;
rovny a déle je tak také budeme znacit.

Pro idedln{ plyn pfedpokldddme, Ze molekuly jsou jen hmotné body a y = 5/3. Vnitin{
energie je potom ddna jen pohybovou energii vSech ¢éstic. Za predpokladu, ze vSechny
molekuly jsou stejné, je prostiedi izotropni, dostdvame pro vnitini vnitini energii plynu
v objemu V vztah

U= %Nm(vz +12412) = %mv2 (1.48)
kde m je hmotnost molekuly, N je pocet molekul v objemu V a v_)% je stfedni kvadraticka
rychlost ve sméru x.

Predpokladejme, Ze objem V je tvaru kvadru o hrané délky / ve sméru osy x a prifezu A.
Tlakova sila na konci kvadru je pA. Vezméme jednu Castici, kterd mé rychlost v, ve sméru
x. Ta narazi na konec kvadru kazdy ¢as Ar dany Ar = 21/v,. Béhem ndrazu piedd sténé
hybnost velikosti 2myv,, za predpokladu pruzné srazky. Pro silu ptisobici na st€énu poté

mame 5
PA:Z mvx_z

Poté pro vnitini energii dostdvame

Nm2

(1.49)
3
U= 3RT. (1.50)

1.6 Virialovy teorém

Pro zakladni pfedstavu o jevech a vyvoji okolohvézdné latky si uvedeme nésledujici teorém
popisujici uzavieny systém v gravitatnim poli. Rychlost latky u je ddna zménou polohy
v Case toku latky

_Dr (1.51)
u—Dt .
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Eulerova rovnice 1.11 miZe byt pfepsana pii nahrazeni f za gravitacni zrychleni

D?r
—=-Vp—pVy. 1.52
D pP—pPVVYy (1.52)

Vynasobenim r a integraci ptes cely objem dostdvime

/r 2pdv— /VpdV /er//pdV (1.53)

Levou stranu miZeme piepsat

d Dr Dr\?
a VrEpdV—/V(E> pdV = 2d2/|r| pdV —-27, (1.54)

kde . = % Jv pu?dV je celkovia kinetickd energie tekutiny. PouZitim divergence poloho-
vého vektoru Vr-r = dx;/dx; = 3 muzeme piepsat vyraz

—/erdV:—/pr-ndS+3/pdV. (1.55)
\% S %4

Predpokladejme, Ze tlak na hranicich objemu je nulovy. Potom je integrdl pfes povrch
roven nule a dostdvame

~frvweav=c [ [ rv(LE0) pwavar
_ —G/ /V r"r(r—_,“:)p(r)dv p(r)dv’
50, (e + ) o p@yav

1 /
== =P, (L
2G ] |r_r,|p(r)de(r)dV , (1.56)

kde
‘P——/ yp(r)dv (1.57)
je gravitacni energie. Shrnutim vSeho dohromady dostdvame
1d%.7
gy =27 43 [ pavw, 1.58
e 3 ) pdVr (1.58)
kde
J:/przdv. (1.59)
14

Rovnice 1.58 je Viridlav teorém.
Muzeme odvodit tenzor Viridlova teorému, pokud vezmeme i-tou komponentu rovnice
1.58 a vyndsobime ji j-tou komponentou r

szi d d 4
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Potom miizeme dokazat, zZe plati

1d%r;
2ar :2Tij+5ij/VpdV+‘Pij, (1.61)
kde
\%4
1
Ty=» /V puii;dV (1.63)
1 (2 — %) (x — X)) :
‘Pij:_EG/v// r_pp PV pr)av. (1.64)

Tato rovnice popisuje vyvoj uzavieného systému a jeji diisledky nachédzeji uplatnéni u akrec-
nich a dekrecnich procest.



Kapitola 2

Jednoduché modely tekutin v astrofyzice

V predchozi kapitole jsme odvodili zdkladni hydrodynamické rovnice [1] — Eulerovu
rovnici 1.11, rovnici kontinuity 1.5, Poissonovu rovnici 1.21 a energiovou rovnici 1.25

Du Ju
P = (eq(u-V) “> = (=Vp+pf), (2.1)

Dp _
Fl‘ +pVu =0, (2.2)
V3¢ =47nGp, (2.3)

DU p Dp 1

— == ——V.F. .

o pth+e 5 F (2.4)

Tato soustava obsahuje sedm nezavislych proménnych — p, u, p, y a U. Pfedchozi sada
obsahuje Sest rovnic a je uzaviena stavovou rovnici. V principu miiZeme tuto soustavu rovnic
fesit zadanim pocatecnich podminek. Obecné pripady nejsme schopni feSit analyticky,
rovnice feSime numericky. Pro ilustraci uvedu n€kolik analytickych ptikladi feseni této
soustavy. Jde o idealizované piipady, které by nds mély poucit, jak md numerické fesSeni
vypadat a mozZnost ovérit si jej.

2.1 Tekutina v hydrostatické rovnovaze s dominujici gra-
vitaci

UvaZujme tekutinu objemu V, hustoty p, tlaku p s rychlosti u = 0 pro vSechna r. Zadna
veli¢ina nezavisi na ¢ase. Potom z rovnice 2.1 dostavame

Vp=pg=—pVy. (2.5)

Rovnice kontinuty je trividlni a Poissonova rovnice se neméni. Tekutina spliiujici predchozi
rovnici je v hydrostatické rovnovaze.

Vezméme u = 0a d/dt = 0 vrovnici 2.4. Dostdvame, Ze zdroje tepla musi byt vyvazeny
tepelnym tokem p 'V - F. JestliZe je toto splnéno, potom je tekutina v tepelné rovnovaze.
Zatim bez predpokladu, co jsou zdroje tepla.

_1l—-
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2.1.1 Sféricky symetricky pripad
Ve sférickych soufadnicich (r,0,¢) pro y plati
19 [ ,0y 1 9 (. dy 1 %y
Vig=—— (P )+ )z .
V=25 (r ar)+r2sin9 20 (Slneae>+rzsin29 992 (26)

Hledejme feSeni nezdvislé na 6 a ¢. Potom z pfedchozi rovnice dostdvime

L d [,dy\
Integraci podle r dostdvame
rchl—li/ = Gm(r), (2.8)
kde ,
m(r) = / 4n*p (F) dF. (2.9)
0

Jestlize Vy = (dy/dr)e, je funkci jen r, e, je jednotkovy vektor v radidlnim sméru,
z rovnice 2.8 potom dostdvame

Gm

Predchozi rovnice nam tik4, Ze ve sféricky symetrickém piipadé zavisi gravitacni zrychleni
g jen na hmot€ uvnitf a je nezavislé na hmoté vné;si

Vp=——1Le,. (2.11)

Vektor Vp sméfuje k pocatku soufadnic, takZe tlak klesd s rostouci vzdalenosti.
Déle predpoklddejme vztah pro stavovou rovnici plynu

p=""0 =40, (2.12)

kde a je izotermélni rychlost zvuku. Pfredpoklddejme, Ze teplota T a stfedni molekulova
hmotnost 1 jsou konstanty v celém objemu tekutiny, takZe rychlost zvuku a je také kon-

stanta. Potom dostavame
29 __Gmp

= 2.13
dr rz .13)
z ¢ehoz ) 5
d (rca”dp )
— [ — =) = —4nGrop. 2.14
dr ( p dr) morp (214)
Hled4nim feSeni ve tvaru p = Ar”, kde A a n jsou konstanty, mdme
2 4
a a
= = 2.15
P=2r62 P~ 2n6r2 15

Toto je feSeni pro téleso ovlinéné jen vlastni gravitaci. Neni fyzikalné realistické pror = 0,
kde p a p jsou singuldrni. Je to ale uZite¢né modelové analytické feSeni. V redlném
pfipadé samoziejmé vnitiek hvézdy neni izotermdlni a stfedni molekulova hmotnost neni
konstantni.
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2.2 Metoda linearizace rovnic
V mnoha zajimavych pfipadech miiZzeme predpokladat pohyby tekutiny jen jako malé vy-
chylky oproti rovnovdZnému stavu. Pfedpokldadejme, Ze v rovnovdZném stavu jsou veliiny
nezavislé na ¢ase a jsou dany p = pg, p = Po, ¥ = Yo. Potom spliuji
Vpo=—poVyo, Vo =4nGpo. (2.16)
Predpokladejme, Ze se v systému vyskytuji malé pohyby okolo rovnovdzného stavu
p=po+p, p=pot+p, Vv=wo+Vy. (2.17)

VloZzenim téchto rovnic do zdkladnich hydrodynamickych rovnic 2.1 — 2.3 dostaneme

d
(Po+p") (a—‘;+ (u-V)u) ==V(po+p") = (Po+p")V(vo+y'), (2.18)
J : )
5;(Po+p") ==V ((po+p")u), (2.19)
VZ(yo+ ') = 47G(po+p') (2.20)

Predpokladame, Ze vychylky jsou malé a rovnice linearizujeme zanedbanim ¢lenti vysSich
radi. Tim se zjednodusi na tvar

Jdu

Po-==V(po+p) = (po+p)V¥o—poV¥/, (2.21)

ap’
2 =~V (pow), (2:22)
V2 (wo+y') =47G(po+p"). (2.23)

Odedétenim 2.16 a linearizaci mame
Jdu , ,

Pos-==VP =P V¥o —poVY/, (2.24)

ap’
o9 —V-(pou), (2.25)
V2 (yo+y') = 4xG(po+p'). (2.26)

Ptedchozi rovnice predstavuji sadu péti rovnic o Sesti nezndmych. Potfebujeme jesté jednu
rovnici na uzavieni problému, kterou sestavime na zaklad¢ pfedpokladi izotermalniho
nebo adiabatického cyklu. Je to mnohem jednodussi, nez pouZzivat celou rovnici 2.4.
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2.3 Zvukové viny

M¢jme Poissonovu rovnici s feSenim danym

W(r) = / Gp'(7) 47 2.27)

e

kde integrujeme pres cely objem tekutiny. Na pravé strané rovnice jsou v integrilu kladné
a zdporné fluktuace vyruSeny, miZzeme tedy aproximovat ¥’ =~ 0.

M¢jme latku v rovnovaze, kazda veli¢ina je nezavisld na poloze (Vpg = V¢ = 0).
Potom miiZeme prvni a druhou rovnici z 2.26 pfepsat

du ,  dp’
Poo- = —Vp', T —poV -u. (2.28)

Vezméme divergenci téchto rovnic a upravme na

azp/

e ra V2. (2.29)
Pro adiabatické perturbace mame

ap’ ap’

Z—go (2.30)

kde ¢§ = Ypo/po je konstanta. Integraci vzhledem k Casu dostaneme p’ = c3p’, kterou
vloZime do rovnice 2.29

=c3V2p'. (2.31)

or?
Toto je vlnova rovnice a popisuje postup vlny prostfedim s rychlosti ¢y — adiabaticka
rychlost zvuku.
MiZeme najit feSeni rovinné viny

p/ :Aei(kx—wt)’ (232)

kde A je amplituda viny, @ je frekvence a k je vlnové Cislo a vSechny jsou konstanty.
Substituci piedchozich dvou rovnic dojdeme k disperzni relaci

w? = c3|k|*. (2.33)

Specifikuje ndm vztah mezi frekvenci a vinovym ¢islem pro danou vinovou rovnici. S vhod-
nou volbou faze vyvodime

"= acos(k-r— o), (2.34)
p' = acjcos(k-r— or), (2.35)
62
8r=—o—2 ksin(k-r — o) (2.36)
pPow

pro urcitou konstantni amplitudu o. Zatimco tlak a hustotni vychylky nastdvaji béhem
faze, k vychylce r od rovnovdzné polohy nastdvd mimo fazi. Zvukové vlny jsou nazyvany
podélnymi, protoZe vychylky jsou rovnobézné s vektorem vlnového ¢isla k.
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2.4 Bondiho akrece

V této kapitole budu uvazovat o akreci na povrch hvézdy. Akrece predstavuje jeden ze za-
kladnich principt tvorby hvézdného disku a zaroven patii mezi zakladni mechanizmy, které
ovliviiuji hvézdny vyvoj (opa¢nym jevem muZe byt odtok latky ve formé& hvézdného vétru).
Myslenku sféricky symetrické akrece latky na kouli (hvézdu) rozpracoval uz v roce 1952
Bondi ve svém ¢lanku [3] a [4].

Predpoklddejme sféricky symetrickou ustalenou (d/dt = 0) akreci plynu na povrch
hvézdy. Rychlost plynu je v nekone¢nu rovna nule. Pfedpokldddame, Ze ve stavové rovnici
je tlak plynu roven mocniné hustoty.

Hmota akreovand na hvézdu za jednotku ¢asu dM /dr je

dM  27a(GM)?pe.
i 3 , (2.37)
kde M je hmotnost hvézdy, p. je hustota latky daleko od hvézdy, o je hodnota blizka 1,25
a v je rychlost akreované latky. Piirtistek hmoty z akrece je zanedbatelny vii¢i hmotnosti
hvézdy.

Dile predpokladdme, Ze latka je v nekoneénu homogenni a mé hustotu p.. a tlak pe.
Pohyb plynu je poté pii pddu na hvézdu sféricky symetricky a ustdleny. Potom tlak p
a hustota p pobliz hvézdy jsou ve vztahu

Y
P (ﬂ) | (2.38)
pOO pDO
kde 7y spliiuje podminku 1 <7y < % Vhodnou volbou Y miZeme zajistit, Ze Zadnd energie

neni pfi zméné stavu vyzaiena. Odvodime pohybové rovnice popisujici pohyb v radidlni
vzdalenosti r a rychlosti pohybu v sméfujici do stfedu. Rovnice kontinuity ndm dava

4rrtpv = konst. = A, (2.39)

kde A je rychlost akrece.
Bernoulliho rovnice nam dava

2 rdp GM
v + &2V ronst. = 0. (2.40)
2 p= P r

Kombinaci 2.38 a 2.40 mame

~1
oY pe ( ﬂ) T
Rovnice 2.39 a 2.41 jsou dvé rovnice o dvou nezndmych v a p v zdvislosti na vzdélenosti

od centra hvézdy.
Rovnice pfevedeme na bezrozmérné, pokud jako referencni pouzijeme rychlost zvuku

==, (2.41)

2= yI’;—“. (2.42)
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Zaved'me si bezrozmérné veliiny x, y, z

MG
r=x—s-, (2.43)
c
v =Yyc, (2.44)
P = ZPo. (2.45)
Potom 2.39 a 2.41 maji bezrozmérny tvar
X2yz= A, (2.46)
1, (@ '=1 1
Z /= 247
Yt - pt (2.47)
kde A je souvisi s rychlosti akrece
474 (GM)? pos
A M_ (2.48)
c

Bezrozmérny parametr A urcuje rychlost akrece. Jeho vyznam je podobny, jako parametr
akrece .

Explicitni feSeni rovnice 2.46 a 2.47 neni moZné pro obecné y v proménnych y a z.
Zavedeme tedy proménnou u

Substituci predchozi rovnice do 2.46 za y a z mdme

-1

— (%) " (2.50)
X
A\ 7T
2
z= (xZ_u) . 2.51)

V piipadé Ze fesime rovnice pro kritickou hodnotu A, dostaneme

I\ 25D /5 3y\
= — 3y =
_ (2 07 . 2.52
w=(3)7 () @

Ve vysledku je tedy rychlost akrece

A 47r7LC(GM)2po°‘

3

(2.53)

Hodnoty A, pro rizné y shrnuje nésledujici tabulka

(SR

y 1 =14 2
de =112 =0.625 =0.250
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M2
3.5F
0.90
J 4
2.5 0,95
2 i
sl 0,99
6 2
1 101
05| 3

05 1 15 2 235 3
1/rg

Obrazek 2.1: Dvé transonické fesSeni 1, 2 naznacené plnou ¢arou déli feSeni na oblasti 3 — 6,
které jsou popsany v textu. Pfipad pro y =4/3 [5].
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Obecné mame dva mozné typy chovani pro A = A.. Typ 1 existuje pro A < A.. Pohyb
je vSude podzvukovy. Hustota je vZdy monotonicka funkce poloméru, # a v maji riznd
chovani pro riznd . Pro typ 2 nastava pravé pro A = A., v8echny veli¢iny u. v a p jsou
monotonickymi funkcemi poloméru.

Obrazek 2.1 ilustruje feSeni pro Machovo &islo .# = yna vzddlenosti x = r/r,. PIné Cary
1 a2 predstavuji dvé transonickd feSeni. Ty tvofi rozhrani mezi podzvukovou a nadzvukovou
oblasti. Oblasti 3 a 4 tvoii zcela podzvukovou a nadzvukovou oblast. Plochy 5 a 6 maji dvé
moZnd feSen{ rychlost v>. Oblasti grafu lze popsat takto:

1. v*(rs) = c2(ry), v—0pror — oo,

N

2. V2(rg) = c2(ry), v—0pror—0,
) (%(vz) =0vry,
r)>ci(r), proVr, $£(2)=0vr,

5. (% V) =ocovi?=c2(ry); r>ry,

kde
(2.54)



Kapitola 3
SPH metoda

Metoda SPH (Smoothed particle hydrodynamics) byla vyvinuta [6] a [7], aby simulo-
vala nesymetrické jevy v astrofyzice. SPH spliluje poZadavky na jednoduché pouZivéani
a dostatecnou presnost.

SPH je metoda zaloZena4 Cisté na ¢asticovém piibliZeni a na rozdil od metody PIC (Par-
ticle In Cell) nepotfebuje sit pro urceni prostorovych derivaci fyzikélnich veli¢in. Eulerovy
rovnice a rovnice pro energii jsou potom vyjadifeny soustavou obycejnych diferencidlnich
rovnic a jsou jednoduché na pochopeni v mechanickych i termodynamickych souvislo-
stech. S tim je spojena i dostate¢nd intuice astrofyzikl pro detailni analyzu problému.
Jedna se o presnou metodu, ktera je schopna v 3D komplexniho fyzikdlniho popisu.

3.1 Popis veliCiny

Hlavni slozkou SPH metody [8] je schopnost vyjadfit jakoukoliv funkci (miZeme chdpat
1 jako veli¢inu) pomoci mnoZiny astic.
Interpolaéni integral pro funkci A(u) pro spojité médium je definovan

Ay (u) :/RSA(r’)W(r—r’,h)dr’, 3.1)

kde integrujeme pfes cely prostor R, W je interpolaéni kernel, ktery splituje vlastnost
/W(r—r',h)dr' =1, (3.2)
Ilzi_r}(l)W(r—r’,h):S(r—r'), (3.3)

kde limita je chdpana jako limita odpovidajicich integralnich interpolatora.
Pro numerickou (diskrétni) prici s integrdlni interpolaci aproximujeme 3.1 pomoci
sumy

Ag(r) = thﬂW(r —1p,h), (3.4)
b Pb

kde sumacni index b oznatuje jednotlivé &astice a s¢itdime pres viechny &astice. Cdstice
b ma hmotnost my, pozici rp, hustotu p, a vektor rychlosti v,. Hodnotu veliciny ¢éstice

b znaCime Ay,

— 19—
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Obrazek 3.1: Pro popis veli¢iny v daném bodé (Cerny stfed) slouZi jen ¢astice do vzdalenosti
Ch a s¢itdame pies vSechny Cdstice a.

Hlavni mySlenkou celé metody je mozZnost vytvorit diferencovatelny interpolant ve-
li¢iny, jejiz hodnoty pouzivame v diferencovatelné funkci kernelu W. Diferencial interpo-
landu je ziskadn z obycejné diferencidlni rovnice. Neni potifeba pouzivat kone¢né diference
nebo miizku. Pro veli¢inu VA dostdvame

A
VA:Zmbp—bVW(r—r’,h), (3.5)
b b

nebo pro lepsi presnost jej ziskdme
pVA=V(pA)—AVp. (3.6)

Plvodni kalkulace [7] pouZzivaly jako kernel Gaussovu funkci. Napodobuje vlastnost
delta funkce pro h — 0. MlzZeme napfiklad pouZit kernel zaloZeny na splinech nebo
jiné podobné se chovajici funkce. Pro fyzikalni interpretaci je nejjednodussi predpokladat
funkci Gaussovu.

Chyba vypocti zdvisi nejhiife kvadraticky na vzdalenosti mezi &asticemi O(h?). Pies-
toZe jsou sumace ve vztazich pres vSechny Castice, prispiva efektivné jen malé mnoZstvi
astic v kouli o poloméru {h, kde { zavisi na pouZitém kernelu, jak je schematicky na-
znaCeno na obrazku 3.1. S tim souvisi rychly pokles k nule pro [r — /| > {h. Déle nebudu
uvazovat rozdil mezi interpolandem dané funkce v bod¢ a vlastni funkci.

3.2 SPH hydrodynamicky popis

Odvozeni SPH hydrodynamickych rovnic udélat na zdkladé predchozich kapitol, piesto

Vv,

vSak jednodussi na zdklad€ Eulerovych-Lagrangerovych rovnic.
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3.2.1 Momentova rovnice

Lagrangian pro stlacitelny nedisipativni tok je dan

L= /p sz — u(p,s)) dr, (3.7)

kde u(p,s) je tepelna energie na jednotku hmotnosti, kterd je funkci hustoty p a entropie
s. Do rovnice miizeme zahrnout vlastni gravitaci

| G
L=Y m <§v§—u(pb,sb)+52 M ) (3.8)
b

= |rp — 12

7. SPH formulace dostavame pro hustotu ¢astice a vztah

Pa =Y mpWap(ha), (3.9)
b

kde h, je vyhlazovaci délka pro p,.
Rovnice pohybu vychézeji z principu, Ze entropie zlistdva konstantni. Z Eulerovy-
Lagrangerovy rovnice dostdvdme pro ¢astici a vztah

% (%) _ g_i 0, (3.10)
a poté
W T (5) R e
Z rovnice 3.9 dostavame
0, 2P X6V Wan () = ¥ Won (), (3.12)
8va

kde V, znaci gradient funkce W, a

aVVab(hb)
Q= 1-H.Y my, e\ ) 3.13
b bzb: b oy (3.13)

kde H' znaci dhy,/dpp.
Z prvniho zdkona termodynamiky dostdvame

(52) =5 G.14)

Potom pro zrychleni mdme

b

dV“ = —Z ( Vo Wap (ha) — GZM> (3.15)

Okrajové podminky miZeme reprezentovat jako periodické, ¢i s pevnym okrajem.
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3.3 Zakony zachovani

Symetrie Eulerovych-Lagrangerovych rovnic okamzité¢ vedou na zakony zachovéini. Na-
priklad hustota (a také tlak P, kdyZ entropie s je konstantni) a gravitacni potencidl nejsou
zavislé na posunech a rotacich systému soufadnic. JestliZze se v systému vyskytuji viskézni
sily, 1ze je zkonstruovat tak, Ze se hybnost a moment hybnosti zachovava.

Pro konstantni entropii je ptipad zachovéni energie vidét z rovnice

d dL
d_ (Z"“'dva —L> 0. (3.16)

a

JestliZe entropie zustava konstantni béhem pohybu Castic systému, systém je invariantn{
vzhledem k transformacim. Ve zbytku kapitoly dokdZeme, Ze i v metodé¢ SPH dochazi
k zachovavani.

Predpoklddejme zménu lagrangidnu

dL dL
SL=Y (= 6rj+—"v; 3.17
2 i 00+ ) @

kde j je Castice v cyklu. Systém je invariantni vzhledem k transformacim. Zmény polohy
a rychlosti jsou
6rj:rj+1—rj, (318)

5Vj:Vj+1—Vj. (3.19)

PouZitim Eulerovych-Lagrangovy rovnice miiZeme 3.17 pfepsat

(): v, (rjer — )):o. (3.20)

Za predpokladu, Ze vSechny ¢astice maji stejnou hmotnost
dtZV] (riy1—r;) =0, (3.21)

dostaneme
Zv j+(rjs1 —r;) = konst., (3.22)

coZz plati v této aproximaci pro kazdy cyklus.
To stejné miZeme piedpokladat pro posun ¢astic v cyklu v opaéném sméru. Pro ¢asovou
derivaci dostdvime

d . U
—IZVj‘—(r]Hz "), (3.23)

Odchylky v numerické aproximaci dokdzeme vysvétlit predevSim ve vyssich fddech lagragi-
anu.

Jestlize je rychlost konstantni, mame pro rotaci thlovou rychlosti Q

1
EQ-;vj (rj4+1 —r;) = konst. (3.24)
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Normadla k ploSce A je dana vektorovym soucinem %(r j X Vj41) apo dpravé mame
2Q - nA = konst. (3.25)

Vorticita 2Q dava stejny vysledek, jako kdybychom aplikovali Stokestiv teorém na kruhovy
integral.

3.4 Tepelna energie a viskozita

JestliZe je entropie s konstantni, miZeme ziskat rychlost zmény tepelné energie ze zmény
hustoty
dp.
dr

1
=—Y myVap- VaWap(ha), (3.26)
Q, 3

kde v, = (v, — ;) a dostaneme pro konstantn{ entropii

du, P,dp,

=— VW (h 3.27
dr pg dr pgg Zmbvab ab( ) ( )
Tepelna rovnice pro energii je
dEk P, P, dEG
=— ———V W (h ——VWau(hp) | — ——, 3.28
L ¥ mimava <p3sza W) + 5t Vb w) o Gas)

kde Ej je kinetick4 energie a EG je gravitaéni energie. Pro celkovou enerigii Ey, = Ex + Eg
poté mame
dE h du
&~ Ly = Lma ng Y m5Vap - VaWap (ha). (3.29)
a a

3.4.1 Viskozita

Viskozitu pro SPH zavedeme tenzorem napéti
OupVab ' T
M, = — abVYab ab7 (3.30)
|ab]

kde veli¢ina oy, je pozitivné definitni veliina, kterd ma vztah k parametru umélé viskozity
zavislém na rychlosti zvuku.
Pfidame Clen
1 .
— =Y mp1yVaWap (3.31)
2 b

na pravou stranu rovnice 3.15, kde
1
2(VaWap(ha) + VaWas(hs))
Hybnost a moment hybnosti se stdle zachovavaji, protoze viskézni sily jsou stdle podél
linie propojujici stfedy danych ¢éstic. Potom pro zménu vnitini energie plati
%
dr pgﬂ

VW = (3.32)

Y mpVap - VaWap(ha) — _Zmbnabvabv Wap (ha). (3.33)
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Clen VW, mizeme napsat ve formé r,,F,;, kde F,; < 0. Z toho plyne, Ze prispévek
viskozity ke zméné vnitini enerie je kladny. A entropie roste.

Existuje dalsi efekt disipace, ktery je velice podobny piipadu pro simulace kapalin
pii normélnich teplotach a tlacich. V téchto pripadech mlize byt zména entropie zanedbdna
a predpokladame, ze disipace probiha na ukor kinetické energie ¢éstic, kterd klesa k nule.
Pro zménu energie potom dostdvame

de* d 1 =
= 3 B+ Eg+En) = =5 ) mpTlap¥arVaWa, (3.34)
b

dr dr

kde ve zméné¢ tlaku zahrnujeme jen zmény zptisobené tlakem.

3.5 PySPH

PySPH! [9] je paralelni open source kéd v Pythonu slouZici pro poitani Smoothed Par-

z Yz

ticle Hydrodynamics modeli. Je distribuovan pod BSD licenci. Jeho kritické ¢4sti jsou

o4

implementovany v Cythonu a paralelni algoritmus béZi nad knihovnou MPI (mpidpy).
Je navrZen, aby byl relativné jednoduse rozsifitelny, ¢emuz napomdhd i programovaci
jazyk Python.

Jadro PySPH obsahuje particle kernel a solver. Solver je schopen fesit viskozni, ne-
stlacitelné Navierovy-Stokesovy rovnice v ndsledujicich pfipadech, které jsou implemen-
tovany:

e Slabé stlacCitelné SPH,
e Elastickd dynamika,

e Stlacitelné SPH.

3.6 Instalace PySPH a poznamky k vydani

Pro nainstalovani bali¢ku je potieba splnit hned nékolik zavislosti (balickt) pro Python
e NumPy — Numerickd knihovna se zakladnimi matematickymi operacemi,
e Cython — Podpora piekladu pythonovského kédu do C/C++,
e Mako — Podpora kompilace moduli,
e nose — Spousténi numerickych testu,
e mpidpy — Podpora paralelniho spousténi a komunikace mezi podprocesy.

e Zoltan, PyZoltan — Podpora spravného ptrerozdélovani castic (NNPS — Nearest Nei-
ghbour Particle Search) pro jednotlivé paralelni podprocesy, pokud dochdzi k vymeéné
castic.

Uhttps://bitbucket.org/pysph/pysph
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Kromé téchto bali¢k doporucuji instalovat i knihovnu Mayavi, kterou ndsledné umi
vyuZzit integrovany vizualiza¢ni nastroj PySPH_Viewer. Ten umoziiuje pfehledové zobrazit
vysledna data.
zejména pro pouZiti pro paralelni verzi s podporou MPI a knihovny Zoltan. Pro své pouZiti
jsem pouZzil PySPH ve verzi 1.0 Alpha z prosince 2014. Navod na oficidlnich strdnkach
neni kompletni a pokud nepouZijeme virtualni prostiedi pro Python Virtual Environment,
Jje v podstaté nepouzitelny. Uvadim proto jeho modifikaci.

Nejdfive stdhneme potfebné balicky pro Python.

$ pip install cython mako nose mpidpy numpy
Knihovnu stdhneme pomoci gitu®.
$ git clone https://bitbucket.org/pysph/pysph. git

Git je verzovaci ndstroj pro praci s komplexnimi projekty. SlouZi nejen pro spravu textovych
soubort, ale obecné jakychkoliv projektd, tedy i zdrojovych kédd, souborti v LaTeXu,
skriptli na vykreslovani graft . ..

Dile je potfeba nainstalovat knihovnu Zoltan, kterd je spolu s balickem dodédvand.
K jejimu stazeni slouZi skript build_zoltan.sh a jako parametr je sloZka, kam bude stazena.

$ ./build_zoltan /home/jbenacek/zoltan

Skript je ale funk¢ni jen castecné a je tfeba dodélat posledni ¢ast. Pfesuneme se do slozky
zoltan/Zoltan3.8/, vytvotfime slozku build a vstoupime do ni.

$ ¢d zoltan/Zoltan3 .8/
$ mkdir build
$ ed build

Zde provedeme piikaz configure s podporou MPI a instalaci.

$ ../configure —with—cflags=—fPIC)\
—enable—mpi —prefix =/home/jbenacek/zoltan
$ make install

DalSim podstatnym krokem je stazeni pyzoltan a jeho zkompilovani a instalace.

git clone https://bitbucket.org/pysph/pyzoltan. git
cd pyzoltan

python setup.py build —force

python setup.py install

RS R R R

Pro instalaci vlastntho PySPH musime zadat odkazy, kde se nachdzi Zoltan.

$ export ZOLTANINCLUDE="/data/Skola/diplomka/\
$_pysph/zoltan/include”

$ export ZOLTAN LIBRARY="/data/Skola/diplomka/\
$_pysph/zoltan/lib”

V ptipadé€ novéjsi verze 1.0Alpha0 (4/2015) je tato moZnost uvozena.

Zhttp://git-scm.com/
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$ export ZOLTAN="/data/Skola/diplomka/pysph/zoltan/”

Prejdeme do adresare pysph a provedeme instalaci. Pokud instalace nenajde knihovnu
pyzoltan v poZadované proménné ZOLTAN, da to na poc¢étku instalace najevo.
Podpora MPI a paralelniho pocitani 1ze jednoduse zjistit spusténim instance Python.

$ python

> import pysph

> pysph.Has_MPI
True

> pysph.Has_Zoltan
True

V opaéném pripadé dostaneme False.

Jesté uvedu kratky komentdf k nové vydavané verzi knihovny PySPH 1.0AlphaO.
Obecné je dilezité vybrat spravnou verzi. Porovnavat budu starsi verzi z 19.11 2014 a v této
chvilinejnovéjsiz 12.4 2015. Vlastni knihovna v novéjsi verzi obsahuje chybu a pro pocitani
hydrodynamiky plynt je nevhodna. Program pada a hlasi ”Segmentation Fault”. Naopak
vlastni instalacni skript se zjednodusil a staci instalovat podle vySe uvedeného postupu.
Ve vysledku tedy doporucuji vzit novéjsi knihovnu a do ni zkopirovat star$i vydani slozky
“pysph”. Kompilace probéhne bez problémi a béh také nevykazuje znamky nestability

pro pouziti hydrodynamiky plyni.

3.7 Testovani PySPH

Knihovna je doddvana spolu s nékolika ptiklady pro pouZziti kazdé z moZnych metod feSeni
(Solvers). Jde o pocitani typickych modelti pro danou situaci se znamym vysledkem. Na toto
je navdzano testovani dané metody, zda pracuje spravné. Otestovani po zkompilovani
provedeme spusténim testu.

$ python —m nose.core pysph

Kromé obecného otestovani funkénosti jednotlivych modulii a tfid kédu se mimo jiné jedna
o tyto testy:

e Mohiv valcovy test impoze,
e Sodoviv bodovy problém exploze,
e 1D a 2D Soduv test Sifeni viny razové v trubici.

Vlastni testovani prob&hne bez problémi — nasimulované vysledky se shoduji s analy-
tickymi. Jediné nutné upravy jsou mezi kédovou kompatibilitou PySPH knihovny a napro-
gramovanych piikladu, které jsou zastaralé, a to spravnym volanim funkci.

Obrazky 3.2 ukazuji porovnani vypocitanych hodnot hustoty a tlaku s analytickym
fesenim pro feSeni ¢asového vyvoje rozpinani plynu v trubici — Sodéiv problém?>-* pro jed-
norozmérné feSeni. Pocate¢ni podminky byly ddny zvlast pro levou (x < 0.5) a pravou

3http://en.wikipedia.org/wiki/Sod_shock_tube
“http://training.altairuniversity.com/wp-content/uploads/2012/08/Example_13.pdf
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(x > 0.5) polovinu trubice. V levé ¢4sti byla hustota py 1 tlak py v ¢ase # = O rovny 1, v pravé
poloviné byla hustota py pro stejny ¢as rovna 0.125 a tlak py 0.1. Adiabaticky koeficient

jevry= %

Od ¢asu t = 0 dochdzi k ¢asovému vyvoji a feSeni je ddno, jak naznacuji obrazky 3.2,
v péti riznych oblastech. Oblasti I a V stéle splituji poc¢atecni podminky py, pv, p1, pv.

Oznacme si

L S Gk S S )

TR Py Ty
Hustota pry je ddana
piv+Ipy
V=PV
v =p pv+Tpv

tlak prv = pm, ktery se spocita numerickym feSenim rovnic

( ) 1-T
ury = (pm — pv ,
pm—=p pv(pm+Ipy)

(1-12)p"
un = (pf — PR\

Zpp
U = urv,
kde uy a ury jsou rychlosti ¢astic.
Potom je hustota py ddna
1/y
pi
pir = pP1 (—) .
P1

Reseni v oblasti II je ddno

-y
P11 = P1 <ﬂ> ’
pu

pi = pr(1—yB(un/ar))'/P,

2 X
upg=—\|a1+ =
I Y+1 I T)’

kde X je poloha méfena od stfedu trubice x = 0.5 4+ X.

(3.35)

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)

(3.43)
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Be hvézdy

Be hvézdy [10] jsou vpravdé velice zdhadné objekty, jak ndm ukazuje dlouhd historie
jejich vyzkumu. Byly objeveny v roce 1866 Secchim a jsou zastoupeny mezi nejjasnéjSimi
objekty na obloze, coZ napomah4 jejich vyzkumu. V poslednich desetiletich jsou pokroky
ve vyzkumu Be hvézd podpofeny rozvojem pozorovatelské techniky i moZnostmi nume-
rického modelovani. A pfesto stile nejsou dostate¢né presné interpretovatelnd data, kterd
dostavame z fotometrickych, spektroskopickych, i polarimetrickych a interferometrickych
méfeni, jejichz mnoZstvi s nastupem piehlidek naddle narista.

PrestoZe modelt popisujicich stavbu a dynamicky vyvoj se v historii vyskytla cela fada,
ve vysledku jsou Be hvézdy horké hvézdy hlavni posloupnosti spektralniho typu B (vyji-
mecné O), které rotuji vysokymi thlovymi rychlostmi bliZicimi se rychlosti kritické. Jak
ukazuji posledni pozorovani, pravdépodobné neradidln€ pulzuji a ve svém okoli vytvareji
dekre¢ni disk, ktery je v prvnim pfibliZzeni difGzni plynny disk rotujici keplerovskou rych-
losti (v ~ 1/4/r). Disk je plnén z centrlni hvézdy a jeho vyvoj je ovlivnén jeho viskozitou.
NasSe znalosti o Be hvézdach vSak stale nejsou kompletni. Jde zejména o uréovani dynamiky
soustavy, ale i vyvoj ve vicendsobném hvézdném systému, nebo ovlivnéni magnetickym
polem. Be hvézdy jsou vyborné laboratoie ve vesmiru, které ndm pomadhaji porozumét
nejruznéj$im fyzikalnim procesim samostatné i v jejich kombinaci, zvlasté o hvézdach
horni poloviny hlavni posloupnosti na HR diagramu.

4.1 Definice Be hvézd

Uz v roce 1866 si knéz A. Secchi zapsal pozorovani y Cas (B0.5IV), kterd na pozici
spektralni Cary Hg ukazovala “une particuarité cureuse ... une ligne lumineuse tres belle
etbien plus brillante que tout le reste du spectre”. Obecné se poté Be hvézdy zformovaly jako
taxonomicka skupina, které vedle spektrdlniho typu B vykazovala i emisi v Balmerovych
Cardch. V prvopocitku byly Be hvézdy ve skupiné spole¢né s hvézdami typu P Cygni,
az Struve v roce 1931 vyclenil tyto hvézdy jako zvlastni skupinu. Ve skupiné naopak
zustaly hvézdy, které uprostfed emisni ¢asti Balmerovych ¢ar mély i tzkou absorpci.
Vysvétleni Struve poddval jako geometrickou zavislost thlu pohledu na systém hvézda-
disk, jak znazortiuje 4.1 .

Skute¢ny ptvod tvaru spektralnich Car ziistaval ale dlouho zdhadou. Zejména v pribéhu
70. a 80. let doslo k velkému nartistu poc¢tu modelli popisujicich tento systém. Konec¢né

_29_
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Obrazek 4.1: Schématicky pohled na hvézdu a disk. Spodni ¢4st ukazuje pfiklady pozoro-
vanych spekter od pohledu na p6l po hvé€zdu clonénou diskem [10].

rozuzleni dal Quirrenbach a kol. [11]. Kone¢nou definici zavedl Jashek a kol. [13], kterou
pozdéji popularizoval Collins [14].

Definice Be hvézd: B hvézda, kterd neni obr a jejii spektrum md, nebo nékdy mélo
Jjednu nebo vice Balmerovych car v emisi.

Definice ndm tedy nefikd nic o okolohvézdném disku, pouze by se mél projevit
v pozorovaném spektru. To je splnéno pro jakoukoli Be hvézd, jejiz disk ma hustotu
nad 10~13 gem™3. Definice neurcuje, ani jestli je dana hvézda hvézdou typu Be, pokud
v danou dobu emisi v Balmerovych ¢ardch nema.

4.2 Podobné objekty

Pro B hvézdy je zcela bézné mit okolohvézdnou emisi. Vzhledem k definici uvedené vyse
by vSechny luminozitni tfidy III-V mohly byt klasifikovany jako Be hvézdy. Ptesto je vSak
nutné odlisit Be hvézdy od ostatnich typl s nimiZ mohou byt zaménény [10]:

e Veleobti: Pro mladé B hvézdy s vysokou rychlosti vsini je ¢asté klasifikovat obry jako
hvézdy hlavni posloupnosti. Jejich emise nepochdzi z disku, dokonce ani v pripadé,
Ze se nachdzi na obou strandch spektrdlni ¢ary. Pochdzi z hvézdného vétru ve kterém
se zachovdavd moment hybnosti.

e Herbigovy hvézdy: Mezi B hvézdami s emisnimi ¢arami vypovidajicimi, Ze hvézda
se nachdzi blizko hlavni posloupnosti, jsou Herbigovy Ae/Be jednoduse zaménitelné
s Be hvézdami hlavni posloupnosti. Jsou to mladé hvézdné objekty v zavérecné fazi
jejich vzniku, obsahuji fosilni plynny disk. Tyto hvézdy jsou zfetelné ve zplisobu
emise a promeénnosti, ¢asto ukazuji P Cygni a inverzni P Cygni profil spektralnich ¢ar.
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Méné klidné objekty mohou a jsou zaménovany s Be hvézdami a k jejich rozliSeni
dojde jen po pozorovani ve vzdaleném infracerveném nebo mikroviném zateni.

e Dvojhvézdy vyménujici si latku: Je zndmo nékolik typt soustav, ve kterych predsta-
vuji B hvézdy primarni slozku. Jde napfiiklad o typ Algol nebo W UMa, zdkrytové
proménné v polodotykové resp. dotykové soustavé, ve které sekundarni slozka vy-
pliiuje Rochetv lalok. Emisni ¢ary vznikaji pfi akreci latky na primarni slozku.
Z4dny z nich nebyl pokladan jako klasickd Be hvézda ve smylu definice, pozdgji
ale [15] ukdzali, Ze miZe byt za vznik Be hvézdy zodpovédny.

e Ble] hvézdy: Jde o nehomogenni skupinu B hvézd, které ukazuji Balmerovu emisi
a nékteré zakdzané Cary. Jde o veleobry, mladé hvézdné objekty, dvojvézdy, kom-
paktni planetarni mlhoviny a dal$i neklasifikovatelnd skupina, kterou od Be hvézd
odliSuji zakdzané ¢ary a prachova emise v infracervené oblasti.

e Hvézdy s emisi v magnetosfére: Magnetické B hvézdy typicky nemaji ¢arovou emisi,
ale v zavislosti na intenzit¢ magnetického pole, hvézdném vétru, rotaci, atd. miiZzou
mit emisi v Balmerovych ¢ardch vytvafenou v magnetosfére. Dlouhou dobu méla
tato skupina pouze jednoho ¢lena, v posledni dobé pocet ¢lent vzrostl a to zejména
diky studiu rychle rotujicich hvézd.

Oe a A-F (slupkové) hvézdy: Dalsi otdzkou zlstdvd, zda Be fenomén se opravdu
vyskytuje jen u hvézd spektrdlniho typu B, nebo zasahuje do SirS§iho okruhu hvézd. U Oe
hvézd jde o stejnou klasifikaci, protoZe maji stejné spektrum. Velka ¢ast z nich jsou pozdni
O typy, tedy blizko B typu. Situace je podobnd s typy A a F. Nékteré z nich ukazuji slabou
emisi v Ha, ta ale rychle vymizi, jak hvézda starne.

Z toho plyne, Ze pfestoZe objekty typu Be existuji mimo spektrdlni typ B, zaméfeni
na studium vyhradné B hvézd nebude mit vliv na studium pfipadnych podobnych objektu.

4.3 Disky Be hvézd

Disky tvoii neodlucitelnou ¢ast Be hvézd. Jak ukazuji pozorovani [11], okolohvézdna latka
diky rotaci vytvori plochy disk. Ten je charakterizovan thlem otevieni, ktery udava thel,
pod kterym disk zvétSuje svoji vySku s rostouci vzdédlenosti od stfedu. Quirrenbach [12]
ukdzal, Ze horni limit pro tento dhel je 20°, zatimco béZnd pozorovani ukazuji tento thel
mensi. To vyplyva i ze statistiky hvézd zakrytych diskem [16]. Disk je ve vertikdlnim
sméru v hydrostatické rovnovaze a profil jeho hustoty ma Gaussovsky profil, jestlize pred-
pokldddme izotermdlni plyn. Skélova vyska disku H (r) [17], kterd urCuje typickou vysku
disku, je zavisld na gravitaci hvézdy a tedy 1 obéZnych rychlostech vy, plynu

o 1
1/2°

*

H(r)=—
() Vorb

4.1)

kde ¢ je izotermdlni rychlost zvuku, r je vzdédlenost od centra hvézdy a R, je polomér
hvézdy. Tedy s rostouci hmotnosti hvézdy se zvétSuje obézna rychlost a Skalova vyska
se zmenSuje. ProtoZe je Skdlova vySka umérnd poméru rychlosti zvuku a orbitdlni rych-

Vev s

losti, disk se s rostouci vzdalenosti od hvézdy vertikdlné rozSifuje. Pro disk chladné;si,
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neZ je fotosféra hvézdy, je thel otevieni tésné u hvézdy kolem 2° a roste do 10° pro vzda-
lenost 20 R... Pokud by byl disk opticky i1 geometricky tlusty, polarimetrickd pozorovani by
ukazovala polarizaci rovnobéZznou s diskem.

Urceni fyzické velikost disku z porovani je velice problematické. DilezZité je ale roz-
liSovat mezi fyzickou velikosti a velikosti vyzatujici oblasti v kontinuu nebo ¢arach. Faktem
zustava, Ze fyzicka velikost disku dosud nebyla urcena [10].

4.3.1 Hustota disku

Historicky byla hlavni zdrojem informaci o hustoté€ disku pozorovani kontinua, jak se méni
tok s fyzikdlnimi vlastnostmi disku. Prvni pfedpoklady pouzivaly tento popis a tim svym
zpisobem branily porovnani s modely jinych predpokladi. SloZitost vysvétleni infracer-
veného prebytku Be hvézd byla vysvétlena pfijmutim visk6zniho modelu.

DalSi analyzy ukézaly, Ze disk je podporovan tlakem ve vertikdlnim sméru a hustota

kles4 radidlné .
r
= — 4.2

P =Ppo ( R*) ) 4.2)
kde n je parametr. Pouzitim tohoto jednoduchého modelu miZeme reprodukovat statické
vlastnosti pozorovanych barevnych ptebytki diskd. Ur¢enim hustotniho koeficientu n z po-
zorovanych cCar byla urcena jeho hodnota 1,5 — 4 se sttedem pro n = 3,5. Z pozorovani
Ize uréit i hodnotu pg, kterd méni svoji hodnotu o nékolik Fada, typicky ale 10710 —

10-12 gcm_3.

4.3.2 Pozi¢ni dhel

Prvni ndznaky, Ze polarizacni thel je kolmy na disk, jak predikovaly rozptylové modely,

byl dén praci [12]. PrestoZe k polarizaci dochazi spiSe ve vnitini ¢4sti disku, ale pozorovani
byla provadéna spiSe na vnéjsi, ukazuje se, Ze mezi nimi neni rozpor. Jediny protipfiklad,
kde polariza¢ni thel neni kolmy na disk je 48 Per. Jde ale o hvézdu, na kterou se divime
z p6lu a urceni polarizace neni snadné.

Nepfili§ velké zmény pozice polarizacniho uhlu byly nalezeny a jsou pravdépodobné
spojeny s V/R zménami v disku. Be hvézdy ve fazi Be maji hvézdné vétry silnéjsi, nez od-
povidd béZnym B hvézdam.

4.4 Kinematika disku

Uz od prvnich pozorovani bylo jasné, Ze vysvétleni dvojtého piku je nejjednodussi pomoci
ploché rotujici struktury. K tomu bylo potfeba vyvinout kinematicky popis.
Byly vyvinuty tfi popisy disku:

e Disk je urychlovany ¢arami zéfeni rotujici hvézdy, hlavni sila na materidl je radialniho
sméru a nejsou zde Zadné momenty sily. Moment hybnost se zachovdvd a obézna
rychlost vy klesd nepfimo umérné vzdalenosti od hvézdy.
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1/2 1/2

e Keplerovsky disk, ve kterém je vy ~ r~ /<, moment hybnosti roste s polomérem r*/<.
Tato zména momentu hybnosti vyZaduje moment sily — ten je ve formé viskozity
latky.

e Plazma zachycena do silného magnetického pole a undsend spolu s rotaci hvézdy
Vo ~ T.

Teoreticky dikaz, Ze disk musi byt Keplerovsky, pochdzi z V/R zmén. Z faktu, Ze precesni
zmény jsou o dvatady delsi, nez je obéZna perioda, dostdvame, Ze pohyby musi byt relativné
malé a v radidlnim sméru. Pozorovatelsky diikaz neni jednoduchy, ale ukazuje se, Ze disky
musi rotovat blizko keplerovské rychlosti.

Orbitalni perioda roste jako /2 takze blizko hvézdy je typickd perioda 1 den, zatimco
ve vzdalenosti 100 R, je 1 000 d. Z toho miizeme predpokladat, Ze rychlé zmény jsou
spojeny s dé&ji na povrchu nebo pobliz hvédy, naopak dlouhodobé zmény s déji disku jako
celku.

Je zndma spousta Be hvézd s dlouhodobé stabilnim diskem. Naopak existuje mnoho
piipadu, ve kterych je pozorovatelnd disipace ve formé vymizeni emisnich Car, polarizace
a viditelného a infracerveného nadbytku zéaieni. Zde se nabizi spojeni s hvézdnymi vétry.
Stejné tak jsou zndmy piipady, kde disk, poté co vymizel, znovu nevznikl. Musi tedy
existovat né¢jaky mechanizmus, ktery urcuje, co se s diskem déje.

Mezi témito limitnimi pfipady velkd ¢ast hvézd ukazuje nepravidelné zmény. K tomu
probihaji zmény period spolu s tim, jak disk roste nebo se disipuje. Mnohem méné& castd
je kvaziperiodic¢nost, naptiklad u @ CMa (B2V). K t¢émto dlouhodobym perioddm vykazuji
nékteré objekty 1 kratkodobé zmény ve formé “’blikajici aktivity”’charakterizované malymi
zmé&nami ve fotometrii, polarizaci a emisnich ¢arach v fadu dnti az tydnt. Tato proménnost
je typickd nartistem jasnosti v jednotkdch dnti a poté poklesem po nékolik tydnii.

V disipacni fazi bylo spektroskopicky pozorovano nékolik hvézd. Disipace pfedstavuje
presun hmoty pry¢ z blizkosti hvézdy. Béhem toho zmizi “rychlad” slozka ¢ar helia a kov,
coz muze byt doplnéno vytryskem.

4.4.1 Stabilni visk6zni disky

Nejdiiv uvedu zdkladni vlastnosti okolohvézdnych diski, rovnice jejich popisu. Teprve
poté se budu zabyvat statickym piipadem — stabilnim diskem.
Ze zdkladnich hydrodynamickych rovnic dostdvdme pro poldrni soufadnice

J J

kde X(R,?) je plos$nd hustota disku
R = [ p(Rzi)dz, (4.4)

pfi¢emz vg (R, ?) je radidlni rychlost. Podobné pro zachovani momentu hybnosti dostdvame

0 o2 J 26y _
R (ZRQ) + o (R -R°Q) = 7, 4.5)
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Obrizek 4.2: Vyvoj bezrozmérné plosné hustoty L7R? /m v zdvislosti na bezrozmérném
poloméru x a bezrozmérném cCase 7.

kde ¢ je efekt visk6zniho momentu sil okoli a (R, ) je dhlova rychlost disku. Jestlize

Vv v s N s vz

moment sily vn&jsi ¢sti ptisobi na vnitin{ ¢ast o poloméru R je G(R,t) poté

(4.6)

Viskoézni sila na jednotku délky podél obvodu je VXA, kde v je kinematickd viskozita
a dostdvame
G(R,t) =27mR-VXA-R. 4.7)

Pro ¢asovou zménu po nékolika tipravach dostdme rovnici pro ¢asovy vyvoj plo§né hustoty

dr 10 1 0 3 ,
> =~ RIR <—(R29)’E(VZR (—Q) )) , (4.8)
kde (") zna&i parcidlni derivaci podle R. Jde o nelinedrni parcidlni diferencidlni diftzn{
rovnici.

Reseni pro konstantni v, potencidl hmotného bodu o hmotnosti M a po¢ateéni podminku
hustoty delta funkce ve vzdalenosti Ry dostdvame feSeni [18] pro bezrozmérny polomér
x=R/Roacdas T=12VIR,>

m . _ 1+ x2 2x
Z(X,T)Z—ZT 1)C 1/4€:Xp— o 11/4 <?), (4-9)

TR
kde m je hmotnost prstence o po¢ate¢nim poloméru Ry a /; /4 je modifikovand Besselova
funkce. Plosn4 hustota je na obrazku 4.2.

Pro stabilni disk dostdvame pro hybnost v radidlnim sméru

v Vs 1dp GM
VRS — — —+—=

5k R ookt R (4.10)
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Zatimco radidlni rychlost vg je podzvukova, pro okoli hvézdy je obéZzna rychlost nadzvu-
kova a pro Machovo ¢islo .# mame

o ="2 (4.11)
Cs
a z rovnice 4.10 v
GM
vy = <7> L+ 072 (4.12)
Kolmo na disk je splnéna rovnice hydrostatické rovnovahy
10 d GM
_er_ 2 PF ) (4.13)
pdz dz \(R2+72)!/2

Za predpokladu, Ze disk je konstantné€ plnén, je izotermdlni a gradient tlaku je maly
v porovnani s gravitaénimi silami a latka obiha s keplerovskymi rychlostmi, dostaneme

[19] pro ploSnou hustotu
. 1/2 1/2
MV¢R>,< RO
Y=——"—% ||+ —-11, 4.14

3mac2R3/2 [( R) ] .19

kde o je vztazena k dynamické viskozit€ v = acH, pfiCemz H je typickd vyska disku.
V obecném feSeni dostdvame pro disk dvé situace

e Podzvukova vnitini ¢4st, pro kterou je radidlni rychlost vg < ¢s. PloSnd hustota ma
téméi mocninnou zavislost, vy je t€émér keplerovska a radidlni rychlost roste linedrné
se vzdalenosti.

e Nadzvukovd vné&jsi ¢ast, pro kterou vg 2 cg. Orbitdlni rychlost neni Keplerovska,
ale zachovavd moment hybnosti.

Kriticky bod R, ktery tyto dva typy odliSuje nastdva pro vzdalenost cg. Ve vnitini ¢asti
dominuje viskozita, ale ve vnéjsi Casti prevlada nad gravitacni silou gradient tlaku. Pro izo-
termalni disk je kriticky bod dan vztahem

3 V¢2
R.=R.—(— | . 4.15
=Ry (%) @15

Typické hodnoty R, jsou stovky R,.
Objemovou hustotu plynu v disku spocitame z plo$né hustoty X(r) jako

o X(r) 1/ z \?
p(rz) = \/E—HU)CXP [_5 (m) ] ; (4.16)

kde H(r) je skédlova vyska dand podle

32
H(I")— Cs T

= — . 4.17
Vorb Ri/z ( )
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4.4.2 Dynamické viskozni disky

Protoze jsou zmény pozorovanych veli¢in mnohem castéjsi u Be hvézd nez pozorovani
stability, pfedchozi stabilni modely jsou aplikovatelné jen na malou ¢ést systémil. Problém
Casove zavislé difuze diski byl studovam nékolika autory. Okazaki [20] ukazal, Ze dekre¢ni
disky nikdy nevytvofi stabilitu, vZdy dochazi bud k odtoku nebo pfitoku litky. Presto
je vSak mozné pro ¢as vyvoje systému jdouci do nekonecna s konstantnim piitokem hmoty
predpokladat dynamické ustdleni.

Pozorované vlastnosti disku 1ze popsat na dvou Casovych Skdlach: 7y, ¢asova Skdla
pro naplnéni disku srovnatelnd s vypuzenim latky z hvézdy; a 74 Casova Skdla pro distrubuci
dodané latky v disku. Ta je kratkd pro vnitini ¢ast disku a dlouhd pro vnéjsi. Pribéh vyvoje
je dan vztahem téchto dvou velicin.

e T, < Tq — pro vnitini disk, Zddné vyznamné efekty by nemély byt pozorovany,

® T, > T4 —dvamozné pfipady: vytvareni nového disku s konstantnim pfitokem, nebo
disipace diive existujiciho disku,

e T, ~ T4 — komplexni interakce mezi t€émito efekty.

Haubois a kol. [21] studoval dynamické scéndfe chovani diskt pro posledni dva pripady.
V nasledujicich bodech jsou shrnuty zakladni vysledky:

e Ristdisku: Pri plnéni disku konstantni rychlosti roste hustota disku s Casem, ale rych-
lost zmény neni ve vSech ¢astech stejnd. Ve vnitini Casti je dosaZena stabilni hodnota
mnohem rychleji nezZ ve vn€jsich

e Disipace disku: Ve chvili kdy disk neni plnén hmotou a neni mu doddvan moment
hybnosti z hvézdy, vnitini &ast disku se presouvd zpét na hvézdu a bod stagnace!
se posouva dal od hvézdy.

e Role a: Pro limitni pfipady piisobi visk6zni ¢len o zjednodusené jako Casové pre-
Skédlovani. Napiiklad s vétsim o je rast disku rychlejsi.

e Periodi¢nost déju: Pro tfeti pfipad, kdy 7, ~ 74, miZe byt ploSnd hustota disku
komplikovand funkce polohy a ¢asu. V tomto piipadé velmi zdleZi na hodnoté .

4.5 Hvézdy v interagujicich dvojvézdach

Vétsina hmotnych hvézd (M, > 8M) jsou vicendsobné hvézdné systémy (okolo 75 %).
V definici Be hvézd neni situace dvojhvézdy vyménujici si hmotu zahrnuta. V téchto
pripadech je do disku doddvdna hmota ze sekundarni slozky a jde o disk akrec¢ni. Dalsi
moZznosti je spolecnik ve formé kompaktniho hvézdného objektu — naptiklad bily trpaslik.

Vzhledem ke slapovym sildm neni mozné, aby byl disk vznikly z vlastniho materidlu
ve vétsi vzdélenosti priliS husty. Presto jedna tietina galaktickych Be hvézd tvoii vicena-
sobny hvézdny systém.

'Bod stagnace je misto v disku, kde je radialni slozka rychlosti nulova.
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Hydrodynamické modely okoli hvézd

K simulovani zdkladnich hydrodynamickych jevi (Bondiho akrece i hvézdny disk) jsem
ve své praci pouzil PySPH [9] hydrodynamicky kod. Vybér tohoto kddu spocival pre-
dev§im v “jednoduchosti”’jeho pouZiti vhledem ke knihovndm psanym v jazyce Python,
podpote paralelniho pocitani simulace stlacitelnych tekutin pomoci MPI a zdrovén rela-
tivni rychlosti diky jadru v C/C++. PrestoZe jsou modely analyticky popsény ve sférickych
resp. polarnich soufadnicich, modely jsou pocitany v kartézskych soufadnicich. Divod
jejich pouZziti je jednoduchy — nastaveni pocatecnich a okrajovych podminek pro sférickou
symetrii v kartézskych soufadnicich je méné ndro¢né, nez pocitani modelu v soufadnicich
stérickych, kde pouze pfibydou dalsi ¢leny do hydrodynamickych rovnic, které zplisobi
dalsi zpomaleni béhu programu.

5.1 Bondiho akrece

Prvni ze zékladnich hydrodynamickych simulaci (testovdni nepo¢itdm), kterou jsme se roz-
hodli udélat, byla Bondiho akrece [4] ve sférickém pfipadé v 3D. Jako soustavu veli¢in
jsemzvolil R =1,M=1aG=1.

Pro potieby tohoto modelu bylo tfeba do knihovny PySPH implementovat nékolik
fyzikdlnich podminek. Slo o vn&jii silu ve form& gravitace hmotného bodu, kterou na hmotu
pusobi hvézda, kterd je v centru soufadné soustavy. Tu jsem zavedl ve funkci, kde se pocitaji
zékladni hydrodynamické rovnice. Kazd4 interakce dvou ¢astic je zavedena v nasledujicim

postupu:
e Inicializace funkce — vol4 se pfi startu programu,

e Preprocesing - vola se jednou pro kazdou ¢éstici v kazdém Casovém kroku pred vy-
poctem interakci,

e Vlastni sada interakci s ostatnimi ¢asticemi v okoli — vola se pro vSechny Castice v
okoli v kazdém ¢asovém kroku, pro vypocet velikosi zmén veli¢in. Zejména vypocet
zrychleni, tepelného toku, . . .

e Postprocesing - vola se jednou pro kazdou Castici v kazdém cCasovém kroku po vy-
poctu interakci.

—37—
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Obrazek 5.1: Porovnani numerického a analytického feseni Bondiho akrece na hmotny
objekt.
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Pridani vektorového gravitacniho zrychleni je ve funkci preprocesing.

DalSi nutnd dprava jsou po¢dteéni podminky. Na poc¢atku pro Bondiho akreci jsem zvolil
ndhodné umisténi ¢astic v kouli s konstantni hustotou poctu ¢astic, ale riznou hustotou
a tlakem (vlastnost kazdé castice). Pocatecni rychlost je nizkd, pro vSechny Castice stejna
se smérem do stfedu koule.

Jak fik4 intuice a potvrdily to i simulace, ndhodné rozloZeni poctu ¢astic mé za nésledek
nekonstantni rozloZen{ hustoty (a tim i tlaku a velikosti Castice /) obecné v kouli uZ v prvnim
casovém kroku. Nepfimym diisledkem je i moment sily (viici stfedu gravitace), ktery ma
za nasledek v dalSim ¢asovém vyvoji udéleni momentu hybnosti, zisk neradidlni slozky
rychlosti a rozptylu rychlosti v radidlnim sméru.

Nejdilezitéjsi ipravou, které predstavuje kriticky bod v celém pribéhu simulace ziskan{
pfislusného modelu, se staly okrajové podminky. Vlastni knihovna PySPH podporuje pouze
periodi¢nost v kartézskych soufadnicich, kterd je pro nas probém nepouZitelna a pridavani
’stén”’z nehybnych Castic, které plsobi jako prekazky pro Castice. Pro fyzikdlni podstatu
problému bylo nutné zahrnout zmény poctu ¢astic na okrajovych podminkach. V popisu
knihovny [9] se uvéadi, Ze to moZné je. BohuZel s tim mdlo kdo asi pfi vytvdfeni knihovny
pocital, zmény poctu Castic maji znacny vliv na stabilitu béhu programu jako takového
a jsou nutné dal$i dpravy.

K ptidavani a odebirdni ¢astic dochdzi na vnéjsi a vnitini okrajové podmince. Na vnéjsi
okrajové podmince, daleko od hvézdy, by méla byt konstantni hustota p.. a tlak pe.. Ty jsou
zabezpeceny konstantni rychlosti pridavani ¢astic, pricemz se po néjaké dobé€ vyvoje vytvori
rovnovdha mezi poctem priddvanych Castic a Castic dopadajicich na hvézdu. Toto jsme
pivodné chtéli implementovat jako udrZovani konstantni hustoty, ale brzy se ukazalo, Ze
neni lehké dospét do rovnovazného toku latky na povrch hvézdy. Vnitini okrajovd podminka
je jednoduché odebirani ¢astic, které jsou stfedu bliZe neZ urcity polomér.

Jesté jeden fakt je tfeba zohlednit a to pfechodové jevy na vnitini a vnéjsi okrajové pod-
mince (a to je hlavni pfi¢ina nevhodnosti udrZzovani konstantni hustoty na vnéjsi okrajové
podmince). Musime si uvédomit, jak se dand veli¢ina pro danou ¢4stici pocitana. K pocitani
dochdzi v zavislosti na vSech okolnich ¢4sticich. Pokud ale vezmu castici, ktera je tésné u
vnitini okrajové podminky, tak se pocitaji jen interakce s ¢asticemi na okrajovou podmin-
kou a hvézda jako kdyby tam nebyla. Vliv se projevi hlavné poklesem hustoty a tlaku blizko
okraje, kde uz chybi “partnerské”¢astice, které se tam vyskytovaly, nez spadly na objekt.
Reseni je jednoduché — zajisténi, aby takovéto prechodovd vrstva byla uvnité hvézdy —
ponechdni ¢astic na pocitani, které vSak nazasahuji do modelu.

Pokud vezmeme v Uvahu, Ze ¢dstice maji nenulovy moment hybnosti, miize se lehce
stét, Ze Castice misto, aby padala pfimo na hvézdu, ji obleti a vyléta z modelu ven. Tomu Ize
zabranit — zavedeni viskozity a/nebo pfidani ¢astic. Viskozita eleminuje smyk c¢astic viaci
sobé. Dale pridavani Castic je nutné zvolit tak, aby velikost ¢4stic byla mensi nez region,
ve kterém se odebiraji. Pokud by ¢astice byly vétsi, napomaha to jejich minuti sttedu.

Vlastni simulace zaberou nékolik dni vypocetniho ¢asu na Ctyfjadrovém procesoru.
Vysledky simulaci pro o = 0.1 jsou na obrazku 5.1. Numerické feSeni Bondiho akrece
v podstaté kopiruje feSeni analytické. Vyraznéjsi rozptyl je vidét nad povrchem hvézdy, kde

Ve vypoctu modelu dostdvame rychlost akrece, normovanou pro hustotu P, rovnu
M /po = 232 £21. Teoretickd hodnota je M /p.. je 192.
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5.2 Pritok hmoty na disk Be hvézdy.

Poslednim tikolem bylo nasimulovéni jednoduchého pfitoku hmoty na disk [22], [23] a [24].
Pritok miZe byt realizovan naptiklad pfetokem hmoty z hvézdného souputnika, ktery jiz
vyplnil Rochetiv lalok. Studium probihalo z divodu dlouhého vypocetniho ¢asu na fadové
stovkéach obéht castic kolem hvézdy.

Pocate¢nimi podminkami je tedy Keplerovsky disk pro 2D piipad v roviné xy o pocé-
te¢ni hustoté py = 107! g-cm?® s radidlnim rozlozenim hustoty podle 4.2 a pocitedni
teplotou 7y = 20 000 K. Velikost studovaného disku byla 10 R... Hustota poctu ¢astic je kon-
stantni, polohy x a y jsou ndhodné. Vnitini okrajovd podminka je dopad ¢éstic na hvézdu
(odebirani ¢astic). Vnéjsi okrajovou podminkou je pfitok hmoty, ktery ma urcity rozptyl
rychlosti, pfichdzi ze sméru osy x a je charakterozovdna urcitou zamérnou vzdalenosti
(impaktni parametr) b.

Nasledujici vyvoj disku silné zavisi na vlastnostech pfitékajici hmoty. Vyvoj bych
rozdélil na tfi moZnost v zdvislosti na hustoté pritékajici latky pimaow za predpokladu,
Ze typickd hmotnost Castic m,, je srovnatelna s typickou hmotnosti Castic minfow pritékajici
latky My ~ Minflow:

® Pinflow << Pdisk — pritékajici latka vyznamnym zptisobem disk na zadané ¢asové skéle
neovlivni. Caste¢né disk penetruje a Gastedn& zlistava za hranici piivodniho disku,
kde vytvari relativné velky utvar, av§ak s mnohem mensi hustotou, nez je ptvodni
hustota pritékajici latky, jak ukazuji grafy 5.2.

Pokud je hybnost ¢astic vétsi, neZ hybnost ¢astic v disku, dochdzi v ném k urychlovani
castic a okraj disku se zvétSuje. Naopak pokud je hybnost Castic pfitékajici latky
mensi nez ¢astic disku, disk se zmensuje. V diisledu vzniku gradientu tlaku v disku
dochazi k jeho pomalé akreci na hvézdu.

® Dinflow > Pdisk — Castice pritékajici latky jsou v porovnani s ¢asticemi disku natolik
hmotné, Ze dochézi k chovani, jako kdyby disk v prvni aproximaci neexistoval, a jejich
chovéni je z4vislé na pocatecnich podminkdch pfitoku — vytvafi akrecni disk, nebo
rovnou (pro Lipaow — 0) dopadaji na hvézdu. U disku dochézi k jeho naprostému
zniceni — Cdastice disku nardzeji na Cdastice pritoku. Ve vnitini ¢4asti disku je jejich
orbitdlni rychlosti vy sniZena dochazi k jejich akreci, ve vnéjsi Casti disku (zv1aste
pro mald b) ptsobi vyslednice sil smérem ven. Orbitdlni rychlost ¢astic je sniZena,
avSak v dasledku gradientu tlaku na vné&jsi hrané disku se jejich vzdalenost zveétsi.
Hybnost disku je timto mechanizmem pieddvana pritoku. Pfitok hmoty s vysokou

hustotou tecné k disku je grafech 5.4 a 5.5 pro viskézni a nevisk6zni piipad.

® Pinflow = Pdisk — VYV0j soustavy silné zavisi na momentu hybnosti pritékajici latky.
Pro orbitélni rychlost pfitékajicich castic vétsi, nez je rychlost obéhu disku, dojde
ke zvétSovani disku. Céstice ziskdvaji neradidlni rychlosti a disk pfestdva byt osové
symetricky. Pro orbitdlni rychlost pfitékajicich ¢astic mensi, neZ je orbitdlni rych-
lost disku, dojde k postupné akreci disku na hvézdu. Pro specifiké piipady miize
zUstat osoveé nesymetricka ¢ast disku ve formé neustéle z jedné strany dopliiovaného
a z druhé strany dopadajiciho objektu. Mozny piipad vyvoje ukazuji grafy 5.3.
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(a) Rozlozeni ¢astic disku v roviné xy. (b) RozloZeni ¢astic disku v roviné xy.
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(e) Zavislost tlaku na vzdalenosti od stfedu.

Obrizek 5.2: Simulace piitoku latky na disk. Hustota disku pg = 2- 10710 g-cm?, pinow =
10713 gem?, b = 0.1, Vinflow = 3Vorb, & = 1.0. Dochdzi k rozptylu vn&jsf &dsti a akreci
vnitini ¢asti disku. Grafy ukazuji rizné stavy vyvoje. B€hem vyvoje téméf nedochdzi
ke zméndm vlastnosti disku.
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(d) RozloZeni ¢astic disku v roviné xy.
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(e) RozloZeni Castic disku v roving xy. (f) RozloZeni castic disku v roving xy.
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Obrizek 5.3: Simulace pfitoku litky na disk. Hustota disku pg = 2-10719 g.cm?,
Pinflow = 1071 gem?, b = 0.1, vipiow = §Vorbs @ = 1.0. Dochdzi k rozptylu vn&jsi &asti
a akreci vnitini ¢asti disku. Grafy ukazuji rizné stavy vyvoje. Pfitok vyznamnym zpiso-
bem ovliviiuje vyvoj disku. Zatimco vnitini ¢asti disku, kde je hustota vétSi nez hustota
pritoku, zistavaji na této Casové skale relativné stabilni, vnéjsi Casti, které jsou Fidsi, nez
pritok jsou rozmetany.
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(a) Rozlozeni ¢astic disku v roviné xy pro @ = 1. (b) RozloZeni ¢astic disku v roviné xy pro o = 0.
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(c) Rozlozeni ¢astic disku v roving xy pro @ = 1. (d) RozloZeni ¢astic disku v roviné xy pro o = 0.
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(e) Zavislost hustoty na vzdalenosti od stfedu (f) Zavislost hustoty na vzdalenosti od stfedu
v Case t = 16,07 v Caset=112,5.

Obrazek 5.4: Simulace pfitoku latky na disk pro dva pifipady — viskézni (@ = 1)
a neviskézni. Hustota disku je po = 210710 g.cm?, pinfow = 10710 gem®, b = 1.0,
Vinflow = Vorb- Dochdzi ke zvySovani hustoty disku v misté pritoku xo = 0,yg = 10. Grafy
ukazuji rizné stavy vyvoje. Piitok vyznamnym zptsobem na této ¢asové $kdle ovliviiuje
vyvoj vné&jsi ¢asti disku. Zatimco vnitini ¢asti disku zlistavaji relativng stabilni, u vnéjsich
¢asti, které jsou 1idSi nez pritok, dochdzi k dramatickému zvyseni hustoty.
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(a) Zavislost tlaku na vzdalenosti od stiedu v
Caset =112,5.

Obrazek 5.5: PokraCovani obrazkt 5.4. Simulace pfitoku latky na disk pro dva piipady —
viskézni (¢ = 1) aneviskdzni. Hustota disku je pg =2 10-10 g-cm3, Pinflow = 10-10 gcm3,
b = 1.0, Vinfiow = Vorb- Dochdzi ke zvySovani hustoty disku v misté pritoku xo = 0,y = 10.
Grafy ukazuji rtizné stavy vyvoje. Piitok vyznamnym zplisobem na této Casové Skéle
ovliviiuje vyvoj vnéjsi ¢asti disku. Zatimco vnitini ¢asti disku zastavaji relativné stabilni,
u vnéjSich ¢asti, které jsou tidsi nez pritok, dochdzi k dramatickému zvySeni hustoty.

Z. ptedchoziho plyne, Ze ani pro piipad Pinfiow << Pdisk ani pro pripad Pinfiow => Pdisk
se pro riizné hodnoty b a & se vyvoj na té€chto ¢asovych skalach pfilis nelisi. Nejvetsi rozdil
potom predstavuje pripad Pinfiow = Pdisk> jak naznacuji uvedené grafy.
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Ve své diplomové prici jsem se vénoval ¢asticovému hydrodynamickému modelovani
pomoci SPH. Na vlastni simulace jsem pouZzil numerickou knihovnu PySPH naprogramo-
vanou v Pythonu. Knihovnu jsem dodatecné upravil, aby byla spustitelnd. Dal$i dpravy byly
pro astrofyzikalni ucely: Pridal jsem vné&jsi a vnitini okrajové podminky, vnéjsi gravitani
silu a pfitok ¢astic na zadané podmince. Knihovnu jsem otestoval a porovnal s analytickym
modelem Sodova problému — Sifeni razové viny v trubici. Zhodnoceni je na grafech 3.2.
Hydrodynamické modelovéni probéhlo na dvou astrofyzikélnich situacich.

Prvni simulaci byl Bodniho problém — sféricky symetricka akrece na centrdlni objekt
ve formé hvézdy nebo kompaktniho hvézdného objektu. Do modelu byla nastavena vnitin{
okrajovd podminka ve formé dopadu ¢astic na hvézdu a vnéjsi okrajovd odminka, kdy
se Castice, které mifily pry¢ od stfedu, odraZely od kulové slupky a poloméru velikosti
problému, v mém piipadé 10 R,. Pocet Castic byl 40 000. Simulace byly uspésné a vysledky
simulace ukazuji velice dobrou shodu s analytickym feSenim v pfipadé rychlosti. Shoduji
ukazuji grafy 5.1. V predchozi kapitole vysvétluji i jejich pri€iny.

Druhou sadou simulaci byly jevy probihajici v disku Be hvézd [22], [23] a [24].
V prici uvddim mezni pfipady zpiisobu ovlivnéni v zdvislosti na intenzité pritékajici
latky. Pro pfitok s nizkou hodnotou dM/dt nedochazi k ovlivnéni stavu disku a prib&hd
fyzikdlnich veli¢in. V pfipadé vysokého pfitoku latky je disk kompletné ovlivnén a naopak
vlastnosti disku maji maly vliv na akreci pfitékajici latky. KdyZ je hmota pritékajici latky
za jednotku Casu srovnatelna s typickou hmotnosti ovlivnéné ¢asti disku, dochézi k téZce
predvidatelnym jeviim. Zde plati i nejvétsi zdvislost casového vyvoje na viskozité disku.
Pro kazdy pripad 5.2 — 5.5 uvadim priibéhy nasimulovanych veli¢in.

V priibéhu prace jsem se seznamil komplexné seznamil problémem hydrodynamického
modelovani ¢asticovou SPH metodou a vSechny dosazené vysledky odpovidaji astrofyzi-
kaln{ predstavé chovani plynt v okoli hvézd ¢i kompaktnich hvézdnych objekti.

—45—
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Uvéadim vybér zmén v PySPH knihovné nutné ke sprdvnému nastaveni poc¢atecnich a okra-
jovych podminek a spusténi simulace.

5.3 Priklad spousStéciho souboru pro Bondiho
akreci — bondi.py

# NumPy and standard library imports
import numpy
from numpy import sin, cos, pi, arctan2, arctan, sqrt, exp, newaxis

import scipy
import sys, os

# PySPH base and carray imports

from pysph.base.nnps import DomainManager

from pysph.base.utils import get_particle_array_gasd as gpa

from pysph.base.kernels import CubicSpline, Gaussian, WendlandQuintic

# PySPH solver and integrator

from pysph.solver.application import Application

from pysph.solver.solver import Solver

from pysph.sph.integrator import PECIntegrator

from pysph.sph.integrator_step import GasDFluidStep #GasDFluidStepBondi

# PySPH sph imports

from pysph.sph.equation import Group

from pysph.sph.gas_dynamics.basic import ScaleSmoothingLength , UpdateSmoothingLengthFromVolume,\
SummationDensity , IdealGasEOS, MPMAccelerationsStar

# PySPH tools
from pysph.tools import uniform_distribution as ud

Mstar = 1.0

Rstar = 0.5

ROO = 10.1 # Radius of outer part of disk in t=0
temp0 = 2000 # Temperature in K

rho0 = 1.7e¢—10

v0 = 0.01

# Numerical constants

dim = 3
gamma = 1.4
gammal = gamma — 1.0

# Solution parameters
dt = 3.0e—4
tf = 600.01

# Domain size

xmin = —R00; xmax = R0O0
ymin = —R00; ymax = ROO
zmin = —R00; zmax = ROO
dx = 0.1

# Scheme constants

alphal = 0.1

alpha2 = 0.1

beta = 2.0
kernel_factor = 1.3
h0 = kernel_factorsdx

# The SPH kernel
kernel = Gaussian(dim=dim)

def create_particles(xxkwargs):
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pocet = 40000

X = (xmax — xmin)*scipy.random.random(pocet) + xmin

y = (ymax — ymin)*scipy.random.random(pocet) + ymin

z = (zmax — zmin)*scipy .random.random(pocet) + zmin

dx = dy = dz = ((xmax—xmin)=*(ymax—ymin)sx*(zmax—zmin) / pocet)*x*(1./3.)
print “Mean_particle_dx_is:.”, dx

# Remove particles inside the star
indices = []
R = sqrt(x**2 + y**2 + z%%2)
for i in range(len(x)):
if R[i] <= Rstar:
indices .append (i)
if R[i] > ROO:
indices .append (i)

# volume estimate
volume = dxxdyxdz

# density is uniform
rho = numpy.ones_like(x) * rhoQ

# Incoming particles (in radial) velocity of disk

u = —numpy.ones_like(x) * x / R = v0 #sqrt(2.«Mstar/R)

v = —numpy.ones_like(x) =y / R % vO #sqgrt(2.«Mstar/R)

w = —numpy.ones_like(x) % z / R x vO #sqrt(2.%Mstar/R)

# const h and mass

h = numpy.ones_like(x) * hO

m = numpy.ones-like (x) * volume * rho

p = rho/(1.695e—1) * 1000. = 1.38e—23 * temp0 / 1.66e—27 * 1.4e—15
# thermal energy from the ideal gas EOS

e = p/(gammalxrho)

fluid = gpa(name=’fluid’, x=x, y=y, z=z, rho=rho, p=p, e=e, u=u,

v=v, w=w, h=h, m=m, hO=h.copy())

fluid . remove_particles (indices)
print “Fluid_with . %d_particles "%(fluid. get_.number_of_particles ())
fluid .set_output_arrays( ['x’, ’y’, ’z’, 'u’ v, w’, Tau’, ’av’,

‘aw’, rho’, ‘m’, *h’, °p’, ‘tag’. 'pid’, ’gid’, ‘cs’] )
return [fluid, ]

# Create the application.

domain = DomainManager (
Xmin=xmin, Xmax=Xmax, ymin=ymin, ymax=ymax, zmin=zmin, zmax=zmax,
periodic_in_x=False, periodic-in_.y=False, periodic.in-z=False)

app = Application(domain=domain)

# Create the Integrator.
integrator = PECIntegrator(fluid=GasDFluidStep ()) #fluid=GasDFluidStepBondi ()

# Create the soliver
solver = Solver(kernel=kernel , dim=3, integrator=integrator ,
dt=dt, tf=tf, adaptive_timestep=False, pfreq=200)

# SPH equations using the GSPH form of adaptive smoothing lengths
# using a pilot density
equations_pilot_density_adaptive-h_Bondi = [

#A####H#H#A#H#EH BEGIN ADAPTIVE DENSITY—H ####HHARHARHAHARARHHH

Group( equations=[
ScaleSmoothingLength (dest="fluid’, sources=None, factor=2.0), ],
update_nnps=True ),

#Given the new smoothing lengths and (possibly) new neighbors, we
#compute the pilot density.

Group (
equations=[
SummationDensity (dest="fluid ’, sources=[’fluid’,]),
1, update_nnps=False
)
Group (

equations=[
UpdateSmoothingLengthFromVolume (
dest="fluid ', sources=None, k=kernel_factor , dim=dim),
], update_nnps=True

).

Group (
equations=[
SummationDensity (dest="fluid’, sources=[’fluid’,]),
], update_nnps=False

#it##n R AR AH END ADAPTIVE DENSITY—H ########H##BHAAHRAAHE
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# The equation of state is also done now to update the particle
# pressure and sound speeds.
Group (
equations=[
IdealGasEOS (dest="fluid ’, sources=None, gamma=gamma),
], update_nnps=False

).

Group (
equations=[
MPMAccelerationsStar(dest="fluid ’, sources=[’fluid’, ],
alphal_min=alphal , alpha2_min=alpha2, beta=beta,
Mstar=Mstar , Rstar=Rstar)
], update_nnps=False
)
1

app.setup(solver=solver , equations=equations_pilot_density_adaptive_h_Bondi ,
particle_factory=create_particles)

# run the solver
app.run ()

5.4 SPH rovnice pro plyn a externi gravitace

from pysph.sph.equation import Equation
from math import sqrt, pow

class ScaleSmoothingLength (Equation):
def __init__(self, dest, sources=None, factor=2.0):
super (ScaleSmoothingLength, self). __init__(dest, sources)
self.factor = factor

def loop(self, d.idx, d-h):
d-h[d-idx] = d-h[d-idx] * self.factor

class UpdateSmoothingLengthFromVolume (Equation ):
def __init__(self, dest, sources=None, k=1.2, dim=1.0):
super (UpdateSmoothingLengthFromVolume , self). __init__(dest, sources)
self .k = k
self .diml = 1./dim

def loop(self, d.idx, d-m, d_rho, d_h):
d_h[d.idx] = self.k * pow( d-m[d-idx ]/d_rho[d_idx], self.diml)

class SummationDensity (Equation):
def __init-_(
self , dest, sources=None, dim=2,
density_iterations=False, iterate.only_once=False, k=1.2, htol=le—6):

self . density_iterations = density_iterations

self .iterate_only_once = iterate_only_-once

self .dim = dim

self .k = k

self . htol = htol

self.equation_has_converged = 1

super (SummationDensity , self). __init__(dest, sources)

def initialize (
self , d.idx, d.rho, d.div, d.grhox, d_grhoy, d.arho, d.dwdh):

d_rho[d.idx] = 0.0
d.div[d_.idx] = 0.0
d_grhox[d-idx] = 0.0
d_grhoy[d_idx] = 0.0
d_arho[d-idx] = 0.0

d.dwdh[d_idx] = 0.0
self.equation_has_converged = 1

def loop(self, d.idx, s.idx, d.rho, d_grhox, d_grhoy, d.arho,
d.dwdh, s.m, d.converged, VIJ, WI, DWI, GHI):

mj = s.m[s_idx ]
vijdotdwij = VIJ[0]*DWI[0] + VIJ[1]*DWI[1] + VII[2]*DWI[2]

# density
d_rho[d-idx] += mj * WI

# density accelerations
d_arho[d_idx] += mj * vijdotdwij

# gradient of density
d_grhox [d-idx] += mj = DWI[0]
d_grhoy[d_idx] += mj = DWI[1]
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# gradient of kernel w.r.t h
d.dwdh([d_idx] += mj * GHI

def post_loop(self, d.idx, d-arho, d.rho, d.div, d.omega, d.dwdh,
d_h0, d_h, d.m, d_.ah, d_converged):

# iteratively find smoothing length consistent with the
if self.density_iterations: # & (d-act[d_idx] == 1.0)
if not ( d_converged[d_idx] == ):

rhoi = mi/(hi/self.k)x*self.dim

dhdrhoi = —hi/( self.dimxd_rho[d_idx] )
dwdhi = d_dwdh[d_idx]
omegai = 1.0 — dhdrhoixdwdhi

# correct omegai
if omegai < 0:
omegai = 1.0

gradhi = 1.0/omegai
d_omega[d.idx] = gradhi

# the non—linear function and it’s derivative
func = rhoi — d_rho[d_.idx]
dfdh = omegai/dhdrhoi

# Newton Raphson estimate for the new h
hnew = hi — func/dfdh

# Nanny control for h

if ( hnew > 1.2 % hi ):
hnew = 1.2 * hi

elif ( hnew < 0.8 x hi ):
hnew = 0.8 * hi

# overwrite if gone awry
if ( (hnew <= le—6) or (gradhi < le—6) ):
hnew = self.k % (mi/d_rho[d_.idx])*=*(1l./self.dim)

# check for convergence
diff = abs( hnew—hi )/hi0

if not ( (diff < self.htol) and (omegai > 0) or self.iterate_.only_once):
self.equation_has_converged = —1

d_h[d.idx] = hnew
d_converged[d_idx] = 0

else:
d_arho[d.idx] *= d-omega[d.-idx]
d_ah[d.idx] = d-arho[d.idx] % dhdrhoi
d_converged[d_idx] =1

# comptue the divergence of velocity
d_div[d-idx] = —d.arho[d_.idx]/d.rho[d.idx]

def converged(self):
return self.equation_has_converged

class IdealGasEOS (Equation):

def __init__(self, dest, sources=None, gamma=1.4):
self .gamma = gamma
self .gammal = gamma — 1.0

super (IdealGasEOS, self). __init__(dest, sources)

def loop(self, d.idx, d-p, d-rho, d.e, d-cs):
d_p[d-idx] = self.gammal % d._rho[d.idx] % d_e[d-idx]
d_cs[d-idx] = sqrt( self.gamma * d_p[d-idx]/d.rho[d_idx] )

class MPMAccelerationsStar (Equation ):
def __init__¢(
self , dest, sources, beta=2.0,
update_alaphal=False, update_alapha2=False ,
alphal_min=0.1, alpha2_min=0.1, sigma=0.1, Mstar=1.0, Rstar=1.0):

self .beta = beta
self .sigma = sigma

self .update_alaphal = update_alaphal
self .update_alapha2 = update_alapha2

self .alphal_min = alphal_min
self.alpha2_min = alpha2_min

self . Mstar = Mstar
self .Rstar = Rstar

self .Rstar3 = RstarxRstarxRstar
self .R3 = 0.0

self . dest = dest



Priloha

def

def

self.sources = sources

super (MPMAccelerationsStar, self). __init__(dest, sources)

initialize (self, d_idx, d.x, d.y, d.z, d.u, d_v, dw, d.au, d.av, d.aw, d.ae, d.am,
d_aalphal , d.aalpha2, d_del2e):

d_au[d.idx] = 0.0

d_av[d.idx] = 0.0

d_aw[d.idx] = 0.0

d_ae[d_-idx] = 0.0

d_aalphal [d_idx] = 0
d_aalpha2[d.idx] = 0.

oo

d_del2e[d_.idx] = 0.0

# Gravitation acceleration
self .R3 = (d-x[d-idx]*d_-x[d-idx] + d_-y[d.idx]*d_y[d_-idx] + d-z[d-idx]*d_z[d.idx])**(1.5)
self .Rstar3 = self.Rstarxself.Rstarxself.Rstar

d_au[d_.idx] —= self.Mstar * d_x[d.idx] / self.R3
d_av([d_idx] —= self.Mstar = d_y[d_idx] / self.R3
d_aw[d_idx] —= self.Mstar * d_z[d.idx] / self.R3
loop(self, d.idx, s_.idx, d.x, d.y, d.z, s.x, s.y, s.z, dm, s.m, d_p, s_.p, d_cs, s.cs,

d_e, s.e, d.rho, s_rho, d.au, d.av, d_.aw, d_ae,
d_omega, s_omega, XIJ, VIJ, DWI, DWIJ, DWIJ, HIJ,
d_del2e, d.alphal, s_alphal, d.alpha2, s_alpha2,
EPS, RIJ, R2IJ, RHOIJ, DT-ADAPT):

R2s = s_x[d-idx]*s-x[d-idx] + s-y[d-idx]*s_.y[d-idx] + s-z[d_-idx]xd_z[d-idx]
# particle pressure

pi d_p[d-idx]
pj s-pls-idx]

# pi/rhoix=2
rhoi2 = d_rho[d.idx]*xd_rho[d_.idx]
pibrhoi2 = pi/rhoi2

# pj/rhojxx2
rhoj2 = s_rho[s_idx]*s_rho[s_idx]
pjbrhoj2 = pj/rhoj2

# averaged sound speed
cij = 0.5 % (d.cs[d-idx] + s_cs[s-idx])

# averaged mass
mi = d.m[d-idx]
mj = s.m[s-idx]
mij = 0.5 * (mi + mj)

# averaged sound speed
ci d_cs[d-idx]
cj s-cs[s-idx]
cij = 0.5 % (ci + ¢j)

# normalized interaction vector

if RIJ < le-8:
XI1J[0]
X1J[1]
X1J[2]

else:
X1J[0] /= RIJ
XIJ[1] /= RIJ
XIJ[2] /= RIJ

0.
0.
0.

coo

# v {ij} \cdot r_{ij} or vijdotxij
dot = VIJ[0]*XIJ[O] + VIJ[1]«XIJ[1] + VIJ[2]*XIJ[2]

# scalar part of the kernel gradient DWIJ
Fij = XIJ[0]*DWII[0] + XIJ[1]*DWIJ[1] + XIJ[2]«*DWIJ[2]

# signal velocities

pdiff = abs(pi—pj)

vsigl = 0.5 % max(cij — self.betaxdot, 0.0)
vsig2 = sqrt( pdiff/RHOLI )

# compute the Courant—limited time step factor.
DT_ADAPT[0] = max( DT_ADAPT[0], (cij + self.beta % dot))

# Artificial viscosity
if dot <= 0.0:
# viscosity
alphal = 0.5 % (d.alphal[d.idx] + s-alphal[s_idx])
tmpv = mj/RHOIJ * alphal x vsigl * dot
d_au[d_idx] += tmpv * DWIJ[O]
d_av[d_idx] += tmpv * DWIJ[1]
d_aw[d_idx] += tmpv = DWIJ[2]

# viscous contribution to the thermal energy
d_ae[d_idx] += —0.5%xmj/RHOIJ*alphal=vsiglxdotxdotxFij
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def

omegai = d_omega[d_-idx]; omegaj = s.omega[s._idx]

# gradient terms

d_au[d_idx] += —mj*(pibrhoi2*omegai*DWI[0] + pjbrhoj2*omegaj*DWI[0])
d_av[d_idx] += —mj*(pibrhoi2*omegai*DWI[1] + pjbrhoj2*omegaj*DWJI[1])
d_aw[d_idx] += —mj=*(pibrhoi2+omegai*DWI[2] + pjbrhoj2xomegaj*DWJ[2])

# accelerations for the thermal ener
vijdotdwi = VIJ[0]«DWI[0] + VIJ[1]*DWI[1] + VIJ[2]«DWI[2]
d_ae[d.idx] += mj * pibrhoi2 * omegai * vijdotdwi

# thermal conduction

alpha2 = 0.5 = (d.alpha2[d.idx] + s.alpha2[s_idx])
eij = d-e[d-idx] — s-e[s-idx]

d_ae[d-idx] += mj/RHOIl % alpha2 * vsig2 x eij * Fij

# Laplacian of thermal energy
d_del2e[d-idx] += mj/s_rho[s-idx] * eij/(RIJ + EPS) * Fij

post_loop (self, d.idx, d_.h, d.cs, d.alphal, d.aalphal, d_div,
d_del2e, d_e, d.alpha2, d.aalpha2):

hi = d_h[d_idx]

tau = hi/(self.sigmaxd_cs[d_idx])

if self.update_alaphal:
S1 = max( —d.div[d.idx], 0.0 )
d_aalphal[d.idx] = (self.alphal_min — d_alphal[d.idx])/tau + SI

if self.update_alapha2:
#S2 = d_h[d_-idx] % abs(d_-del2e[d_idx])/sqrt(d-e[d_idx])
S2 = 0.01 * d-h[d.idx] = d_del2e[d.idx]
d_aalpha2[d.idx] = (self.alpha2_min — d.alpha2[d.idx])/tau + S2
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5.5 Vnéjsi a vnitini okrajové podminky, pridavani castic

Funkce pro tfidu solver, které se pocitaji v kazdém casovém kroku. Uvadim jen vybrané
kroky.

def check_particles_bondi(self):

de

-

# 1.) Remove particles inside the star and which are too behind the given radius,

# which want outflow.

part = self.particles[0]

R2 = part.x*part.Xx + part.yxpart.y + part.zspart.z
selected = []

Rstar2 = Rstarxx2

Rout = (ROOxouter-coef)**2

for i in range(len(R2)):
if (R2[i] < Rstar2) | (R2[i] > Rout):
selected .append (i)
self . particles [0]. remove_particles (selected)
part = self.particles[0]
remove = len(selected)

# If particle is outside RO0O and the velosity is outside
# Change the velocity inside
R002 = ROOx**2
for i in range(part.get_.number_of_particles(real=True)):
if (R2[i] > R002):
vu = part.ul[i]/part.x[i]
vv = part.v[i]/part.y[i]
vw = part.w[i]/part.z[i]

if vu > 0.0:
part.u[i] = —part.u[i]
if vv > 0.0:
part.v[i] = —part.v[i]
if vw> 0.0:
part.w[i] = —part.w[i]
# 2.) Always add N particles
N=1.0
add = vO x 4 x3.14 % ROOx%2 x self.dt x 4 / self.comm.Get_size () * N
if add > 0:
a = scipy.random.random ()
if (a<add):

self .add_my_particles_bondi(part, 1, rho0, —vO, T, dx, gamma,

add_my_particles_bondi(self , part, add, rhoO, vO, T, dx, gamma, ROO,
gammal = gamma — 1.0

phi = scipy.random.random (add)x*2.*numpy. pi
u = scipy.random.random(add)*2.0 — 1.0

ROO,

]

remove ):
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X = ROO * numpy.sqrt(1.0 — ux%2) * numpy.cos(phi)
ROO * numpy.sqrt (1.0 — u*%2) % numpy.sin(phi)
= R0O0O * u

N
[l

R = numpy.sqrt(x**2 + y**x2 + z%%2)

rho = numpy.ones_like (x)*rho0

p = rho/(1.695e—1) = 1000. % 1.38e—23 = T / 1.66e—27 * 1.4e—15
u = numpy.ones_like (x)*xv0 % x/R

v = numpy.ones_like (x)*v0 * y/R

w = numpy.ones_like (x)*v0 % z/R

h = numpy.ones_like (x)*dx

c¢s = numpy.sqrt(gammaxp/rho)

e = numpy.ones_like (x)*p/(gammalx*rho)

m = numpy.ones-like (x) * (dx*=3) % rho0

part.add_particles (x=x,y=y,z=z,rho=rho, p=p, e=e, u=u, v=v, w=w, h=h, m=m, hO=h.copy())

def check_particles_inflow_to_disk (self):
numb_before = self.particles [0]. get_number_of_particles ()
part = self.particles[0]

R2 = part.xxpart.x + part.yspart.y + part.zxpart.z
selected = []

# 1.) Remove particles inside and outside
for i in range(len(R2)):
if (R2[i] < Rstar=*%2) | (R2[i] > (outer_coef)**2):
selected .append (i)
self . particles [0].remove_particles (selected)
remove = len(selected)

# 2.) Always add N particles
add = 1

if (add > 0):
a = scipy.random.random ()
if a < (self.dt/self.comm. Get_size ()/(dx*%2)):
self.add_my_particles_inflow_to_disk (self.particles [0], add,
rho0, —v0, T, dx, gamma, ROO, add)

def add_my_particles_inflow_to_disk (self, part, add, rho0O, vO, T, dx, gamma, ROO, remove):

gammal = gamma — 1.0
b= 1.0
tol = 1.0

X = numpy.ones(add) * 0.0
y = numpy.ones(add) * RO0 * b — scipy.random.random (add)x tol
z = numpy.ones(add) * 0.0

rho = numpy.ones_like (x)*rho0
p = numpy.ones_like (x)* rho0/(1.695e—1) = 1000. % 1.38e—23 « T / 1.66e—27 * 1.4e—15

VO = numpy.sqrt (1./numpy.sqrt(x* %2 + y*x%2))
u = -V0

v = numpy.ones-like(x) * 0.0

w = numpy.ones_like (x)* 0.0

h = numpy.ones_like (x)*dx

cs = numpy.sqrt(gammaskp/rho)

e = numpy.ones_like (x)*p/(gammal*rho)

m = numpy.ones_like (x) * (dx*%3) % rho0

new = get_particle_array (name="new”, Xx=x,y=y,z=z,rho=rho, p=p, e=e,
u=u, v=v, w=w, h=h, m=m, hO=h.copy())
self . particles [0]. append_parray (new)
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