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Abstrakt

V diplomové préci se vénujeme studiu vlivu Rayleighova rozptylu na modely hvézdnych
atmosfér. Studujeme atmosféry hvézd spektralni tiidy B v rozmezi teplot 15000 — 30000 K
se slune¢nim chemickym sloZenim a s nadbytkem helia, kde N(He)/N(H)=10. Pro hvézdy
se slune¢nim chemickym sloZenim je rozdil v modelech se zapocitanym a bez zapocitaného
Rayleighova rozptylu na jednou ionizovaném heliu na hranici méfitelnosti. V piipadé hvézd
s nadbytkem helia je tento rozdil vyrazny. Zmeény toku zareni pro hvézdu s nadbytkem helia
jsou fadovée desetkrit vétsi nez zmény zafivého toku pro hvézdy se slune¢nim chemickym
sloZzenim a alesponi o dva fady vetsi neZ zmény zativého toku pro atmosféry se zapocitanym
Rayleighovym rozptylem na neutrdlnim vodiku. Rayleightiv rozptyl na jednou ionizovaném
heliu je tak v pifipadé hvézd s nadbytkem helia vyznamnym zdrojem opacity v atmosfére.

Abstract

In the thesis we study the influence of Rayleigh scattering in the stellar atmospheres. We
study atmospheres of spectral class B-type stars with effective temeratures 15000 — 30000 K
with solar chemical composition and with helium overabundance, where N(He)/N(H)=10.
The difference between models with and without Rayleigh scattering for singly ionized
helium is negligible. The difference is significant for helium overabundant atmospheres.
The differences in radiative flux for helium overabundant atmospheres are by one order of
magnitude higher than differences in radiative iluxes for solar chemical composition and at
least two orders of magnitude higher than differences for atmospheres with neutral hydrogen
Rayleigh scattering considered. Rayleigh scattering on singly ionized helium is significant
opacity source in the stellar atmospheres with helium overabundance.
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Uvod

Hvézdy hlavni posloupnosti jsou objekty, které plné hradi sviij zarivy vykon hofenim vodiku v cen-
tru. Pii studiu téchto hvézd je vSak velkou nevyhodou, Ze nemtiZzeme piimo pozorovat a ziskdvat
informace o jejich vnitini struktufe. Svétlo, které pozorujeme, pfichdzi pouze z tenké vrstvy, kterou
nazyvame atmosféra. Jedinou moznosti, jak studovat hvézdnou strukturu, je s pomoci modeld. Atmo-
sféra hvézdy hlavni posloupnosti ma sice hmotnost fadové jen 10710 M., ale jeji modelovant je velmi
dilezité. Pravé v atmosféie dochdzi k vytvéareni charakteristického spektra hvézdy, které se vyrazné
1i$1 od Planckovy funkce. Diky modelu tak mtizeme zjistit strukturu atmosféry a redlnost modelu 1ze
ovéfit srovnadnim syntetického a naméteného spektra.

Pri studiu modelu atmosféry je nutné fesit rovnice popisujici obsazeni energiovych hladin atomt,
interakci zafeni s hmotou, hydrodynamiku latky a dal$i. Obecné vyfeSit tento problém je v dneSni
dob€ nemozné. Do modelu je nutné zahrnout velké mnozstvi dat a fyzikalnich jevl. Vyuziti vhodnych
fyzikdlnich aproximaci a matematickych metod pro urychleni feSeni rovnic je proto nevyhnutelné.
Pfes to vSechno trva vypocet modelu, ktery se dobfe shoduje se skutecnosti, fadové dny.

V této prici se zabyvdme modelovdnim atmosfér hvézd hlavni posloupnosti spektrdlni tfidy B.
V modelech téchto hvézd neni standardné zapocitdvan rozptyl zafeni na vazanych elektronech. Zane-
dbéni je spojeno s ptedpoklady, Ze vodik je pfevaZné ionizovany a abundance helia nenf tak velkd, aby
doslo k vyraznému ovlivnéni modelu. Vyjimkou mohou byt chemicky pekuliarni hvézdy s nadbytkem
helia. Obsah jednou ionizovaného helia u téchto hvézd je vétsi neZ obsah neutrdlniho vodiku. V této
praci vysetiime jak vliv Rayleighova rozptylu na neutrdlnim vodiku, tak i na jednou ionizovaném
heliu. Existuji hvézdy, které maji v atmosférich oblasti s vyrazné vétsi abundanci helia neZ vodiku.
Koncentrace helia je v nékterych oblastech nékolikandsobné vétsi nez koncentrace vodiku. Lze proto
ocCekavat, Ze vliv Rayleighova rozptylu bude nejvyrazng€jsi pravé v atmosférach téchto hvézd.

Price je rozdélena do péti kapitol. V prvni kapitole je uveden stru¢ny popis horkych hvézd. Na-
sleduje nastinéni problematiky modelovani hvézdnych atmosfér. Treti kapitola je vénovana teorii
rozptylu. Jsou zde dlikladné odvozeny vzorce, ze kterych je ve ¢tvrté kapitole pfimo spocitan celkovy
ucinny prufez Rayleighova rozptylu pro nékolik piipadd. Nakonec jsou zde uvedeny fadové odhady
ucinnych priarezi rozptylu na atomech vodiku a jednou ionizovaného helia v excitovanych stavech.
V zéavérecné kapitole jsou shrnuty vysledky této prace.

Teorie odvozeni Gc¢inného priifezu je prevzata z knihy, kterd pouziva soustavu SI, proto jsou pii-
slusné vzorce ve stejné soustave jednotek. Data spocitand modelem jsou v soustavé CGS.
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KAPITOLA 1

Horké hvezdy

Hvézdy fascinovaly lidstvo dlouho pfed samotnym vznikem astronomie. Napiiklad Slunce — zlaty
disk na denni obloze, ktery byl v nékterych kulturach povaZzovan dokonce za boha. Na no¢ni obloze
poseté hvézdami si lidé vytvéreli obrazce — souhvézdi, které Casto spojovali s pifibéhy. Nékterd sou-
hvézdi, zejména ta spojend s feckou mytologii, zndme i dnes. Hvézdy se diive uzivaly také k orientaci
v prostoru i ¢ase. Mofeplavci nezabloudili na svych dlouhych cestich a stafi Egypt’ané podle heliak-
tického vychodu Siria poznali, Ze nastava obdobi zaplav. Od dob prvnich civilizaci pozorujicich déni
ve vesmiru prosla astronomie velkym pokrokem. V dnesni dobé Slunce povazujeme za hvézdu hlavni
posloupnosti a ostatni hvézdy za jemu podobné objekty, jen velmi vzdalené. Pfesnd definice hvézdy je
ndasledujici: Hvézdy jsou gravitacné vdzané objekty ve vesmiru, v jejichZ nitru probihaji nebo alespori
po néjakou dobu probihaly termonukledrni reakce. Diive se véfilo, Ze se hvézdy nachdzi na nebeské
sféfe a jsou neménné. Pozdéji se vSak ukazalo, Ze hvézdy vznikaji, vyviji se a zanikaji. V dobach,
kdy hvézdny vyvoj jesté€ nebyl prozkoumadn, se hvézdy délily na rané a pozdni. Pfedpokladalo se, Ze
hvézda pfi vstupu na hlavni posloupnost ma vysokou efektivni teplototu a s postupujicim ¢asem po-
malu chladne. Tuto hypotézu vSak zvrétily modely hvézdného vyvoje. V dnesni dobé délime hvézdy
na horké a chladné, podle jejich efektivni teploty a fyzikalnich charakteristik.

Tato kapitola je vénovdna popisu horkych hvézd, zvlast€ spektrdlni tfidy B a chemicky pekulidr-
nich hvézd. Zdrojem informaci jsou knihy [16], [8], [21] a [7].

1.1

Definice horkych hvezd

Samotné rozdéleni na horké a chladné hvézdy lze provést do jisté miry volné. Nejvhodnéjsi je ale
zvolit néjakou klicovou vlastnost, kterd nds u hvézd zajima. Hrani¢ni efektivni teplota je standardné
stanovena na 7000 K. U chladnych hvézd, kam patii i Slunce, miiZeme pozorovat tzv. aktivitu slunec-
niho typu: erupce, protuberance, slunecni skvrny, apod. Magnetické pole chladnych hvézd je velmi
proménlivé, coZ lze pozorovat u Slunce. V obdobich slabé slunecni aktivity ma magnetické pole
zhruba dipdlovy charakter, zatimco v obdobich vysoké slunecni aktivity ma sloZity pribéh. Z tohoto
hlediska jsou atmosféry horkych hvézd klidné. Tento rozdil je zptisoben riznym dominantnim typem
prenosu energie v atmosférach horkych a chladnych hvézd, coZ popisuje obrazek 1.1. V atmosfériach
chladnych hvézd dominuje prenos energie konvekci, kdy dochdzi k cirkulaci hmoty. Pohybujici se
hmota je sloZena z nabitych ¢astic, které generuji magnetické pole a prispivaji k procestim, které mui-
Zeme pozorovat v atmosféfe Slunce. V atmosférach horkych hvézd dominuje pfenos energie zafenim.
Atmosféry horkych hvézd jsou ale zajimavé z jiného hlediska, protoZe u nékterych z nich pozorujeme

1



KAPITOLA 1. HORKE HVEZDY 2

silny hvézdny vitr hnany zafenim. Prostfednictvim tohoto procesu miize hvézda ztratit znanou Cast
své hmoty. U chladnych hvézd hlavni posloupnosti také pozorujeme hvézdny vitr, ten vSak typicky
nevane takovou rychlosti a ztraty hmoty jsou v poméru k horkym hvézdam zanedbatelné.

Horké hvézdy hlavni posloupnosti se typicky nachédzeji v OB asociacich ve spiralnich ramenech
galaxie. Pravé v téchto mistech se nachdzi dostate¢né mnoZzstvi mezihvézdné hmoty umoZiujici vznik
tak hmotnych hvézd. Mezi horké hvézdy radime velké mnoZstvi objektd s rozdilnymi hmotnostmi a
stadii vyvoje. Kromé zminénych hvézd hlavni posloupnosti fadime mezi horké hvézdy napiiklad
Herbigovy Ae/Be hvézdy, obry a veleobry populace I, Wolfovy-Rayetovy hvézdy, jadra planetdrnich
mlhovin, proménné typu RR Lyrae, modré opozdilce a dalsi.

Horké hvézdy Chladné hvézdy
Spektralni tridy O,B, A F F G, K, M
Rovnikova rychlost ro- | ~ 100 km/s ~ 10 km/s
tace
Jevy v atmosfére hvézdny vitr, okolohvézdné protuberance, erupce, apod.
disky
Doba pobytu na hlavni | ~ 10° — 108 let ~10° —10'0 let
posloupnosti

Tabulka 1.1: Zdkladni rozdily v parametrech horkych a chladnych hvézd.

Obrazek 1.1: Schématické zndzornéni dominantniho zpusobu pfenosu energie ve hvézddch. Vlevo je
prenos energie v chladnych hvézddch, kdy v nitru hvézdy prevlddd prenos zdrenim a v atmosfére pre-
nos konvekci. Vpravo je zndzornén prenos energie pro horkou hvézdu, kdy v nitru dochdzi k prenosu
energie konvekct, zatimco v atmosfére zdrenim. Poméry velikosti neodpovidaji skutecnosti.
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Spektralni typ Te;[K] M/M_ L/L. R/R_

05 42000 60 400000 12
BO 30000 17.5 40000 7.4
BS5 15200 59 730 39
B8 11400 3.8 140 3.0
A0 9790 29 48 24
AS 8180 2.0 12 1.7
FO 7300 1.6 5.7 1.5
F5 6650 14 3.0 1.3
GO 5940 1.05 1.4 1.1
G5 5560 0.92 0.73 0.92
KO 5150 0.79 0.46 0.85
K5 4410 0.67 0.18 0.72
MO 3840 0.51 0.070 0.60
M2 3520 0.4 0.034 0.50
M5 3170 0.21 0.0066  0.27

Tabulka 1.2: Parametry hvézd hlavni posloupnosti pro jednotlivé spektrdlni typy. Tabulka prevzata
Z knihy [16]. Tegr — efektivni teplota, M — hmotnost hvézdy, L — zdrivy vykon hvézdy, R — polomér
hveézdy.

1.2

Hvezdy spektralni tridy B

V predlozené praci budeme modelovat atmosféry hvézd spektralni tfidy B. Jejich fyzikalni parametry
(pro srovndni i parametry ostatnich hvézd hlavni posloupnosti) jsou uvedeny v tabulce 1.2. Teplota
v nitru téchto hvézd dosahuje 27 — 34 MK. Ve spektru se nachdzi vyrazné Cary helia, se snizujici se
efektivni teplotou se zvyraziuji Balmerovy ¢ary vodiku.

Mezi hvézdy spektrélni tfidy B spadaji tzv. hvézdy typu Be. Jsou to hvézdy, v jejichz spektru
méla néktera z Balmerovych Car alespori jednou emisni profil. Tento profil je zptisoben emitujicim
okolohvézdnym diskem, ktery se miize rozkladat az do vzdalenosti nékolika polomért hvézdy. Vznik
téchto diskti neni zatim uspokojivé vysvétlen a modelovani hvézdnych diski je jednim z aktudlnich
témat astronomie. Ve spektru nékterych hvézd spektralni tfidy B pozorujeme profil typu P Cyg, ktery
je zptsoben hvézdnym vétrem. Profil typu P Cyg je sloZen z Casti absorp&niho profilu v modré oblasti
¢ary a emisniho profilu v Cervené oblasti ¢ary. Modelovdni hvézdného vétru je dalsi rozvijejici se
oblasti astronomie.

Mezi hvézdy spektrélni tfidy B naleZi naptiklad Rigel (8 Ori), Benetnash (1 UMa), Bellatrix (y
Ori), jasné hvézdy v Plejadach (Alcyone, Atlas, Electra, Maia, Merope, Taygeta, Pleione, Celaeno a
Asterope).

1.3
Chemicky pekuliarni hvezdy

Hvézdné atmosféry vétSiny hvézd v galaxii maji velmi podobné chemické slozeni, coZ lze poznat
z jejich spekter. Ve skupiné hvézd spektrélni tfidy A a ¢4stecné i tfidy B se vSak nachdzi také hvézdy,
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¢ = 0.625
[SifH]

Obrézek 1.2: RozloZeni helia (levy obrdzek) a kiemiku (pravy obrdzek) ve viditelnych vrstvdch atmo-
sféry pro riizné rotacni fdaze hvézdy HD37776 pfevzaty z ¢ldnku [9].

jejichz spektra se od standardnich spekter vyrazné odlisuji. Pfiklad dvou takovych spocitanych spekter
a pribéhd teplot je uveden na obrazku 1.3. Nékteré spektralni ¢ary jsou na danou efektivni teplotu
neobvykle silné nebo naopak slabé. Spektrum téchto hvézd se v mnohych pfipadech méni v Case.
Vysvétlenim je fakt, Ze se na povrchu vyskytuji skvrny, tj. dany prvek je rozlozen nerovhomérné.
Piiklad je na obrazku 1.2. Takové hvézdy nazyvame chemicky pekulidrnimi. Chemicky pekuliarni
hvézdy mtzeme rozdélit napiiklad do téchto skupin:

Am (Fm) hvézdy U téchto hvézd nepozorujeme magnetické pole, jejich efektivni teplota je v roz-
mezi 7 kK < T <10 kK. Jsou typické nizkym obsahem vapniku a scandia.

Ap hvézdy Jsou to hvézdy hlavni posloupnosti se silnym magnetickym polem. Zelezo je zde vysoce
obsazeno (i stokrat vétsi obsah nez na Slunci). Naopak obsah helia je zde velmi nizky.

HgMn hvézdy Hvézdy hlavni posloupnosti bez magnetického pole v rozmezi efektivnich teplot
10 kKK < Tu <15 kK. V atmosféie se vyskytuje vysoké mnoZstvi rtuti a manganu (10° a 10*
vétsi obsah neZ je v atmosféfe Slunce), vysoky obsah je rovnéz u kovid vzacnych zemin.

Hvézdy s abnormalni abundanci helia Tento podtyp chemicky pekulidrnich hvézd pfislusi jako je-
diny hvézdam spektrdlni tfidy B. Do této kategorie nalezi hvézdy s nizkym obsahem helia
s efektivnimi teplotami 14 kK < T <20 kK. Nékteré hvézdy maji silné magnetické pole.
Nemagnetické verze oznaCujeme P-Ga (nebo fosforové hvézdy), jelikoz obsahuji velké abun-
dance fosforu a galia. Dalif podtiidou jsou *He hvézdy. V téchto hvézdich je vysoky pomér
3He vzhledem k “He.

Existuji také hvézdy s nadbytkem helia. Helium v té€chto hvézdach miZe mit nékolikandsobné
vétsi abundanci neZ vodik. Efektivni teploty téchto hvézd jsou v rozmezi 15 kK < T¢ir <30 kK.
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I ‘'slunecni chemicke slozeni ———
nadbytek helia

H [erglcm?/s/A]
OCOO0O0O0O000O0
coocococoocoof

OCaANOROIOIDOO =

1000 1500 2000 2500 3000
A [A]

Obrazek 1.3: Srovndni upravenych spoclitanych spekter (ze spoclitaného vystupujiciho zdreni byla
spocitdna konvoluce s Gaussovou funkci, 6 = 10 A) hvézdy s nadbytkem helia a hvézdy se slunecnim
sloZenim.

Z vyse uvedené klasifikace chemicky pekulidrnich hvézd vyplyva, Ze jejich vyskyt je velmi z4-
visly na fyzikdlnich podminkach v atmosfére hvézdy. Ke vzniku chemickych pekuliarit vyrazné pfi-
spiva zdrivd difuze popsand napt. v [19]. Tento jev zplisobuje hromadéni nékterych latek v hornich
vrstvach atmosféry. Silné konvektivni proudéni by nahromadénou latku rozmichéavalo. Slaba konvek-
tivni vrstva miZe byt pfitomna, coz je popsano napiiklad v [22] nebo [23]. Transportu latky miize
zabranit magnetické pole, které je vii¢i samotné hvézdé neménné. Chemicky pekuliarni hvézdy maji
silnd konvektivni zéna a povrch hvézd s véts§imi efektivnimi teplotami je obruSovan hvézdnym vé-
trem. Proto, mimo tento teplotni interval, chemicky pekulidrni hvézdy nepozorujeme.



KAPITOLA 2

Modelovani hvéezdnych atmosfér

Atmosféra je oblast hvézdy, ze které pfichdzi zafeni. Jeji celkova hmotnost je fadové 10710 M.,. At-
mosféra zacind v oblastech, kde je znacné vysoka teplota, hustota latky a vSechny atomy jsou témér
ionizovdny. Tyto fyzikdlni podminky se v8ak s rostouci vyskou vyrazné€ méni. Teplota i hustota ty-
picky klesaji, pomér poctu ionizovaniach atomi vzhledem k neutrdlnim atomiim roste a interakce
vazanych elektrond s fotony zacind byt dominantni. Uvnitf hvézdy odpovida spektrum Planckové
funkci. Pravé v atmosfére se zaCnou tvofit rizné spektralni Cary a skoky, které jsou zdrojem rozsah-
lych informaci o hvézdé. Bez atmosféry bychom se nedozvédéli o chemickém sloZeni hvézd !, radi-
alni rychlosti hvézdy, zda je na hvézdé€ pfitomno magnetického pole, atd. Ze spektra vSak nelze ptimo
zjistit teplotni strukturu, hustotu plazmatu, vliv riznych fyzikéalnich procest na formovéani spektra,
apod. Pravé proto musime vypracovdvat modely, jejichZ vystupem je struktura atmosféry a hlavné
syntetické spektrum, ze kterého se 1ze presvédcit o spravnosti modelu. Priklad spocitaného vystupu-
jictho zéfeni je uveden v grafu 2.1. Modely atmosfér jsou tak jediné prostfedky, které ndm umoZni se
o samotnych hvézdach dozvédét mnohem vice informaci nez jen ze samotného spektra.

Obecné je vytvireni modelu atmosféry 4D problém. Takové modely jsou velmi ndrocné na vypo-
cetni Cas, a proto musime pristupovat ke zjednodusenim. Dimenzi problému zredukujeme pomoci
vhodné geometrické aproximace. Pro horké hvézdy hlavni posloupnosti se pouZiva planparalelni
aproximace. Fyzikdlni veli¢iny se méni jen v jednom sméru (néjcastéji se voli smér z). V horizontal-
nim sméru je gradient vSech fyzikalnich veli¢in nulovy. Pokud se velikost atmosféry neda vzhledem
k poloméru samotné hvézdy zanedbat, volime sféricky symetricky model. Dalsi kategorii aproximac{
se tyka pouziti predpokladu termodynamické rovnovahy. Existuji dva velmi Casto pouzivané modely.
V prvnim se pfedpoklada platnost lokalni termodynamické rovnovahy (LTE). Obsazen{ energiovych
hladin je v tomto pfipad€ popsano Sahovym-Boltzmanovym rozdélenim. Druhou ¢astou aproximaci
je NLTE, které tento pfedpoklad nemd a rozdéleni energiovych hladin pocitd pomoci rovnic statis-
tické rovnovahy. Obé dvé aproximace predpoklddaji Maxwellovo-Boltzmanovo rozdéleni rychlosti
elektronti. NLTE modely jsou pfesnéjsi nez LTE modely. Existuje jesté aproximace Sedé atmosféry,
ve které se predpoklada, Ze opacita nezavisi na frekvenci. Vysledky t€chto modelt se pouZivaji jako
vychozi pro redlnéj$i modely.

Cilem této kapitoly je stru¢né nastinit problematiku modelovani hvézdnych atmosfér. Zacneme
rovnici pfenosu zareni. Pro vyfeSeni rovnice prenosu zafeni musime znat opacitu a emisivitu, vypo-
¢tu téchto velicin je vénovdna druhd ¢4st. V dalsi ¢asti budou obecné popsdny modely atmosfér a
v posledni ¢asti se zaméfime na model TLUSTY, se kterym byly provedeny v predlozené praci vy-
pocCty vSech modelil atmosfér. Zdrojem informaci v této kapitole (rovnice pfenosu zafeni, opacita a
emisivita) je kniha od Mihalase [20] o hvézdnych atmosférach. Uvod je &aste¢né napsan podle [10].

INapfiklad helium bylo objeveno diive v atmosféfe Slunce neZ na Zemi.
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Obrazek 2.1: Spocitané spektrum pro efektivni teplotu 15 kK a log(g) = 4 modelem TLUSTY.

V ¢4sti o modelech atmosfér jsou brany informace také z knihy [16], konkrétni informace o modelu
TLUSTY piimo z nadvodu k tomuto modelu [5].

2.1

Rovnice prenosu zareni

Problém, ktery feSime prostiednictvim rovnice pfenosu zédfeni (RTE) je nésledujici (viz schéma 2.2).
Uvazme paprsek o specifické intenzité€ / prochézejici optickym prostfedim s opacitou ) a emisivitou
1. Spocitdme energii v intervalu frekvenci dv prochdzejici v ¢asovém intervalu dr pfes objemovy
element dV o délce ds a prifezu dS, jehoZ normadla je orientovdna ve sméru paprsku pohybujicim
se ve sméru n do pozorovaného thlu dQ. Rozdil mezi energii paprsku v bodé€ r + Ar v Case ¢ + At
a prichoziho paprsku r,  musi byt roven ¢asti energie vytvorené emisi fotonii materidlem v daném
objemu minus ¢ést energie, kterd je v daném objemu absorbovand, a tedy

[I(r+Ar,n,v,t+At)—I(r,n,v,t)|dSdQdvdr =[n(r,n,v,t)— x(r,n,v,t)I(r,n,v,t)]drdSdQdv dr,

pro malé rozdily Ar a A miiZeme napsat

al al
1 Ar,n, vt +Ar) =1 V.t —At =—Ax;
(r+Ar,n,v,t+At)=I(r,n,v,t)+ 5 +Xi:8xi ,]
zfejmé plati As = cAt, pro derivaci soufadnic podle intenzity miizeme psat
ds dI dx; ol

;ax, =L nas o™ T oM

nakonec miZeme formdlné prepsat As — ds

[181 al

- dsdSdQdv dr = [T[ — )(I]ds dS dQ dv dr, 2.1
cot  ds
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I(r+Ar,n,v,t+ At
dQ ] ( T )

Obrazek 2.2: Schéma odvozeni rov-
nice prenosu zdreni. Prichdzejici pa-
prsek o intenzit¢ 1(r,n,v,t) intera-
guje s hmotou na drdze ds, a vystu-
pujici paprsek md pak intenzitu I(r +
Ar,n, vt + At), kterou se snazime spo-
Citat pomoci RTE. Obrdzek prevzat a
upraven z [20].

Obrazek 2.3: Schéma planparelni atmosféry. Rovnici pFenosu zdreni pocitdme ve sméru zndzornéném
vektorem n, ktery s normdlovym vektorem svird iihel 6.

tato rovnice mus{ platit pro libovolné elementy ds, dS, dQ2, dv a dt, potom dostaneme rovnici pfenosu
zateni

191(r,n,v,1) n dl(r,n,v,t)
c ot ds

Tuto rovnici lze rovnéZ zapsat jako

=n(r,nv,t)— x(r,n,v,1)[(rnv,t). (2.2)

|:i‘aa[ + (IIV):| I(r,n,v,t) = n(rvnvvvt) —x(r,n,v,t)l(r,n,v,t).

V modelech budeme pocitat RTE pro statickou atmosféru
(m.V)I(r,n,v,t) =n(r,n,v,¢)— x(r,n,v,0)[(r,n,v,z). (2.3)

Pokud je tloust’ka atmosféry zanedbatelnd oproti poloméru hvézdy, miizeme pfi vypoctech modeld
pocitat s planparalelni aproximaci. VeSkeré fyzikalni veli€iny zde z4viseji pouze na vertikdlni soutrad-
nici z, coZ je zfejmé z obrazku 2.3. Rovnice pfenosu zafeni v planparalelni aproximaci a stacionarnim
pifipadé

9l(z,1,V)

# :n(znuvv)_%(Zv.LL?v)I(Zvuvv)) (24)
kde p = cos(0). Tuto rovnici podélime extinkénim koeficientem

g dl(z,u,v) Mz, v)
X(Z,,U,V) aZ (Z,,LL,V)

x(z.p,v)
Definujeme optickou hloubku vztahem

df: _Z(Znu,v)dZa (25)
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Rs

Obrézek 2.4: Schéma atmosféry za predpokladu sférické symetrie. Polomér hvézdy bez atmosféry je
Ry. RTE pocitdme ve sméru vektoru m, ktery svird s radidlnim vektorem itihel 6.

coZ je jen preSkdlovéni vzdalenosti v atmosféfe. Fotony k ndm pfilétaji pfedev$im z ¢4sti atmosféry
o optické hloubce 7 = 1. Pro 7 < 1 mluvime o opticky tenkém prostiedi a pro T > 1 o opticky tlustém
prostfedi. Ddle miZeme definovat zdrojovou funkci

n(zH,v)
S(z, 1, v) = , (2.6)
&p.v) Xz, 1, V)
RTE potom mtizeme zapsat v jednoduchém tvaru
ol(t,u,v
”(&Ij) =I(t,u,v)—S(t,u,v). (2.7)

V piipadé rozsdhlych atmosfér vyskytujicich se u obrl a veleobrli neni planparalelni aproximace
dostacujici, a je tedy nutné zvolit sférickou aproximaci. Zékladni schéma je zndzornéno na obrazku
2.4. RTE (2.7) obsahuje gradient, jehoz souradnicova reprezentace je pro tento pripad

Vf:(af 1of 1 8f>:<af_,/71_u2§£’0>7

dr’ ra0’ rsinb o ar’ r

samotnou rovnici pfenosu zafeni mizeme v této aproximaci psat

8I(r,u,v) 1—‘112(91(}’,‘[1,\/)7
H—a—+— on MK V) =X (IR, Y), 28)

kde opét u = cos(0). Pro rovnici pfenosu zéfeni lze spocitat tzv. formdini reseni. RTE pro piipad
statické atmosféry v planparalelnim pfibliZeni je ve tvaru

(t,u,v
u(af) =1I(t,u,v)—S(t,u,v), (2.9)

vynéasobime integracnim faktorem exp(—7/u)/u. Déle vime, Ze plati

¢ o ()] = D) o () e L

dt dt

=
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prava strana této rovnice odpovidad pravé dvéma ¢lenim RTE po vynasobeni integraénim faktorem,
rovnici miZeme zapsat ve tvaru

% {I(T,u,v)exp (—;)] = —S(Taﬂav)expg:ﬂv

tuto rovnici staci jen integrovat od 7; do 7,

()

(%)
I(Tz,u,v)exp <_Z2> —I(Tl,,LL,V)eXp <_E> = —/de(lT,,U,V)i,
T

u
obecné formaln{ feSeni RTE pak miiZeme napsat ve tvaru
T -7
), Furr w5
1(t1, 10, V) = I(Ta, )1, V) exp <— 2“ 1) +/dt S(t7u,v)+. (2.10)
T
Pro pripad polonekonecné atmosféry, kdy 71 = 0 a 75 — oo, je feSeni ve tvaru
C)
10,1,v) = [ &S v)—— 2 @.11)
0 H
coZ pro optickou hloubku 7 miiZzeme pfepsat ve tvaru
farsium™LE)L uso
I(t,p,v)=4q 7% e (2.12)
- p( %
Jdr S(f,u,v) , KU<O,

po integraci téchto rovnic pfes  za predpokladu, Ze zdrojova funkce je thlové nezdvisld, dostaneme
Iv.w) = [ & S(v.DE (7).
0

kde .
En(x) = / d7 7" exp(—x7)
1

je exponencidlni integrdlni funkce. Definujeme A operator
17 )
AFO) =5 [ & £ (7).
0

Formadlni feSeni RTE pro polonekone¢nou atmosféru pak miZzeme napsat ve tvaru
J(v,7) =A[S(7,V)]. (2.13)
Definujeme Eddingtoniiv tok, ktery je v planparalelni aproximaci dan podle [20] vztahem

1
1
H(z,v)zi/du I(z,p, V)u. (2.14)
1
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Nakonec definujeme efektivni teplotu, charakterizujici celkovy tok zareni hvézdy. Defini¢ni vztah je
ve tvaru

/dv H(v)= /dv B(v, Ti), (2.15)
0 0

kde B(v, T.s) je Planckova funkce a H(Vv) tok zafeni z hvézdy.

2.2

Opacita a emisivita

V rovnici prenosu zareni (2.9) se vyskytuji veli¢iny opacita y a emisivita 1. Znalost prostorové za-
vislosti obou velicin je kli¢ova pro vyfeSeni této rovnice. Opacita je veli¢ina popisujici prithlednost
prostiedi pro zéafeni a silné zavisi na frekvenci. Prevracend hodnota opacity je rovna stfedni volné
draze fotonu v prislusném hloubkovém bod¢. Tato velicina je ddna interakei fotond, tj. elektromagne-
tického zéfeni s neutrdlnimi a ionizovanymi atomy a volnymi elektrony. Emisivita popisuje prispévek
daného prostiedi k intenzité zareni.

2.2.1

Obsazeni energiovych hladin atomi

vvvvvv

nich i excitovanych stavech. Zde popiSeme jejich vypocet za predpokladu termodynamické rovnovahy
a nasledné vypocet pomoci rovnic statistické rovnovéhy.

Obsazeni energiovych hladin  Populace excitovanych atomt je v termodynamické rovnovéaze po-
v termodynamické rovnovaze psana Sahovym — Boltzmannovym rozdélenim. Podil poctu j-krat
(LTE) ionizovanych atomd k ve stavu s indexem m v excitovaném stavu

i vzhledem k poctu pfislusnych iontl v excitovaném stavu i je dan
Boltzmannovou excita¢ni formul{

nt . . .
I’:_]k _ 8m jk exp (_%mjk lek) , (216)
Rk 81jk kpT

kde gk, & jx 0znacuje statistickou véhu pifsluSného excitovaného stavu, Xk, Xk €xcitaéni energii
a symbol * oznacuje fyzikdlni veli¢inu v termodynamické rovnovdze. V pfipad€ ionizacni rovnovihy
chceme znat pocet atomi v excitovaném stavu vzhledem k celkovému poctu iontl j, ktery je roven

g i Xi G i
N =Y mije =~ gijkexp (_ ) = S UR(T),
]k zl" 7 ngk; Y kgT 80jk ()

kde Ujx(T) je parti¢ni funkce pfislugného iontu. Boltzmannovu rovnici pak miZeme zapsat ve tvaru

”?jk 8ijk < %ijk)
L exp [ — 245 ) 2.17)
Ny UR(T) TP\ kT

Pomér poctu j-krat ionizovanych prvka vzhledem k celkovému poctu Castic Ny popisuje Sahovo

rozdéleni 1 s
Ny TLE; [ne®u(T)]

Nlj B Zﬁzo H{k:_ml [”e(i)lk(T)]

) (2.18)
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kde J; oznaCuje nejvyssi stupeii ionizace daného prvku, funkce ® je definovdna pomoci parti¢nich
funkci 0T
i(T) = _UilT) G, exp <—W> ;
Uj+17k<T) kBT

ve které C; je konstanta, n, je koncentrace volnych elektronii a yjjx je ionizaéni potencidl prvku
s indexem k a ionizaci j.

Vypocet obsazeni z rovnic Rovnice statické rovnovahy v pfipadé¢ stacionarniho prostiedi jsou
statistické rovnovahy (NLTE) ve tvaru
Y (nPji—niPj) =0, (2.19)
Ji#j

kde P;; je Cetnost pfechodd, kterou Ize napsat ve tvaru
Fij = Cij +Rij,

kde C;; oznaCuje Cetnost srazZkovych pfechodil a R;; Cetnost zafivych prechodl. Rovnice statistické
rovnovahy netvori linedrné nezavisly systém n rovnic o n neznamych. Pro jejich vyreSeni musime
jednu z nich nahradit jednou z nésledujicich rovnic:

e rovnice pro pocet ¢astic,
e zachovéni ndboje,
e abundancni rovnice.

PrestoZe rovnice statistické rovnovdhy vypadaji vyrazné jednoduseji neZ rovnice popisujici Sa-
hovo a Boltzmannovo rozdé€leni, trva vyfeSeni modelu atmosféry s vypocty populaci pomoci téchto
rovnic vyrazné del$i dobu.

2.2.2

Zakladni procesy interakce fotonii s atomy

Jednotlivé procesy ovliviiuji vysledny vzhled spektra hvézdy. Jejich rozdéleni je nésledujici:

Excitace a deexcitace Excitace nastdva v pripadé, je-li energie fotonu rovna rozdilu energii mezi
dvéma vazanymi energiovymi hladinami atomu. Opacny proces se nazyvd deexcitace. V pii-
padé srazkové deexcitace se pivodni energie fotonu preméni na tepelnou energii plazmatu. Pfi-
kladem jsou Cary Zeleza v ultrafialové oblasti spektra. Téchto prechodi existuje velké mnoZstvi
a v piipadé horkych hvézd zplisobuji zahiati atmosféry a naslednou redistribuci Casti toku za-
feni z kratkovinné oblasti do oblasti dlouhovinné. Céry Zeleza vytvaieji pro UV zéfeni ,,deku®,
proto se tento proces nazyva pokryvkovy jev.

Rozptyl O rozptylu zéareni na soustaviach s vazanymi elektrony mluvime tehdy, nasleduje-li bez-
prostiedné po excitaci elektronu fotonem jeho deexcitace a vyzafeni jiného fotonu. Obrizek
2.5 znazornuje jednotlivé druhy rozptylovych procesd. Rozptyl miiZe probihat také na volnych
elektronech. V tomto piipadé mluvime o Thomsonové nebo Comptonové rozptylu. Zakladni
druhy rozptylovych procest jsou:

Y

e Rayleigh — pokud po excitaci na vySsi energiovou hladinu elektron okamzité pfejde zpét
na pivodni hladinu mluvime o elastickém Rayleighové rozptylu.

e Raman — elektron pfi deexcitaci pfejde na jinou excitovanou hladinu
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(]
= e
c
T =] Q
£ g |2 |3 ) L
o ‘% % =] § Obrazek 2.5: Jednotlivé druhy rozptylo-
0;:; § 2 vych procesii na vdzanych elektronech.
¢ NS P ..
2 Fotony v prichdzejicim paprsku maji frek-
© venci ® blizké rezonanci s atomovym
wr prechodem a ctyimi druhy rozptylovych
mechanismii. Obrazek prevzat a upraven

=0 z[18].

e Thomson — elasticky rozptyl na volnych elektronech
e Compton — neelasticky rozptyl na volnych elektronech

Teorii rozptylu a vypoctu tc¢inného prifezu pro Rayleightiv rozptyl jsou vénovany kapitoly 3 a
4.

Ionizace & rekombinace Ma-li foton dostate¢nou energii, mize vazanému elektronu predat takové
mnoZstvi energie, Ze se elektron po interakci stane volnym. Rekombinace je inverznim proce-
sem k ionizaci.

223
Vypocet opacity a emisivity

Opacita se pri danych populacich a teploté spocita pomoci vztahu (7-1) v [20]

=) [nz n]] o4 )—I—;[ni—n;‘exp( kh‘;>alk(v)] n

i j>i

Y. nenx ok (v, T) [l—exp( v>}+neoe+da1§1’éleny (2.20)
K

kgT

Prvni ¢len piislusi vazané-vazanym, druhy vazané-volnym, tfeti volné-volnym pfechodim a Ctvrty
Thomsonové rozptylu. Pii vypoctu opacity miizeme pridat i dalsi Cleny napt. pro Rayleightiv nebo
Ramaniv rozptyl, apod. n; oznacuje koncentraci pfisluSnych ionti, o;; Einsteiniiv koeficient mezi
hladinami i a j, g; statistickou vdhu energiové hladiny, n. koncentraci volnych elektronii, o, G¢inny
prufez Thomsonova rozptylu a symbolem * oznacujeme fyzikdlni veli¢inu v termodynamické rovno-
véze.

Emisivita je ddna vztahem [20] z (7-2)

4nhv
nv) =

i h
ZZn}g au +Zn (X,k exp< k‘;>+

i j>i
hv
;nenkakk(v, T) exp <_M>

Jednotlivé Cleny opét popisuji vazané-vazané, vazané-volné a volné-volné prechody. Veliiny ozna-
¢ené hvézdickou plati pro rovnovadzny stav.

+n.0.. (2.21)
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V piipadé LTE modelti atmosfér pro opacitu miZeme psat

V=LY ["f“ij(") + 3] (V) +;nel’lkakk(v, T)] (1 —exp <—$>> +

i >
neo. + dalsi Cleny, (2.22)

a v pripad€ emisivity

. 2hv3 hv . .
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2.3

Modely atmosfér

Model atmosféry je program pro vypocet fyzikdlni struktury atmosféry (7', p, atd.), vystupujictho
zateni, apod. Existuje nékolik velmi Casto pouzivanych modeld pro vypocet atmosfér:

e statické modely amosfér

— ATLAS - LTE, zapocitani vazané-vazanych pfechodu (line blancketing)

— TLUSTY — NLTE, line blancketing
vypocet statickych modeld okolohvézdnych diski i akre¢nich diskt ¢ernych dér
SYNSPEC - presnéjsi vypocet syntetického spektra z modelu TLUSTY, spektrum moZné
srovndvat s naméfenym spektrem

e dynamické modely atmosfér

— PoWR - expandujici atmosféra, NLTE, line blancketing, 8 zdkon
— FASTWIND

Jak je napsano v ivodu této kapitoly, obecné je vypocet modelu atmosféry velmi ndro€ny na vypocetni
¢as. V modelech atmosfér pouzivame nasledujici zjednoduseni:

Planparalelni aproximace — horizontdln¢ homogenni atmosféra viz 2.1

Hydrostaticka rovnovaha — atmosféra se v ¢ase neméni
Zékladni rovnice popisujici pohyb tekutin je Eulerova rovnice, kterd se ve statickém pripadé
zjednodusi na rovnici hydrostatické rovnovdahy

Vp = pg, (2.24)
kde p je tlak, p hustota latky a g gravitacni zrychleni.

Zariva rovnovaha — MnozZstvi energie, které do atmosféry vstoupi na spodnf hranici je vyzarovano
do volného prostoru. V atmosférach horkych hvézd tedydochdzi pouze k prenosu energie. V Ca-
sov¢ nezdvislém piipadé se mize zménit frekvenéni rozdéleni zafeni anebo rozdéleni energie
mezi zarivé a nezafivé zplusoby prenosu, ale celkovy tok energie musi byt zachovan. Tento
pozadavek vyjadfuje rovnice zafivé energie. V integralnim tvaru, v nepfitomnosti konvekce:

oo

4 / v (2 (e, v)J(r,v) = n(r,v)) =0, (2.25)
0
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a v diferencialnim tvaru
V. =0, (2.26)

ve hvézdnych atmosférach se pocitd s obéma rovnicemi, rovnice zafivé rovnovahy v diferenci-
alnim tvaru dava mensi numerické chyby, ale v malych optickych hloubkach diverguje. Proto
je nutné rovnéZ pocitat s RZR v integrdlnim tvaru. Je nutné vhodné zvolit optickou hloubku, ve
které se prejde od jedné rovnice ke druhé.

NLTE/LTE aproximace — zplsob vypoctu obsazeni energiovych hladin atomt (viz ¢ast 2.2.1)

Zakladni schéma feseni modeli hvézdnych atmosfér je na obrazku 2.6.

C ST/?RT )

Vstupni parametry: T, log(g),
abundance a atomova data

!

Vstupni parametry: 7(7) a
jednotlivé populace atomu a
iontt z konvergujiciho modelu
nebo Sedého modelu atmosféry

1
Reseni rovnice hydrostatické rovnovéahy

|

Reseni rovnic statistické rovnovahy
(NLTE), pfip. Sahovych a Boltzmanovych
rovnic (LTE) pro urceni populaci, ze
kterych se spocitd opacita a emisivita

ResSeni rovnice zafivé rovnovihy

Aplikace korekéni pro-
cedury pro vypocet nové T(7)

NE = —
/ Plati rovnost [ dv F(v) =0T \
O —
ro kazdy hloubkovy bod? /
\\\\\Pi y y,,,/ ANO

T _—

Vystup: Struktura atmosféry
a monochromaticky tok

( KONEC )

Obrézek 2.6: Zdkladni schéma vypoctu modelu atmosféry. Obrdzek prevzat a upraven z [16].
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2.4
Model TLUSTY

Numericky model TLUSTY [4] je napsany ve Fortranu 77. Pocita strukturu atmosfér horkych hvézd
a okolohvézdnych diskd. Autory tohoto modelu jsou Ivan Hubeny a Thierry Lanz. Pro vypocty je
predpocitana sit’ modeld pro hvézdy spektralni tfidy O [13] a B [14]. K modelu je vydéna pfirucka
[5] ze které zde budou pfevzaty ty nejdilezitéjsi informace. K programu TLUSTY jsou na domovské
strance modelu [5] ke staZeni atomova data, jejichZ zavedeni do modelu je popsédno v ¢ldnku [15].
Modely je moZné pocitat bez vstupniho modelu atmosféry. V prvnim kroku se spocitd Sedy mo-
del ve kterém je Casto nutné explicitné specifikovat hodnoty parametrt kviili konvergenci. Ve druhém
kroku je moZné pocitat LTE model a nakonec NLTE model. Pro modelovani atmosfér O a B hvézd,

vvvvv

mickym sloZenim. Pro modelovédni atmosfér chemicky pekulidrnich hvézd byva €asto nutné predem
spocitat Sedy model atmosféry. Pomoci programu SYNSPEC pak 1ze z t€chto modelti dostat synte-
tické spektrum, které 1ze srovnat s napozorovanymi spektry hvézd.

Zéakladni numerické metody, které vyuzivd model TLUSTY, jsou uvedeny v ¢lanku [4]. V kazdém
iteracnim kroku se rovnice pocitaji pomoci metody linearizace. Definujeme vektor nezndmych ¥
podle [4], vztah (2.1)

Yy ={J1,...,INFrEQ; N, T, e, 111, . .. ,ANLEVEL } »

kde d oznacuje hloubkovy bod, J; stiedni intenzitu, n; populace atomd, NFREQ pocet frekven¢nich
bodi a NLEVEL pocet zapocitanych energiovych hladin v modelu. Potom tento vektor pfepiSeme ve
tvaru (viz (2.2) z [4])

Wa = Vg + 8,
kde l[/c? jsou aktudlni odhady veli¢in pro opticky hloubkovy bod d a dy, je odchylka od tohoto
odhadu. Vysledny systém rovnic je podle [4] ve tvaru

AgOWa—1+BydWa+CybWyr1 = Ly, (2.27)

kde A, B a C jsou matice o rozméru N x N, kde N je celkovy polet fyzikdlnich proménnych a L
je chyba v rovnicich. Je to soustava N linedrnich rovnic, které se mize fesit napiiklad klasickou
Gaussovou metodou eliminace. Pro vyfeseni je nutné znat pocatecni odhad jednotlivych veli¢in, které
se vezmou bud’ z pfedchoziho konvergujiciho LTE, anebo Sedého modelu.

Mezi dvéma kompletnimi linearizacemi probihd proces formdiniho fesSeni. BEéhem tohoto kroku
probéhne nékolik urychlenych A iteraci. Formdlni feSeni RTE je ddno pomoci vztahu (2.13). n+ 1
iterace je ddna vztahem

JrED () = A* [s("“) (r)} + {A [S<"> (r)} Y [S(”) (1)] } : (2.28)

kde ¢len A* [S(*)(7)] si mizeme libovolng& zvolit, nejlepsi volba je matice v diagondlnim tvaru.
Standardné probihaji tfi iterace ve formalnim feSeni.

Na zavér jesté uvedeme piiklad modelu atmosfér a srovndni LTE a NLTE. V grafu 2.7 je vynesen
pribéh teploty pro LTE a NLTE model. V opticky tenkych vrstvach se pribéhy obou funkei lisi.
NLTE neni, narozdil od LTE, monoténni funkci Rosselandovy optické hloubky. V grafu je pékné
viditelny NLTE efekt. V opticky tlustych prostfedich jsou jiZ obé funkce totoZzné. LTE aproximace je
presnd, pokud prevazuji srazkové procesy nad zafivymi nebo pokud je stiedni intenzita zafeni rovna
Planckové funkci. Pravé proto se prubéhy teplot se zvySujici optickou hloubkou zacnou shodovat.
V grafech 2.8 je srovndni ¢4sti spocitanych spekter.
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Obrazek 2.7: Srovndni pritbéhu teploty pro
LTE a NLTE modely v zdvislosti na optické

10000 _ _ _ hloubce spocitany modelem TLUSTY. Para-
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Obrézek 2.8: Srovndni dvou cdsti spekter pro LTE a NLTE model spocitané programem TLUSTY.
Horni graf: ¢dra Ha. Spodni graf: Balmerovo kontinuum, Balmeriiv skok. Parametry: T,p=20 kK,
slunecni chemické sloZeni, log(g) = 4.



KAPITOLA 3

Teorie rozptylu

V astrofyzice je rozptyl zdfeni Castym jevem. V mezihvézdném prostiedi se setkdvadme s extinkci,
coz je snizeni zafivého toku ve sméru ptichazejiciho zafeni vlivem interakce fotond s hmotou. Ex-
tinkce mizZe byt zpiisobena neutrdlnimi atomy, volnymi elektrony ale predev$im prachovymi Casti-
cemi. Rozptyl na mezihvézdné latce miize byt v nékterych pripadech piinosny, na pofizovana spektra
hvézd a fotometrické veli¢iny vSak ptisobi rusive. Bez mezihvézdné extinkce by bylo jadro nasi gala-
xie vyrazné jasnéjsi. K rozptylovym procesiim dochdzi i ve hvézdach. V nitrech dominuje rozptyl na
volnych elektronech, nebot’ témét vSechny atomy jsou zde plné ionizované. Ve hvézdné atmosfére do-
chazi s rostouci vyskou typicky k poklesu teploty plazmatu a zvySuje se populace neutrdlnich atomi.
Zacéind se uplatiiovat i Rayleightiv rozptyl. V nejvétsi mife dochazi k Rayleighoveé rozptylu v atmo-
stérach chladnych hvézd. Ve spektrech nékterych hvézd je pozorovatelny efekt Ramanova rozptylu,
viz [10].

S rozptylem se setkdvame také v atmosféie Zemé, napiiklad modré zabarveni oblohy je zpiso-
beno pfevazné Rayleighovym rozptylem na molekuléch vzduchu, jehoZ Géinny priifez je imérny A —4,
proto se Cervend slozka rozptyluje méné neZ modra. Rayleightiv rozptyl se uplatiiuje pokud je velikost
rozptylovych center fddoveé mensi nez vinova délka zareni (viz [2]). Pro vétsi rozméry rozptylovych
center se za¢ne uplatiiovat tzv. MielGv rozptyl, jehoZ Géinny priifez je imérny jen A~!, dlouhovlnna
slozka se projevi mnohem vice a my vidime bilé rozptylené svétlo. Tento jev nastidva v oblacich,
mlze, apod.

Cilem této kapitoly je odvozeni vyrazu pro tcinny prifez elastického Rayleighova rozptylu. Za-
¢neme obecnou formulaci problematiky rozptylu a definujeme samotny G¢inny prufez, po kratké
ukazce klasického vypoctu ve tieti ¢asti odvodime Kramersovu-Heisenbergovu formuli pro diferen-
cidlni G¢inny prifez rozptylu elektromagnetického zafeni na atomech. Postup je prevzat z knihy [18].
Kramersova-Heisenbergova formule je platnd pro libovolny rozptylovy proces na vdzanych elektro-
nech, proto tento vzorec v dalsi Casti upravime pravé pro Rayleightv rozptyl. Z obecného vzorce
popisujici ucinny priurez Rayleighova rozptylu v nésledujici kapitole budeme pocitat ic¢inné prifezy
pro konkrétni ptipady.

3.1

Ucinny prafez rozptylu

Na zdkladé méfeni rozptylu lze zjistit mnoho zajimavych informaci o struktute 14tky, pfipadné i sa-
motné chemické sloZeni. Experiment probihd nasledovné: Céstice jsou pravidelné vystielovany ze
zdroje a probihd méfeni poctu detekovanych Eéstic za jednotku Casu na jednotkovy prostorovy thel

18
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Obrizek 3.1: Zdkladni schéma rozptylu Cdstic v potencidlu V (r).

v zavislosti na thlu, o ktery se vychyli, coZ je zndzornéno na obrazku 3.1. Diferencidlni ii¢inny priifez
do/dQ je podle [24] definovan takto

do = pocet Castic rozptylenych za jednotku ¢asu do dQ2

—=df = - P RSCREPIT - - . . 3.1
dQ pocet prilétavajicich Castic za jednotku Casu na jednotku plochy @D
Integraci pies dQ dostaneme celkovy iicinny priifez, coZ je pomér poctu rozptylenych Castic za jed-
notku ¢asu vzhledem k celkovému poctu prilétavajicich Castic na jednotkové plose béhem jednotko-
vého Easového intervalu, [6] = m?. Uginny prifez miZzeme definovat ekvivalentné podle [2] jako

do o— celkova energie rozptylend za sekundu dodQ (3.2)
dQ " energie dopadajici na jednotku plochy za sekundu’ '

Potom lze v piipadé elastického rozptylu fotoni psat

ha
|74
—_T _
o= o = (3.3)

kde 7 je charakteristickd doba, jejiz pfevracend hodnota uddva pravdépodobnost rozptylu za jednotku
Casu. Vyraz cn/V uddvé pocet fotond, ktery projde jednotkovou plochou kolmou ke sméru jejich
§iteni za jednotku Casu (V — objem, n — pocet Castic v daném objemu).

3.2

Klasicka teorie Rayleighova rozptylu

Pfed samotnym odvozenim pomoci kvantové mechaniky se podivame na rozptyl jesté z pohledu
klasické fyziky. Touto problematikou se zabyval Lord Rayleigh, vlastnim jménem John William Strutt
(1842 — 1919) viz [26]. Pocital s rozptylem na molekuldch vzduchu a vysledek své prace uvetejnil
v knize O zd¥i oblohy, jeji polarizaci a barvé, kterd vySla v roce 1871.

V klasickém piipadé podle [2] (str. 431 — 435) povaZujeme atom za elektricky dipdl, na ktery
dopada elektromagnetickd vlna o elektrické intenzité E = E exp (ior). Zédkladni rovnice pro tlumeny
oscilator v elektrickém poli je

mX +myx + magx = eEgexp (ior), (3.4)
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kde e je ndboj elektronu, @y vlastni kruhova frekvence a m hmotnost elektronu. Pro vychylku nuce-
nych kmit dostaneme
eEpexp (iot)  eEo(0f — w*)exp (ior) eEoyexp (ior)

= —i . 3.5
m(w} — @) +imy  m(0f — ©?)2+my? lm(wg—w2)2+my2 G-)

celkovy rozptyleny vykon vyzéareny do vSech smérd je obecné roven podle [6]
1 ot
P=—2" |5
127 &3

Uvédzime-li jako budici ¢len na pravé strané (3.4) ve tvaru elektromagnetické viny a zanedbame-li

tlumeni (y ~ 0), dostaneme po dosazeni do posledniho vztahu vyraz
_ 4meteEd w*

3m2c3 (w2 — wg)z'

Dopadajici energie za jednotku ¢asu na jednotku plochy je rovna

p— SOCE%
2 )
potom podle definice celkového dcinného prufezu (3.2) miZzeme napsat
8met w*
o= . (3.6)
3m2c* (02 — wg)z
Vyraz (® — &F) 2 lze rozloZit na parcidlni zlomky:
2
1 1 1 n 1
(@ —af)? 4oy \1-g 1+5
Tento vyraz je moZné pomoci vzorce
1 o o
1522 (3.7)
1+ ®, o?
zapsat jako nekonecnou fadu. Liché ¢leny této fady se vyrusi, dostaneme
2
8met o o\ (o)
RO I () (L) (3.8)
3mzc* o [0)) [0))

predpokladdame-1i @ malé oproti @y, miZeme Cleny s vy$§imi mocninami v zdvorce zanedbat, potom
dostaneme zndmou zavislost G¢inného prifezu na frekvenci o ~ @*.

3.3

Kramersova-Heisenbergova formule

V této Casti odvodime vyrazy pro diferencidlni a celkovy téinny prifez pro Rayleighdv rozptyl elek-
tromagnetického zafeni na atomu. Cetnost prechodt (,,transition rate) spocitdme s vyuZitim casové
zavislé poruchové teorie s rozvojem do druhého fadu:

(|| 2) (2|21 [

1
)+ O0(E; —E;),
7 ; E¢—E; (Ej —E)

2r A
e A
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K
WVV\/\/V\\/
/ \ Obrézek 3.2: Zndzornéni rozptylu svazku n

fotonit na atomu.

kde ‘z> oznacuje pocatecni stav, |£> mezistav a | f > konecny stav systému. Odvozeni tohoto vzorce je
uvedeno v pfiloze B. Predpokldddme prichédzejici paprsek o n fotonech. Pro uréeni celkové Cetnosti
je nutné secist pres vSechny atomové stavy ‘ f > a fotonové stavy k. Rovnéz plati E; = E; + Ey.
Pravdépodobnost prechodu za jednotku Casu z pocatecniho stavu do nékterého z konecnych stavii
s kruhovou frekvenci @

~ ~ 2
| 27[22 1w Gl el A
TR e <ﬂ<%’iz>+£22 . nw><w‘g 2 oo - ay), 59

kde ‘z> oznacuje pocatecni stav s kruhovou frekvenci o, £> mezistav s kruhovou frekvenci we a ‘f}
konecny stav systému s kruhovou frekvenci @y — @. InterakCni hamiltonian md podle [18] v elektrické
dipdlové aproximaci tvar

H = S + A + Aap + A (3.10)
jednotlivé slozky hamiltonianu I jsou:

1. elektricka dipdlova sloZka
«%%D = eDET(r = 0),

2. elektrickd kvadrupdlovd slozka
A 1 N
f%ﬂEQ = EeZ(I'JV) (l’j.ET(l‘ = 0)) s
J
3. magneticka dipdlova sloZka
A € A A
JAID = +%MB(1‘ =0)),

4. nelinearni slozka )

%\IL: LZ(I‘]' Xﬁ(l’:()))z.

Smj

D= Zl’ o
J
r; je polohovy vektor j-tého elektronu a M:

M:Zl‘ij)j.
J

V téchto vyrazech jsme zavedli veli¢iny

Zde p; je operdtor hybnosti j-tého elektronu a Et zna&i piicnou slozku elektrického pole (slozka
vektorové pole, jejiz divergence je nulovd) a B zna¢i operator magnetické indukce. Pro dalii vypocty
provedeme fadovy odhad velikosti ¢lentt Hamiltonidnu podle [18] (str. 171, (5.47)). Zvolime ||r|| ~ ao,
IIM|| ~ A, kde ag je BohrGv polomér a mame

477.780712
me

Hp ~ Er(r=0) ~ 10" ¥Er(r=0),
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. o 3eh
%Q ~ ET(I’ 0) 16me ~ 10 ET(I‘ = 0),

Haap ~Bor =0T < Er(r=0) " < 10 2Er(r = 0)

MD - 2m N ome =

Cleny %ZEQ a AR jsou o dva fady mensi nez ¢len Hp, a proto je v nasledujicich vypoctech budeme
zanedbdvat. V dalich vypoctech bude Et = E. Vysledny tvar interakéniho Hamiltonidnu, ktery do-
sadime do (3.9), tedy je
. N é? A 2
A =eDE(r=0)+_—) (r;xB(r=0))", (3.11)

Smj

Pro nasledujici vypocty je vyhodnéjsi vyjadrfit Hamiltonidn pomoci druhého kvantovani, tj. fotono-
vych kreaénich a anihiladnich operétort. Operitor E 1ze rozepsat takto (viz [18]):

N N h .
B= %Ek (t,r) = i% % i [ak exp (—iet + iKr) — d} exp (ot — ikr)] : (3.12)
a operdtor B takto (viz [18])
B=YBi(rr)=iY (| 2% kx g [&kexp(—ia)kt—i—ikr) —al exp(i(okt—ikr)} (3.13)
k 7 T | 28V . 7

kde dx je anihilacni operator, &f( kreacni operator a g polarizacni vektor fotonu s vinovym vektorem k
a kruhovou frekvenci . Ze vSech ¢lent dané sumy se pfi rozptylu uplatni praveé jeden Clen s danym
k, coZ je naznaceno na obrazku 3.2.

Pro vypocet do stavu systému zahrneme i stav fotont, stavovy vektor pak bude ve tvaru }nk, nk,, 1 >,
kde ny je pocet fotonti v pfichdzejicim paprsku, ny, oznaCuje pocet rozptylenych fotont a i stav atomu.
Stav atomu na zacdtku oznaCme 1, po rozptylovém procesu prejde atom do stavu, ktery oznacime f.
Potom mtizeme (3.9) napsat ve tvaru

~ ~ 2
1 2=m , 1 « (n—1,1f|54|£){&|H#]|n,0,1)
o= ?;; <n—1,1,f‘%’i}n,0,1>+%; | na})w}:‘ | 5(0— o, — ).

(3.14)
Prvni maticovy prvek (3.14) bude nenulovy jen pii sou¢asném pisobeni operatort dltv, dg. Proto se zde
uplatni jen nelinedrni slozka Hamiltoninu (3.11). Tomu odpovid4 proces znizornény na diagramu
3.3. Ve druhém piipadé se uplatni zase jen elektricka dipélova slozka Hiep v (3.11). Rozptylové
procesy druhého fadu mohou byt dvojiho druhu, viz 3.4 a 3.5, proto

Ly (= L1f|A| ) (2] A[n,0,1)
h; nw— e N
1Z{<n—LLf\%%D!n—1,0,j><n—1,0,j|%%1) n0.1)
h 7 0 — ©;
(n=1,1,f| A

n,l,j><n,1,]'|f??éD‘n»Oal> } (3.15)
_(Ds_wj
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K,

Obréazek 3.3: Zndzornéni rozptylového procesu prvniho rddu.

k, . .
: ‘:\:\:\ % JED JED
£ . \

Obrazek 3.4: Rozptylovy proces druhého vddu: nejprve je atom ve stavu ‘1>, Je excitovdn fotonem
o vinovém vektoru k do mezistavu £, v zdpéti je vyzdren foton o vinovém vektoru Ky a atom prejde do
stavu ‘f>

Obrazek 3.5: Rozptylovy proces druhého vddu: nejprve je atom ve stavu |1>, vyzdri foton o vinovém
vektoru Ky a prejde do mezistavu, v zdpéti pohlti jiny foton, ktery md vinovy vektor K, a prejde do
konecného stavu |f>

Vyraz (3.14) ptejde na

1 2 X
L= TLE (- L1 A0+
Sk
12<n—1,1f}ﬁ%n\n—1,o,j><n—1,0,1\3%D|n,0,1>+
h j W — ;
X . S 2
j s

V této fazi staci dosadit do (3.16) Hamiltonidn (3.11), kde jsou pfislusné veliCiny vyjadieny pomoci
(3.12) a (3.13). Ukazuje se, zZe velikost prvniho maticového prvku v (3.16) je zanedbatelnd oproti
dvéma zbyvajicim Clentim. Je to patrné z nize popsaného fadového odhadu téchto ¢lend. Prvni mati-
covy prvek v absolutni hodnoté je pfiblizné roven

2
e 2 /H\2
—ay(B
8m ° (B)",
druhy a tfeti Clen v absolutni hodnoté je priblizné roven

Pa} (B)’
h(ow— o)’
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resp.
i ()
h(—os— ;)

Ve vakuu plati <ﬁ> = <E> /c. Potom pomér mezi prvnim a druhym, resp. tfetim vyrazem je pfiblizné
h(w—;)/(8mc?), resp. h(—o; — ;) /(8mc?). Hodnoty Citatelii jsou v fadu eV, hodnoty jmenovatele
jsou fadové 10° eV, a vidime tak, Ze prvni vyraz v absolutni hodnoté je vii¢i druhému a tetfmu
zanedbatelny.

Ve druhém vyrazu v absolutni hodnoté€ (3.16) reprezentuje pravy maticovy prvek anihilaci fotonu
a levy kreaci rozptyleného fotonu na pravé strané, po dosazeni

1« (n—=1,1,f|Hip|n—1,0,j)(n—1,0, j| #p

ﬁ; 0 — 0;
Z (ie)zx/m 1

20V 00—

n,0,1)

<n 1, l,f‘ekxD [akx exp (ik,r) +dp exp (—iksr)} ‘n - 1,0,j> X

<n_1707j

&D [&k exp (ikr) + &li exp (—ikr)}

n,0,1yexpli(-ax+@y)r]. (3.17)
Kreacni a anihilacni operatory pisobi na fotonové stavy podle zndmych pravidel

aln) = vl 1)

dT|n> = \/n+1’n+l>.

Vyraz na pravé strané (3.17) tak pfejde na

n—1,0,1>

expli(—ax+ oy, )1].

(3.18)
Analogicky lze vyjadfit tfeti vyraz v absolutni hodnoté na pravé strané (3.16), kde pravy maticovy
prvek reprezentuje kreaci rozptyleného fotonu a levy jeho anihilaci. Vysledek je

n,1,1>

Vyrazy (3.18) a (3.19) muZeme dosadit zpét do (3.16) a dostaneme

Z(le)z\/ﬁ\/m <n—l,l,f"‘,‘k&D‘n—1,1,j><n—1,07j‘8k])

2&)V 0 — O

ngD

Z(z‘e>2ﬁm<"‘1’1’f‘8“"‘”‘1’1’j><”’1’j expli(—oct o). (3.19)

28()V w; +

L ox VS <n—l,l,f’f:ksD’n—1,1,j><n—I,O,j‘ekD‘n—1,0,1>
,:hT;kZ Z( ) \f\/ s +

T F 2&)V 0 —®
2

y () V50 (n=1.1,7]&D|n=1,1,7)(n1,j|aD|n,1,1)

00—, — o) =
2e)V o+ ;] ( s~ )

J
D D D D ’
& & D LS i€k, D o)
Z( kU1 ek )1 k277 ks J1> S(a)—ws—a)f), (3.20)
J

0 — O ; +

21 ZZ et wwn

#2 2

n T 2g5V?
kde jsme zavedli nédsledujici oznaceni pro maticové prvky D

D,z = (A|D|B), (3.21)
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Obrazek 3.6: Zndzornéni procesu elas-

AN
\ tického Rayleighova rozptylu. Elektron

prejde na vyssi, avsak nestabilni energi-
ovou hladinu atomu, ve velmi malém ca-
sovém okamZiku dojde k prechodu zpét
a vyzdreni fotonu o stejné vinové délce,
Zakladni stav  avs§ak ndhodnym smérem.

—

A a B oznacuji atomové stavy. Vysledny vzorec (3.20) miZeme dosadit do vyrazu pro Gcinny prifez
(3.3). V dal$im kroku pfejdeme v proménné Kk, od sumace k integraci

1% ?
— dkk?/dgz—/d —s/dQ.
o )3/ e ) %3

Celkovy ucinny prifez je pak roven

e /da)ga)fé(a)—cox—a)f)/dﬁ Y

2
Z &DrjaDj  aDya Dy | _
T 16t m2eln’

2
&k DfJEkDﬂ SkDfJ-Ek Dj]
dQ w—w L ) 322
16¢* 7c2£2h2/ Z 2 Z( 0 — +wj+w—wf (322)
S vyuZitim vztahu
do
/ dQ’
uréime diferencidlni G¢inny prifez:
2
do _ "’47‘”60’(«0 (00 |% €k, ijngjl  &Dyjé D 3.23)
dQ  16c*n2eln? 2 7 wj+o—-or) | '

Toto je hledand Kramersova-Heisenbergova formule.

3.4
Elasticky Rayleightiv rozptyl

Kramersova-Heisenbergova formule se v pfipadé€ elastického Rayleighova rozptylu (schématické zn4-
zornéni na obrédzku 3.6) jesté zjednodusi, protoZe plati @y =0 a také | f) = |1), potom

2

& DiieD; D& D;

Z(ks 1j¢k ]1+ kU1 €k, Jl>‘ ) (324)
W — O 0+ o

do __ ot
dQ  16¢4m2e2n?

Pro dalsi Gpravu vzorce pouzijeme Wigneriiv-Eckartitv teorém (7.326) z [25], ktery ma pro vektorovy
operétor tvar

(', j'm'|Ag|n, j,m) = (j. 1; (', j'||A|m 7)- (3.25)

Vektor > nyni zna¢i pouze atomovy stav, n je hlavni kvantové Cislo, j vedlejsi kvantové Cislo
a m magnetické Cislo. Veli¢ina ¢ znaci vektorovou slozku operdtoru A. Prvni ¢len na pravé strané
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rovnice (3.25) je Clebschitv-Gordoniiv koeficient, druhy redukovany maticovy prvek, oznaceni <HAH>
je k odliseni od maticovych prvki <}A‘> Clebschovy-Gordonovy koeficienty zaviseji na hodnotich
magnetickych kvantovych ¢isel. Redukovany maticovy prvek je faktor, ktery zase na hodnotach mag-
netickych kvantovych ¢isel nezdvisi. Maticovy prvek D;; pak miZeme pfepsat ve tvaru

(1,0,0

0,0)(1,0

rq n,l,m>:<1,1;m,q Mn,l>,
a zfejme také

(n,1,m|ry|1,0,0) =(0,1;0,g|1,m)(n,1||r||1,0).

ProtoZe plati
<100|r‘npm> = <npm‘r‘100>,

potom podle Wignerova-Eckartova teorému

0,0)(1,0||r||n,1) =(0,1;0,¢

(1,1;m,q 1,m)(n,1||r||1,0).

Maticovy prvek Dyp je definovan jako soucet vSech polohovych vektorii elektront. V nasledujicim
postupu se omezime pouze na jednoelektronovy popis. Pomoci Wignerova-Eckartova teorému md-
Zeme rovnici (3.24) upravit:

2

i Ao . ) 2 1 1
16 = Tocien| L @a) (01:0.q1m) (n11.0) <wn—w+wn+w>

(3.26)

Z vybérovych pravidel (viz (7.134) v [25]) pro Clebschovy-Gordonovy koeficienty v této rovnici
vyplyva, Ze jsou nenulové, pokud g + 0 = m. Podle vztahd (7.153) a (7.158) v [25] plati

(0,1;0,m[1,m) = (1,0;m,0|1,m) = 1.

Pro vypocet celkového t¢inného prifezu vyraz (3.26) integrujeme pres prostorovy uhel a sefteme
pres vSechny polarizacni stavy €:

8
Z/dQ ee, 2 :2/dQ cos?@ = 7.
€

A nakonec jesté zlomky s kruhovymi frekvencemi upravime nésledujicim zptisobem

S B Y N0 B
0, -0 O+ o \1-< 1+2)°

w)l wl'l
Prislusné zlomky lze rozvést v fadu podle vzorce (3.7), po seCteni zlistanou jen ¢leny se sudymi

mocninami )
(n,1]|r||1,0) o’ o
L, <1+wz+wg+~->

n n

2

- 2¢40*
o(w) = 3(:47'[83712

Nyni zavedeme bezrozmérné dhlové frekvence

a bezrozmérny polohovy vektor r



KAPITOLA 3. TEORIE ROZPTYLU

kde
o — e*m
T et
je kruhova frekvence hrany Lymanovy série a
4regh?
ao = ———,
me

je Bohrtiv polomér. Po dosazeni dostaneme:

co-a(2) )

kde o, je Gcinny prifez Thomsonova rozptylu:

( 1 ? 1 o*
I+ ——

Ge ==

27

(3.27)



KAPITOLA 4

Vypocet ucinného priarezu Rayleighova
rozptylu

Tato kapitola je vénovéana vlastnimu vypoctu celkového ti¢inného prifezu pro jednotlivé druhy atomd.
Vysledny vliv atomil na opacitu atmosféry prostiednictvim Rayleighova rozptylu bude diskutovan
v Casti 5.3. Nejprve se zaméfime na neutrdlni vodik, ¢ast postupu bude podle [17] a vyjadiime cel-
kovy ucinny prifez jako funkci frekvence. Ve druhé ¢asti odvodime vyraz pro ucinny prifez pro
atomy podobné vodiku, tedy i jednou ionizované helium. Rayleighlv rozptyl probihd i na atomech
v excitovanych stavech. Takové atomy maji vét$i icinny priifez, protoZe rozsah orbitalu s vétsi energii
je vetsi.
Vysledné Gcinné prirezy jsou v této kapitole uvedeny ve formatu

o(f) _ a f* b f° c [

- S g S @.1)
cm?  stem? Hz*  s®em? Hz®  s8cem? HZS

4.1

Neutralni vodik

Vztah pro G¢inny prifez (3.27) je obecné vyjadieny pro libovolné atomové stavy ‘1s> a ‘np>. V této
Casti explicitné vyjadiime maticové prvky pro jednotlivé druhy atomd a spocitame celkovy dcinny
prifez. Z feSeni Schrodingerovy rovnice pro vodik je zfejmé, Ze dostaneme feSeni pro vazané stavy,
pro které je energie zaporna a kontinudlni stavy, jejichZ energie je nezaporna. Pro bezrozmérné kru-
hové frekvence vdzanych stavil plati @,, =1 — n=2, pro bezrozmérné kruhové frekvence volnych
stavll @y, = 1+ (n')~2. Utinny priifez pak mZeme napsat ve tvaru

12
o(w)zae<af;>4£ Z<np~H2,H+lf " / d’T <a‘;)2] @)

J n

Maticové prvky jsou v piipad€ vazanych stavl rovny (viz [11] vztah (52.4))

2807 (n—1)2—3 :
(oplr1s) = [P )

28
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a v piipadé stavi kontinua podle [17]

wollfll1sy — | 220) exp(—4n'/tan(1/n')) :
(npl|F[1s) [3[(”’)2+1]5[1—eXp(—Znn/)]] :

Ve vyrazu zavedeme koeficienty a;, bj ac;

4| o 2j 2j 12
) o \" o \"
Oz/) |iZo  \Oz 037

_ 1 —2j-1 oo 281’l7(l’l— 1)2n75 1 -2j-1

:%Zq( > : (4.3)
Jj=0

Oy

kde

—2j-1

b= [ ol (140 ) -

P f 28(1/1/>7 exp(_4n//tan(1/n/)) 1 —2j-1
/dn 3[(n)*+ 1]5 [1—exp(—27n’)] <1 + (n’)2> . 45)

Hodnoty koeficientt jsou uvedeny v tabulce 4.1. Pro prvni tfi Cleny této fady mizeme psat

o\’ o \°
o(w)=o. (ao+bo)2 <> +2(ap+bo)(a; +by) <> +
Oy Oy
o \8
(Z(ao—l—bo)(az—l—bz)—l—(al—|—b1)2) <a)f> +... 4.6)
Utinny prifez pro vodik vyjadfeny ve formatu podle (4.1) je roven
o(f) =7.18355 x 10787 f* +1.96052 x 107117 £ +-4.27101 x 1071483, 4.7

Jen pro zajimavost se podivejme na Géinny prifez, ktery bychom dostali, pokud bychom neuvazovali
stavy kontinua, ten by byl ve tvaru (4.1)

o(f) = 4.760 x 10787 f* 11,4645 x 10717 6 13,606 x 107148 3, (4.8)

Srovnani téchto dvou funkci je v grafu 4.1. U¢inny prufez se zapoc¢itanymi stavy kontinua je vetsi nez
celkovy ucinny prufez bez zapocitanych stavi kontinua.
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8e-24 . | |
vazane a volne stavy
pouze vazane stavy ———
6e-24 +
o
§ 4ecal
o
2e-24 r
0 1e+15 2e+15 3e+15

f[Hz]

Obrazek 4.1: Zdvislost li¢inného priifezu Rayleighova rozptylu na frekvenci bez uvdZeni a s uvdzZenim
stavii kontinua.

a, b; ¢
0915 1.265 0.209
1.524  0.136  3.737
2.588 0.101 8.812
4458 0.080 19.151
7755 0.066 39.919

a; bj C;
13.582 0.057 81.101
23.899 0.049 161.896
42.190 0.044 319.001
74.641 0.039 622.229
132.251 0.036 132.251

AW~ OB
O 00 3 OB

Tabulka 4.1: Hodnoty koeficientii aj, bj a c; definované rovnici (4.3) urcené jako vysledek su-
mace/integrace. Hodnoty koeficientii b a cj prevzaty z [17].

4.2
Atomy podobné vodiku

Zobecnéni pro pfipad atom podobnym vodiku provedeme na zakladé vlastnosti vinovych funkci
a vazanych energii atomli podobnych vodiku. Staci si uvédomit, Ze se podle [12] radidlni vlnové
funkce pro atom o Z protonech pouze preskaluje na Zr, normovaci faktor se zvétsi Z >_krét a absolutni
hodnoty energie piislusnych energiovych hladin se zvétsi Z2 krit.

1 (n+1)! 27\ zr\ (2zr\' 2Zr
Ru(r) = el ) Y (el I 2 S P T i
ni () QI+ 2n(n—1-1)! (nao> exp nap ) \ nagp tlomes "nag )’

(4.9)
kde F (a,,7) je hypergeometrické funkce. Pro maticovy prvek mezi stavy 1s a 2p miZeme napsat

2r T

<npm]z|1so>:/dcp /de sin 6 /dr r2Z32R10(Zr)Yo0(0, 9)Z>/ >Ry (Zr)Y1m(6, @)rcos(6).
0 0 0
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V tomto integralu provedeme substituci 7 = Zr, potom dostaneme

<npm}z‘lsO /d(p /d@ sin O /drr R10(7)Y00(6,9)Ry1 (F)Y1m(6, @) cos(6),

maticovy prvek, tedy i redukovany maticovy prvek se zmensi Z krat. Tento vysledek dosadime do
rovnice pro Géinny prifez

co-a(2)

Tento vyraz staci jiz jen upravit podobné jako v predchozi Casti. Zajimaji nés jen prvni tfi ¢leny, proto
muiZeme psat:

2

<an Hls < 1 ®? 1 o >
1+ ——= t+ =t -
ZI’ 7@} o * ot

8
VAT (3%

Odtud
G(f)— (ao—l—b0)2 W 4+2(a0+bo)(a1+b1) 0] 6+
¢ VA (017 z12 Oy
2(ag+bo)(az +b2) + (a1 +b1)? 8
(2(a0 +bo) (a2 2162) (a1+51)°) <a§”> to | @11
L
Ciselng vyjadieno ve formétu podle (4.1)
7.18355 x 10~%7 1.96052 x 10~ '17 4.27101 x 10~ 148
o(f) = = fH b o+ s 12, (4.12)
A konecné pro jednou ionizované helium dostdvame
o(f) =2.8061 x 1073 f* +4.7864 x 107121 f° 465170 x 107153 8. (4.13)

Pravé tento vzorec pouzijeme pro zapocitini Rayleighova rozptylu na He II v modelu atmosfér.

4.3

Excitované stavy vodiku a ionizovaného helia

Doposud jsme se zabyvali pouze rozptylem na atomech v zédkladnim stavu. Ve hvézdnych atmosférich
se rovnéZ vyskytuji atomy v excitovanych stavech.
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n aj n aj

0 27.6952 5  8.5032e+09
1 1297.15 6 4.39267e+11
2 63882.3 7 2.27297e+13
3 3.22736e+06 | 8 1.17716e+15
4 1.65133e+08 | 9 6.09919e+16

Tabulka 4.2: Jednotlivé koeficienty pro rozptyl na vodiku z hladiny 2s.

1.0e-22 | i
1.0e-24 |
1.0e-26 +

1.0e-28 +

cmmﬁ

1.0e-30 |

1.0e-32 ¢ helium v excitovanem stavu |

| helium v zakladnim stavu
1.0e-34 I i

( 1 1 1

0 1e+15 2e+15 3e+15
f[HZ]

Obrazek 4.2: Porovndni iicinného prufezu Rayleighova rozptylu z hladiny 1s a 2s na frekvenci.

Uvazme prechody z hladiny 2s do hladiny (mezistavu) np. Redukované maticové prvky jsou dany
formuli (52.4) z [11]:

) 217n7(n2— 1)(71—2)2"76
Goplr o = 2= an
Vyraz pro vysledny G¢inny prifez pro neutralni vodik je potom ve tvaru
o(f) =4.354 x 10734 4 £ 3.769 x 107113 6 +2.530 x 107142 3. (4.15)

Velikost u¢inného prifezu je az o Ctyfi fady veétsi nez v piipade vodiku v zdkladnim stavu. Velikost
ucinného prifezu totiZ zavisi na rozsahu orbitalu. Pro ionizované helium je u¢inny prifez analogicky
k (4.12) roven

o(f) =1.700 x 1072+ +9.200 x 10717 £ 4 3.861 x 1071478, (4.16)

P

Srovnani s frekvencni zavislosti ic¢inného prufezu pro He Il v zdkladnim stavu je v grafu 4.2.



KAPITOLA 5

Rayleightliv rozptyl v modelech hvézdnych
atmosfér

Tato kapitola je praktickou Casti diplomové prace a jsou zde uvedeny vysledky modelt atmosfér.
V prvni ¢asti bude popsana implementace kédu pro Rayleighdv rozptyl na jednou ionizovaném heliu
do zdrojového kédu TLUSTY. Déle budou popsany samotné vypocty a upravy spocitanych dat. Ve
tfeti ¢asti uvedeme vypocitané LTE populace a zvdzime jejich vliv na opacitu prostiednictvim Raylei-
ghova rozptylu a kone¢né v posledni Casti rozebereme piimo vysledné rozdily ve spocitanych tocich
zafeni u atmosfér se zapoctenim a bez zapocteni Rayleighova rozptylu.

5.1

Implementace Rayleighova rozptylu na He Il do zdro-
jového kédu

V modelu TLUSTY je implementovan pouze Rayleightliv rozptyl na H 1. Ze vzorce (4.12) zndme
vztah pro libovolny atom podobny vodiku, proto dprava t¢inného prifezu bude sestavat jen z vyndso-
beni jednotlivych koeficientli i¢inného prifezu pro neutrdlni vodik mocninami celo¢iselné konstanty.
Také je v programu nutné zajistit, aby byly vypocty skutecné provadény pro jednou ionizované he-
lium. Vzhledem k velké podobnosti obou dvou piipadu stadilo zkopirovat piivodni zdrojovy kéd pro
Rayleighdv rozptyl a provést popsané drobné upravy. Zde je uvedena cast zdrojového kédu piisluse-
jici Rayleighove rozptylu na jednou ionizovaném heliu.

01 if (ielhe2.gt.0) then

02 NOHN=NFIRST(IELHE2)

03 end if

04 IF(ICALL.GT.0) THEN

05 T=TEMP (ID)

06 DELTAT=TENM4x*T

07 ANE=ELEC(ID)

08 HKT=HK/T

09 T32=UN/T/SQRT(T)

10 XHM=THMO/T

11 if (ielhe2.gt.0) POPI=POPUL(NOHN,ID)
12 SBOO=SBHM*T32+EXP (XHM) *POPI*ANE

33
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13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28

END IF
IF(IRSCT.NE.O) THEN
IT=IT+1
IF (MODE.LT.0) THEN
FRM=MIN (FR,4.DO*FRRAY)
X=16.D0* (C18/FRM) **2
if(it.gt.mcross)
* CALL QUIT(’it.gt.mcross in opadd’,it,mcross)
if (ielhe2.1le.0)
* CALL QUIT(’conflict in irstc - no hydrogen’,irsct,ielhe2)
BFCS(IT,IJ)=(CRO+(CR1+CR2/X)/X)/X/X
ELSE
ABAD=POPI*CROSS (IT,IJ)
SCAD=ABAD
END IF
END IF

Nejprve popiSeme proménné vystupujici v kodu:

e [ELHE2 - index prislusejici He II, inicializace probihd v této Casti kédu

IF(NUMAT (IA) .EQ.2) THEN
TATHE=IA

IF(IZ(ION).EQ.1) IELHE1=ION
IF(IZ(ION).EQ.2) IELHE2=ION
END IF

NUMAT - proménnd popisujici ¢islo prvku, pro helium je rovna dvéma

IZ - popisuje ionizaci, pro neutrdlni prvek =1, jednou ionizovany =2, apod.
IELHE2 — ¢islo ION pro He I1

pro jednou ionizované helium v zdkladnim stavu plati [ON=3

NFIRST - ¢islo zapoditané energiové hladiny pfislusejici iontu v zakladnim stavu
pro He II: NFIRST(3)=35=NOHN

POPI=POPUL(NOHN,ID) — populace pfislusného iontu, pro dany prvek — He II v hloubkové
hladiné s indexem ID populace (a parametry) se v prvnim kroku nacitaji ze souboru ¢islo 8 do
proménné X, ze kterého v dal§im kroku jsou pfevzaty samotné populace do proménné POPULO

POPULO (I ,ID)=X (NUMLT+I)
POPUL(I, ID)=POPULO(I,ID)

NUMLT je pocet parametrii, v piipadé atmosfér: NUMLT=3, populace jsou v intervalu (4,NLEV0),
kde NLEVO je celkovy pocet zapocCitanych energiovych hladin a parametr uvedeny v souboru
8 (viz C.1), populace jsou jesté prepocitavany procedurou CHANGE

FRM=MIN(FR,4.D0*FRRAY) — uvazovana frekvence brand jako minimum ze dvou hodnot:
FR=FREQ(IJ), coZ je frekvencni bod s indexem 1J, nebo ctyfndsobek proménné FRRAY=2.463D15
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Parametr Hodnota
efektivni teplota (15-30) kK
log(g) 4.0
Abundance N(He)/N(H) u hvézd s nadbyt- 10
kem helia

Obsah t&zsich prvki podle [3]

Tabulka 5.1: Vstupni parametry pro vypocet modelii atmosfér.

e X=16.D0*(C18/FRM)**2 — pomocnd proménnd pro vypocet ticinného prifezu Rayleighova
rozptylu, koeficient 16.D0 je proménnd Z* vystupujici v Gé¢inném priifezu pro He II, C18 je
konstanta, C18=2.997925D18

e BFCS(IT,1))=(CRO+(CR1+CR2/X)/X)/X/X — vyjadfeni icinného prifezu pro frekvenci f ve
frekvencnim bodé 1J, CR0O, CR1 a CR2 jsou konstanty: CR0=2.784D0, CR1=1.422D-6, 5.799D-
13

e ABAD=POPI*CROSS(T,J) — vypocet absorpcniho koeficientu
e CROSS(T,lJ) — funkce pro vypocet tc¢inného prifezu rozptylu

e SCAD - koeficient rozptylu

5.2

Modelovani atmosfér a zpracovani vystupu

Modely atmosfér byly pocitdny pro hvézdy spektralni tfidy B s parametry uvedenymi v tabulce 5.1

Spocitana spektra, kterd jsou vysledkem vypoctu modeld, nejsou vhodna pro srovnéni rozdilu
bez a se zapocitinim Rayleighova rozptylu. V celém spektru se nachdzi velké mnoZstvi Car, které
zpusobi, Ze vykresleny graf je nepiehledny. Proto je vhodné ze spocitaného toku H spocitat konvoluci
s Gaussovou funkci

Y YAY/
(Hxg)(R) = \/ZLM/dA’H(A’)exp (-%)

kde o je §itka Gaussovy funkce. Pii vypoltech bylo zvoleno ¢ =10 A. Rozdil hvézdnych velikosti
se spocita pomoci znamého vztahu

H,(A)

Am(A) = —2.5log H(2)

kde toky H, H_ jsou vystupujicim tokem modelt atmosfér se zapoc¢itanym Rayleighovym rozpty-
lem (+) a bez zapocitaného Rayleighova rozptylu (-). VySe uvedeny vzorec v§ak nebylo mozné piimo
pouzit. Ukazalo se, Ze v modelech, ve kterych je zapoCitan Rayleightliv rozptyl, je vétsi celkovy po-
vrchovy tok nez v modelech, ve kterych zapoditan neni. Pro malé rozdily celkovych tokd je potom
moZzné spocitat rozdil ze vztahu

HTOT

Am(A) = —2.5log [Hl(/l) <H+(7L)>} : (5.1)

TOT
H +
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Slunecni chemické slozeni S nadbytkem helia (V(He)/N(H)=10)
Tesr [KK] NO HI He 11 NO He 11

15 2.287501D+11 2.289419D+11 2.294475D+11

16 2.961510D+11 2.962398D+11

17 3.779142D+11 3.780748D+11 3.792978D+11

18 4.747821D+11 4.749003D+11

19 5.891852D+11 5.892737D+11 5.916671D+11 | 5.888289D+11 1.103113D+12
20 7.231382D+11 7.232054D+11 7.226715D+11 7.666654D+11
21 8.787591D+11 8.788107D+11 8.897300D+11 | 8.782520D+11 8.991826D+11
22 1.058276D+12 1.058316D+12 1.057878D+12 1.144809D+12
23 1.265478D+12 1.268834D+12 1.271097D+12 | 1.263867D+12 1.380914D+12
24 1.500164D+12 1.498546D+12 1.498614D+12 1.560496D+12
25 1.764242D+12  1.764526D+12 1.884910D+12 | 1.764622D+12 1.844234D+12
26 2.063758D+12 2.063772D+12

27 2.399838D+12 2.401006D+12 2.529868D+12 | 2.400960D+12 2.489526D+12
28 2.776006D+12 2.775365D+12 2.832519D+12 | 2.776882D+12 2.880626D+12
29 3.195393D+12 3.193342D+12 3.354373D+12 | 3.194145D+12 3.305285D+12
30 3.658571D+12 3.658585D+12 4.490067D+12 | 3.659533D+12 4.369993D+12

Tabulka 5.2: Vysledné celkové povrchové toky spocitané modelem TLUSTY. NO — modely bez Raylei-
ghova rozptylu, H I — modely s Rayleighovym rozptylem na vodiku, He Il — modely s Rayleighovym
rozptylem na heliu. [H™T] =erg/cm?/s/Hz.

kde HTOT a HTOT je celkovy povrchovy tok spocitany modelem. Opakovanymi vypocty modeld je
mozné provést korekci celkového toku. V modelech ménime parametr TAUDIV nebo NDRE udi-
vajici optickou hloubku, ve které se pfepind mezi vypoctem rovnice zachovani zafivého toku v dife-
rencidlnim tvaru na tvar integralni. Jak bylo napsano v kapitole o modelech atmosfér, pravé rovnice
zafivé rovnovdhy v integralnim tvaru nezachovava celkovy tok zafeni. Pfi zmenSujicich se hodnotéach
uvedenych parametrd v§ak modely konverguji pomaleji (nebo nekonverguji). Nejvetsi problém nastal
u chemicky pekulidrnich hvézd, kde bylo nutné vypocet opakovat zhruba pétkrat, aby doslo k pat-
ficnému snizeni toku. Jednotlivé hodnoty tokd jsou uvedeny v tabulce 5.2.Typické hodnoty TAUDIV
v prvnim LTE modelu byly kolem tf{, parametr NDRE zhruba 30 — 35. Nejlepsi shody celkovych
tokti zafeni v modelech se zapocCitanym a bez zapocitaného Rayleighova rozptylu dostdvame pro
TAUDIV=0.01.

5.3

Populace atomia vodiku a helia

V této Casti uvedeme LTE populace vodiku a helia. Na zakladé znalosti populaci 1ze provést odhad
miry vlivu Rayleighova rozptylu na modely atmosfér. Nejprve se podivdme na populaci neutrdlniho
vodiku a jednou ionizovaného helia v zdkladnim stavu, viz graf 5.1. Z grafu je zfejmé, Ze populace He
II je asi o tfi fady vétsi neZ populace H L. Ionizacni energie jednou ionizovaného helia je asi Ctyfikrit
veétsi nez ionizacni energie jednou ionizovaného vodiku. Populace neutrdlniho vodiku v zdkladnim
stavu s rostouci efektivni teplotou vyrazné klesa, v piipade jednou ionizovaného helia je populace
fadové konstantni na celém intervalu efektivnich teplot.
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Obrazek 5.1: Pomér populact neutrdlniho vodiku a jednou ionizovaného helia v optické hloubce T ~ 1
vzhledem k celkové populaci vodiku v atmosfére.
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Obrazek 5.2: Levy graf: podil populaci vodiku v riiznych stavech s hlavnim kvantovym Cislem n vzhle-
dem k celkové populaci Cdstic vodiku. Pravy graf: totéZ pro helium. Populace jsou vykresleny pro
hvézdy se slunecnim chemickym sloZenim v optické hloubce T ~ 1.

Podivejme se na populaci excitovanych stavti vodiku a helia ve srovnéni s populacemi pfislusnych
prvkil v zdkladnich stavech. Ty jsou znazornény v grafu 5.2. Populace neutrdlniho vodiku v excito-
vanych stavech jsou zhruba o jeden f4d mensi neZ populace vodiku v zdkladnim stavu. S rostoucim
hlavnim kvantovym ¢islem populace neutrdlniho vodiku mirné rostou. JelikoZ s rostoucim n se zvét-
Suje celkovy ucinny prifez, mohou tyto atomy ovlivnit model atmosféry mnohem vice, neZ samotny
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neutralni vodik v zakladnim stavu. Populace excitovanych stavli jednou ionizovaného helia je o né-
kolik fadi mensi, nez populace He I v zakladnim stavu.

V piipadé hvézd s nadbytkem helia je rozdil mezi populacemi helia a vodiku jesté vétsi. Populace
jsou vykresleny v hornim grafu 5.3. V atmosféie hvézdy s nadbytkem helia je nejvice He II v zaklad-
nim stavu. Populace atomi v excitovanych stavech (5.4) a neutrdlniho vodiku je zde o n€kolik radi
mensi. Na opacitu atmosféry by mohly mit vliv také atomy neutrdlniho helia. Populace neutralniho
helia a jeho excitovanych stavli ve srovnani s populaci ionizovaného helia jsou vyneseny ve spodnim
grafu 5.3. Pro nizké teploty jsou populace He I fadove stejné, s rostouci efektivni teplotou se vsak
vyrazné sniZuje, pro teplotu 30 kK je o tfi fddy mensi.

Z ptedchozich odstavcil a grafii vyplyva, Ze jednou ionizované helium v zdkladnim stavu se ve
hvézdach spektralni tfidy B vyskytuje ve velké populaci. Bude mit proto vétsi vliv na vysledny model
atmosféry neZ neutrdlni vodik. Nejvétsi vliv He II Ize proto ocekavat u hvézd s nadbytkem helia viz
cast 5.4.

5.4

Vliv Rayleighova rozptylu na modely atmosfér

V této ¢asti uvedeme hlavni vysledky diplomové prace. Témi jsou rozdily mezi spektry vypoctenymi
se zapoCtenym a spektry bez zapocitaného Rayleighova rozptylu. Vypocet je popsdn v C4sti 5.2 této
kapitoly. Uvedeme zde vysledky jak pro atmosféry se slune¢nim chemickym sloZenim (rozptyl na H
I, He 1) a s nadbytkem helia (rozptyl na He II). V této kapitole budou uvedeny jen nékteré ziskané
grafy, zbytek je v dodatku A. Ze vztahu (5.1) vyplyva, Ze zdporné hodnoty v grafech odpovidaji
vlnovym délkam, na kterych je atmosféra se zapocitanym Rayleighovym rozptylem jasné;si.

5.4.1

Rozptyl na vodiku pro hvezdy se slunecnim chemickym slozenim

V atmosférach horkych hvézd se nachdzi mald populace neutrdlntho vodiku. Tomu odpovidaji i vy-
sledné rozdily v toku zareni mezi modelem se zapocitanym a bez zapocitaného Rayleighova rozptylu.
Zmény se pohybuji v fidu 103 mag a s rostouci efektivni teplotou klesaji aZ na fadové 10~> mag, viz
obr. 5.5. Tak malé zmeny toku nejsou méfitelné. Pokles s rostouci efektivni teplotou souvisi se sniZo-
vanim populace neutrdlniho vodiku v zdkladnim stavu. Podivejme se na zdvislost hvézdné velikosti
na vlnové délce v grafu 5.5. Takovy pribéh je podobny i v ostatnich pripadech. Asi do vinové délky
2000 A jsou v grafu kladné hodnoty. Atmosféra s Rayleighovym rozptylem je v tomto intervalu vino-
vych délek temnéjsi, coz ziejmé souvisi s vysokym u¢innym prifezem Rayleighova rozptylu. V in-
tervalu (2000 — 3780) A je atmosféra s Rayleighovym rozptylem jasnéjsi. Tato oblast pravdépodobné
souvisi s dodatecnou opacitou v diisledku vazané-volnych procest, které zeslabuji vliv Rayleighova
rozptylu a zplsobuji redistribuci toku zafen{ praveé do téchto vinovych délek. K poklesu z maximal-
nich hodnot dochézi v blizkosti ioniza¢ni hrany vodiku. V intervalu od 3780 A jsou hodnoty opét
kladné aZ na nékolik izolovanych vlnovych délek odpovidajicich Caram.

5.4.2

Rozptyl na jednou ionizovaném heliu pro hvézdy se slunecnim chemickym slozenim

Populace jednou ionizovaného helia jsou vyrazné vétsi neZ populace neutrdlniho vodiku. Tomu odpo-

/////

Rayleighova rozptylu He II oproti H I. Velikost zmény neni monoténni funkci teploty, ale nejprve
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Obrazek 5.3: Horni graf: Podil populaci vodiku a helia v riiznych stavech s hlavnim kvantovym cislem
nvzhledem k celkové populaci helia v pripadé hvézd s nadbytkem helia N(He)/N(H)=10. Spodni graf:
To samé pro neutrdlni helium.
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Obrazek 5.4: Pomér populaci He Il v riiznych stavech s hlavnim kvantovym Cislem n vzhledem k cel-
kové populaci helia u hvézd s nadbytkem helia.

dochdzi k nartstu, poté k poklesu. Nartist souvisi se zvysujici populaci ionizovaného helia na tdkor
helia neutralniho, pokles zase s dalsi ionizaci ionizovaného helia.

5.4.3

Rozptyl na jednou ionizovaném heliu pro hvezdy s nadbytkem helia

Vysledky pro tento pfipad jsou uvedeny na obrdzku 5.7. Zavislost velikosti rozdilu pro hvézdy s nad-
bytkem helia na efektivni teploté je podobna jako v ptipadé hvézd se slune¢nim chemickym sloZenim,
nicméné absolutni hodnota rozdili hvézdnych velikost{ je o fad vétsi. Takové zmény jsou jiZ velmi
dobfe méfitelné. Na rozdil od Rayleighova rozptylu na vodiku, viz obrazek 5.5, jsou v grafech 5.7
viditelné dva skoky. Druhy pfislusi ioniza¢ni hrané jednou ionizovaného helia.

Vysledné rozdily pro rozptyl na jednou ionizovaném heliu jsou jen modelové. U hvézd s nad-
bytkem helia vychdzime z predpokladu, Ze abundance vodiku je tak vysokd v celé ploSe atmosféry.
V prvni kapitole vSak bylo ukdzano, Ze se v atmosféfe hvézdy vyskytuji jen urcité oblasti s tak vel-
kymi abundancemi helia. Naméfené spektrum tak nebude odpovidat ani modelu hvézdy se slune¢nim
chemickym sloZenim ani modelu hvézdy s nadbytkem helia. Pro srovndni s naméfenymi daty je nej-
prve nutné znat rozloZeni helia v atmosféfe a z toho spocitat syntetické spektrum, coz je uvedeno
v Clanku [9].
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Obrézek 5.5: Rozdil ve hvézdné velikosti mezi vystupujicim tokem zdveni se zapocitanym a bez zapoci-
taného Rayleighova rozptylu na neutrdlnim vodiku. Modely byly spocitdny pro atmostéry se slunecnim
chemickym sloZenim.
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Obrézek 5.6: Rozdil ve hvézdné velikosti mezi vystupujicim tokem zdreni se zapocitanym a bez zapo-
Citaného Rayleighova rozptylu na jednou ionizovaném heliu. Modely byly spocitdny pro atmostéry se
slunecnim chemickym sloZenim.
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Obrézek 5.7: Rozdil ve hvézdné velikosti mezi vystupujicim tokem zdreni se zapocitanym a bez za-
pocitaného Rayleighova rozptylu na jednou ionizovaném heliu. Modely byly spocitdny pro atmostéry
s nadbytkem helia, N(He)/N(H)=10.



Zaver

V této diplomové préci se zabyvdme vlivem Rayleighova rozptylu na jednou ionizovaném heliu na
modely atmosfér hvézd spektrdlni tfidy B se slune¢nim chemickym sloZenim i hvézd s nadbytkem
helia. Také byl provéfen vliv Rayleighova rozptylu na neutrdlnim vodiku.

Hvézdy spektralni tfidy B jsou horké hvézdy. V atmosférach horkych hvézd dominuje prenos
energie prostfednictvim zdfeni. Bez konvekéniho proudéni je v hornich vrstvich atmosfér téchto
hvézd mozné nahromadéni helia (pfipadné jinych prvki). Tato abnormalni abundance latky je zpd-
sobena zéfivou difuzi a hvézda je oznacena jako chemicky pekulidrni. Koncentrace v povrchovych
vrstvach neni rovnomérnd. Piiklad abundancni mapy je na obrazku 1.2. Pravé v oblastech s vyso-
kym obsahem helia je Rayleightiv rozptyl na jednou ionizovaném heliu nezanedbatelnym zdrojem
opacity. V kapitolach 3 a 4 byl spocitan G¢inny prifez na jednou ionizovaném heliu. Vypocet byl
proveden na zdkladé znalosti G¢inného prifezu pro vodik s vyuzitim vlastnosti vlnovych funkci a
energii prislusnych stavii. Za tcelem diskuze piispévku atomi v excitovanych stavech byl proveden
vypodet jejich uinného prifezu pro Rayleightv rozptyl. Uginny prifez pro jednou ionizované helium
byl implementovan do zdrojového kédu TLUSTY viz kapitola 5. V této kapitole déle byly diskuto-
vany populace vodiku a helia a nakonec pfislusné rozdily ve spocitaném toku se zapocitanym a bez
zapocitaného Rayleighova rozptylu.

Bylo spocitino nésledujicich pét sérii modelt atmosfér:

e slunecni chemické sloZeni, bez rozptylu,

slune¢ni chemické sloZeni, s rozptylem na H I,

slune¢ni chemické sloZeni, s rozptylem na He II,

nadbytek helia, bez rozptylu,

nadbytek helia, s rozptylem na He II.

Spocitané rozdily mezi vystupujicimi toky jsou uvedeny v grafech 5.5, 5.6, 5.7 a dodatku A.
Pribéh spocitanych grafl je podobny. Lze jej rozd€lit na tii oblasti. V prvni oblasti s krat§imi vlno-
vymi délkami je jasnéjSi atmosféra bez zapocitaného Rayleighova rozptylu. Ten je pro tyto vlnové
délky vyraznym zdrojem opacity. V prostiedni oblasti je naopak jasnéjsi hvézda se zapocitanym Ra-
yleighovym rozptylem. Zde se vice uplatiluje absorpce v Cardch a vdzané-volné procesy. Ve tieti,
dlouhovlnné oblasti dominuje Rayleightiv rozptyl, kromé nékolika vlnovych délek odpovidajicich
prechodiim v Carach.

Podle o¢ekavani, Rayleightv rozptyl na neutrdlnim vodiku ma na modely atmosfér zanedbatelny
vliv. Rayleighiv rozptyl na jednou ionizovaném heliu je v ptfipadé hvézd se slune¢nim sloZenim jiZ na
hranici méfitelnosti a v pfipadé hvézd s nadbytkem helia ma Rayleighdv rozptyl na modely atmosfér
vyrazny vliv. Helium je v atmosférach téchto hvézd koncentrovdno nerovnomérnég, pro piimé srovnani
s namefenymi daty by bylo nutné zohlednit jeho povrchové rozloZeni.
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Vysledné graty

V tomto dodatku uvedeme spocitané grafy rozdild ve vystupujicich tocich podle (5.1) pro rtizné efek-
tivni teploty.

A.l

Rozptyl na vodiku pro hvezdy se slunecnim slozenim
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A.2

47

Rozptyl na heliu pro hvezdy se slunecnim slozenim
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A.3
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Rozptyl
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PRILOHA B

Casove zavisla poruchova teorie

Tato Cast prace je vénovana odvozeni vzorce (3.9), ze kterého vychazime pii odvozeni Krammersovy-
Heisenbergovy formule. Postup je prevzat z knih [25] a [1]. Casovy vyvoj stavového vektoru ‘w(t)}
systému dostaneme feSenim Schrodingerovy rovnice

in S i) = 2y(), B.1)

ve které hamiltonidn 7 je roven ) + ¥ . Slozka JZj je Casové nezdvisla neporusend Cast a ¥ je
obecné Casové zdvisld porucha. Definujeme operator Casového vyvoje U (t,1) tak, Ze

\w(1)) =U(t,10)|w(t0)). (B.2)

Rovnice (B.1) a (B.2) jsou v tzv. Schrodingerové reprezentaci. Pro studium vlivu poruch zavislych na
case je mnohem vyhodnéjsi pocitat v interakcni reprezentaci. Stavovy vektor v interakéni reprezentaci
’l//(t)>1 je definovany takto:

|w(e)), =exp (2%) (1)) (B.3)

Pro derivaci podle asu dostaneme

ih%\w(z)}l = —Hexp (Z%) |w(t)) +exp (Z%) (ihi}w(m)
— A5\ w(1)), +exp (”%) (%w) ly(t)). (B.4)

h
¥
A

Definujeme operétor ¥ v interakéni reprezentaci ¥4:
. it ~\ » it
N = exp (h%’é) Y exp <—h%> .
Clen obsahujici ¥ v rovnici (B.4) jesté upravime

exp <lht%%> ¥ = [eXP <Z%%) ¥ exp (—Z%)} exp <lht%%> = Hexp (Z%) :

Rovnici (B.4) miZeme prepsat takto:

ih%\v/(t)% = | w(1)),+ Hoexp (Z%) W(0)+%iexp (Zﬁ) v(©) =%ly(0). B5)

0
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Schrédingerova rovnice ma tedy v interakéni reprezentaci tvar

ih% (), = %)W), (B.6)

Casovy vyvoj stavového vektoru ‘l//(t)>I v interakéni reprezentaci miizeme vyjadfit pomoci evoluc-
niho operatoru:

|w(r)); = exp (Z%) |w(r)) =exp <Z%’6> U(t,0)|w(t)) =
exp (54 ) 0ty exp (~540 ) [wi0), = Ot i),

kde Ui(t,t;) je operétor Casové evoluce v interakéni reprezentaci. Dosadime do levé strany rovnice
(B.6) a dostaneme

.d A . d(jl(l‘,l,‘> PN d . d[jl(l‘,li)
lh§ (O(t,0)|w(t)),) = ZhT"I/(G)>I +thI(tati)&|‘//(ti)>I = lhT"I/(fi»I-
Celou rovnici (B.6) potom mtizeme napsat ve tvaru
L dUi(1,1; PR
) ), = K010 (),
Musi platit pro libovolny stav W(ti>>1’ proto
d[j i ~ A
ihld(;’t) — %) 0(1,1;). (B.8)

Pfi feSeni rovnice (B.1) v Casove zavislé poruchové teorii predpokladdme znalost vlastnich hodnot
a stavd neporusené ¢asti Hamiltonidnu . Hlavni otdzka, na kterou se Easové zavisld poruchové
teorie snazi odpovédét je: Jaka je pravdépodobnost prechodu systému ze stavu ‘l;/,> do stavu “l’f>
pfi ptsobeni poruchy 7 Hlavni vyhodou feSeni tohoto problému v interakéni reprezentaci je fakt,
Ze Schrodingerova rovnice je vyjadfena ve tvaru (B.6), kdy explicitné vystupuje jen ¥ . V dalsich
krocich budeme feSit rovnici (B.8). Tuto rovnici integrujeme podle ¢asu v mezich od ¢; do ¢

t
A ~ i P A
Oile.) =15 [ & RO ), ®9)
ti
protoze Uy(t;,1;) = 1. Casové zdvisld poruchovi teorie pracuje s piibliznymi feSenimi této integralni
rovnice. Pfedpokladdme, Ze ¥ je malé a rovnici feSime iterativné. Nejprve polozime na pravé strané
(U (t',t;) = 1). Dostaneme

Lt
OW(,5)=1 —%/dr’ h(t).
t

Po dosazeni do integrdlniho vyjadfeni (B.9) dostaneme aproximaci druhého fadu

. t . t/
0@ @t,)=1- %/dt’ Y | 1- %/dr” %" | =
i

t

ot N t
i )+ (—;) Jar ey [arha. @10
t ti 1
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Pro nalezeni aproximace tietiho fddu opét dosadime do integralni rovnice, atp. Obecné vyjadreni
reSeni je ve tvaru

tt, = /dtl”//[tl (—) /dtl”//[tl /dtz”i/,tz
<—) /dtl“//,tl /dtz”//ltz /dt3”//,t3 /dtn”//Itn ..., (B.11)

coz se nazyva Dysonitv rozvoj.
Nyni miZeme odhadnout pravdépodobnost piechodu Py; mezi stavy

P [l = [ (10 ) | (1102 )

Vyraz < f ‘U (1,8 | > upravime. Prvni ¢len je trividlni, < f ‘ > Druhy ¢len uz je nutné upravit

—— f‘/dt Yt /dt exp( E,)) <f{”f(t’)|i>. (B.12)

Rozdil mezi energii poCateCniho a konecného stavu E; — E; budeme znacit symbolem &y;. Nakonec
vyjadiime tieti Clen

<_;>2<f\jdz’ %(r’)]dz"%(z”)|i>: (—;>2<f}/tdt’%(t’);\n><n|jdz" hi(l")|i) =
<_> Y /dt exp( sfn> () / d” exp< ,.><n\7f(t~)\i>, (B.13)

kde jsme vyuzili faktu, Ze vlastni stavy tvoif bdzi, tj. ¥, |n)(n| = 1. Ddle budeme piedpokldat, Ze
operétor ¥ nezavisi na ase, klademe #; — o0 a 1 — oo a pro zajisténi konvergence integralu piidime
k operatoru ¥ exponencidlni faktor exp (—n|t|), kde n € R, je infinitezimélni a v zdvére¢né Casti
vypoctu polozime 1 = 0. VyuZijeme vlastnost & funkce podle [1]

1
lim(xFie) ' =ind(x)+ P,
e—=0 X

kde & je hlavni hodnota integralu. PfepiSeme vyraz na pravé stran¢ B.12 a dostaneme:

. , . .t/ ,
i@ o e (8- -nlr]) -
. 0 .t/
—%<f‘"f7‘i> /dt’ exp <lh(Ef —i—nt) /dt exp( E,-)—nt’) =

U170 [ =

(1) w508y - - 2

_n—0

+ 8 (Ef—E)+ P - E]:

—2mi(Ep— E){f|7]i). (B.14)

Ef—E
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Clen druhého fadu upravime podobné:

(—;)Z;UU/\ \«m/dz exp( sfn—]t|)/dt”exp[ " g —E) - Z’"@:
(—h) y Y ,LA’/‘_?_’? / " exp [;<Ef—Ei> - Zv’@ -0

n

1) 1)
E,—E;

—2mi8(Ef—E) Y < (B.15)

S uvédzenim ¢lend prvniho a druhého fadu dostaneme nakonec pro pravdépodobnost prechodu vyraz

~ ~ 2
R n)n|v\i
)(f\U (ti,1) Mz: —27ti5(Ef—E,-)<f{”//|i>—i——27ti5(Ef—El~);<f7/E >—<E‘l D) _
217l + T %EanWH 8(Ef—E)]’. (B.16)

Ctverec delta funkce upravime na tvar podle [1]

T
S(E S(E;—E)
—_ : 2:f7 :fi
[6(Ef—E;)] o Tlgmg@/dzexp[h(Ef E)} >k Th_IBo dr,

pravdépodobnost pfechodu za jednotku ¢asu potom muiizeme napsat ve tvaru

LT

-T

g A2

S(Ef—E). (B.17)

n



PRILOHA C

Numericky model TLUSTY

C.1

Zakladni schéma vstupu

Pro vypocet modelu atmosféry je nutné specifikovat efektivni teplotu T, logaritmus gravitacniho
zrychleni na povrchu hvézdy log(g), chemické slozeni atmosféry a samotny model (LTE, NLTE).
Vsechny tyto veli€iny jsou specifikovdny ve vstupnim souboru 5, jehoZ struktura je ndsledujici:

19000. 4.0

T T ! LTE, LTGRAY

‘nst’ ! name of file containing non-standard flags

*

K o -

* data for atoms

*
30 ! NATOMS
* mode abn modpf
2 0. 0 'H
2 10. 0 ! He
*
Ko o

* data for ions

*iat iz nlevs ilast ilvlin nonstd typion filei

*
1 0 9 0 0 0 > H 1’ ’data/hl.dat’
1 1 1 1 0 0 >H 2 72
2 0 24 0 0 0 ’He 1’ ’data/hel.dat’
2 1 20 0 0 0 ’He 2’ ’data/he2.dat’
2 2 1 1 0 0 ’He 37 2 2
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*
* end

Tento soubor je pro Sedy model atmosféry sloZené jen z vodiku a helia. Abundance helia je desetkrat
vétsi neZ abundance vodiku (CP hvézda). Soubor je rozdélen na Ctyfi bloky, které nyni popiSeme:

1. Zakladni parametry pro vypocet modelu

e prvni radek

— TEFF - efektivni teplota hvézdy
— GRAV - logaritmus gravitaéniho zrychleni na povrchu hvézdy (cm.s~2)

e druhy fadek

— LTE =TRUE. je pocitan LTE model, =.FALSE. je pocitin NLTE model

— LTGRAY =.TRUE. je poc¢itin LTGRAY model jako po¢atecni model, =.FALSE. neni
pocitdn LTGRAY model a je nutné dodat vstupni model pro vypocet atmosféry

o tfeti fadek
— FINSTD - definice souboru s volitelnymi parametry
2. Frekvence
e NFREAD - pfi automatickém vypoctu frekvenénich bodu a jejich vah

3. Zapocitané atomy

o NATOMS — nejvétsi atomové Cislo prvku, ktery je zapocitavan do modelu

e MODE - zptisob zapocitani vlivu daného prvku na opacitu, 0: prvek se nezapocitava, 1:
vliv na opacitu Zadny, zapocCitiva se jen vliv na celkovy pocet Castic 2: zapocitava se i
vliv na opacitu

e ABN - abundance daného prvku, O: stejné jako ve Slunci, n>0: v atmosféfe je obsah
daného prvku n-krat vétsi nez je obsah vodiku

4. Zapocitané ionty

o IATI — atomové Cislo pro dany iont

o IZII — naboj daného iontu (0 pro neutrdlni, 1 pro jednou ionizované, apod.)

e NLEVS — pocet energetickych hladin uvazovanych explicitné

o ILAST - indikétor, zda je dany iont dosahl nejvyssiho zapocitaného stupné ionizace

e ILVLIN - indikator feSeni celé skupiny vdzané-vazanych piechodut

e NONSTD - parametr popisujici data pro dany iont

e TYPION - stru¢ny popis daného iontu

e FILEI — popisuje cestu k souboru s atomovymi daty piislusejicimi danému iontu
Na strandch 18 — 21 [5] je uveden priklad vstupniho souboru pro hvézdu spektralni tiidy O s uvazo-
vanym vlivem &ar.

V souboru ,,nst“ jsou uloZeny volitelné parametry tykajici se numerickych vypocta. Zde je piiklad
obsahu tohoto souboru:
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NLAMBD=3,ITEK=15,XGRAD=0.,
NITER=100,ND=50,VTB=2.,

ISPODF=1,5TRLX=1.D-10,DDNU=0.75,
ICOLHN=1,ITLAS=0,
IOPADD=1,IRSCT=1,

POPZER=1.D-30,P0PZR2=1.D-30

TACC=15,TAUDIV=5,

55

Vycet a popis vSech parametrt je uveden na stranach 21 — 44 v [5]. Zde uvedeme jen nékteré:

e VTB - rychlost mikroturbulentniho rozsiten{

e TAUFIR - (LTGRAY) Rosselandova opticka hloubka v prvnim hloubkovém bodé

e TAULAS — (LTGRAY) Rosselandova optickd hloubka v poslednim hloubkovém bodé

e NITER — maximdlni pocet linearizacnich iteraci

e ISPLIN — zpisob numerické reprezentace RTE

e NDRE - zpiisob feseni rovnice zafivé rovnovédhy (diferencidlni/integralni tvar)

e TAUDIV - podobnd funkce jako parametr NDRE

e IOPADD - zapocitani dodate¢nych opacit

o IRSCT - pocitani s Rayleighovym rozptylem

e ITEK — pocet iteraci, po kterych se ma spustit Kantorovichovo urychleni konvergence

Vstupni model atmosféry se nachazi v souboru 8, jehoZ prvnich n€kolik fadek vypada nasledovné:

50 1130

.258000D-07
.013000D-06
.576000D-05
.088000D-03
.309000D-02
.053000D-01
.977000D-01
.887000D+00
.427000D+02

1.270441D+04
1.542400D-03
8.584743D-03

.139000D-07
.899000D-06
.186000D-04
.681000D-03
.904000D-02
.456000D-01
.150000D+00
.065000D+01
.432000D+02

8.313084D+08
2.132693D-03
2.927125D+01

.106000D-07
.244000D-05
.854000D-04
.584000D-03
.735000D-02
.016000D-01
.663000D+00
.753000D+01

1.798399D-15
3.195534D-03
7.545400D+08

.279000D-06
.958000D-05
.893000D-04
.940000D-03
.882000D-02
.806000D-01
.399000D+00
.977000D+01

4.087330D+01
4.567351D-03
6.688084D+03

.017000D-06
.078000D-05
.509000D-04
.949000D-03
.454000D-02
.936000D-01
.422000D+00
.084000D+01

.180000D-06
.832000D-05
.014000D-04
.880000D-03
.600000D-02
.576000D-01
.810000D+00
.601000D+01

2.648232D-03
6.257252D-03
5.735294D-04

Na prvnim fadku je uveden pocet hloubkovych bodi a celkovy pocet uvaZzovanych parametrd a ener-
giovych hladin. Nasleduje explicitni vycet hloubkovych hladin, po kterych, pro kaZdou hloubkovou
hladinu, je uvedena teplota, hustota elektronti a celkova hustota Castic. Nejvetsi ¢ast zabird vycet
populaci jednotlivych atomu a iontd v zakladnich a excitovanych stavech. Potfadi a parametry jednot-

livych energiovych hladin jsou uvedeny v souboru 6.
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C.2

Zakladni schéma vystupu

Prvnim souborem vystupu je logovaci soubor (6), do kterého se zapisuji parametry piisluSného mo-
delu, uvaZované sloZeni atmosféry a uvdzena atomova data. Pfi netispéSném vypoctu se sem zapisuji
chybové zpravy. Nejprve jsou vypsany explicitné zapocitané ionty. Ndsleduje vycet explicitné uvazo-
vanych energiovych hladin:

EXPLICIT ENERGY LEVELS INCLUDED

NO. LEVEL ION  ION.EN.(ERG) G NQ IEL ILK IAT IMOD ILT IIE IIF
1 (N=1) H1 2.1785304D-11 2.00 1 i o 1 &5 0 1 1
2 (N=2) H1 5.4463260D-12 go0 2 1 o0 1 5 0 O O
3 (N=3) H1 2.4205893D-12 i8.o0 3 1 o0 1 5 0 0 O
4 (N=4) H1 1.3615815D-12 32.00 4 1 0 1 5 0 O O
5 (N=5) H1 8.7141216D-13 50,60 5 1 O 1 5 0 O O
6 (N=6) H1 6.0514734D-13 72.00 6 1 0 1 5 0 O O
7 (N=T7) H 1 4.4459804D-13 98.00 7 1 O 1 5 0 O O
8 (N=8) H1 3.4039538D-13 128.00 8 1 0 1 5 0 O O
9 (N=9) H1 0.0000000D+00 162.00 9 1 O©0 1 5 0 0 O

10 H 2 H1 0.0000000D+00 1.00 1 1 1 1 5 0 2 2

Zde jsou uvedeny energiové hladiny aZz po He II. Dtilezity je parametr NO, ktery udava ¢islo energiové
hladiny. Pravé v tomto potadi jsou zapisovdny populace do souboru 7 a 8. Tak napfiklad ve vyse
uvedeném prvnim piipadé je v prvnim hloubkovém bodé€, jehoZ Rosselandova optickd hloubka je
3.258000D-07 poporadé teplota, hustota elektront, celkova hustota, populace H I v zdkladnim stavu,
populace prvniho excitovaného stavu H 1, atd. Nasleduje explicitni vycet frekvencnich bodi a jejich
vah a nejdelsi sloupec ndleZi parametrim pfechodu mezi energiovymi hladinami.

TRANSITION PARAMETERS (TOTAL OF 20476 )

ITR ILOW IUP INDEXP ICOL IFRO  IFR1 0SC FRO LAMBDA
1 1 10 5 0 1 239111  7.919D-19  3.288D+15 911.764
2 2 10 5 0 1 472366 1.584D-18  8.220D+14 3647.055
3 3 10 5 0 1 539190 2.376D-18  3.653D+14 8205.874
4 4 10 1 0 1 538856  3.168D-18 2.055D+14  14588.221
5 5 10 1 0 1 542389  3.959D-18  1.315D+14  22794.095
6 6 10 1 0 1 544041  4.751D-18 9.133D+13  32823.497
7 7 10 1 0 1 545128 5.543D-18 6.710D+13  44676.427
8 8 10 1 0 1 545818 6.335D-18 5.138D+13  58352.884
9 9 10 1 0 0 0 6.335D-18 0.000D+00 0.000

Posledni blok dat prislusi samotnému modelu atmosféry:
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1 ID MASS TAUROSS TEMP NE DENS P
1 3.198D-05 5.292D-06 8958.1 1.092D+11 2.617D-13 2.838D-01
2 4.577D-05 9.953D-06 9037.8 1.591D+11 3.817D-13 4.175D-01
3 6.538D-05 1.687D-05 9146.5 2.287D+11 5.488D-13 6.074D-01
4 9.313D-05 2.718D-05 9273.0 3.253D+11 7.810D-13 8.761D-01
5 1.323D-04 4.257D-05 9411.5 4.590D+11 1.102D-12 1.255D+00
6 1.870D-04 6.559D-05 9658.4 6.431D+11 1.545D-12 1.786D+00
7 2.631D-04 1.000D-04 9710.1 8.944D+11 2.149D-12 2.523D+00
8 3.678D-04 1.514D-04 9863.6 1.234D+12 2.966D-12 3.538D+00
9 5.101D-04 2.280D-04 10017.1 1.689D+12 4.060D-12 4.918D+00

. LOG G(RAD) EXP.FLUX ALI FLUX TOT.FLUX

2.983D+00 5.651D+05 2.287D+11 2.28750D+11
2.124D+00 2.430D+05 2.287D+11 2.28728D+11
2.160D+00 2.355D+05 2.287D+11 2.28728D+11
2.176D+00 2.225D+05 2.287D+11 2.28728D+11
2.182D+00 2.030D+05 2.287D+11 2.28728D+11
2.181D+00 1.769D+05 2.287D+11 2.28728D+11
2.178D+00 1.456D+05 2.287D+11 2.28728D+11
2.176D+00 1.102D+05 2.287D+11 2.28728D+11
2.176D+00 7.247D+04 2.287D+11 2.28728D+11

Pro kazdy hloubkovy bod ID jsou zde uvedeny informace o hloubkovém bodé a spocitané fyzikalni
parametry. Zapisuji se sem informace o teploté, poctu ¢éstic, hustoté Castic, tlaku, logaritmu zafi-
vého zrychleni a tfi druhy spocitanych tokl. Nakonec je uvedena fyzikdlni struktura atmosféry pro
piislusné hloubkové body.

Do souboru 9 se zapisuji informace o konvergenci vektoru W

RELATIVE CHANGES OF VECTOR PSI

ITER 1ID TEMP NE POP RAD MAXIMUM ilev  ifr
1 50 1.01D-02 -1.38D-02 -4.28D-01 1.01D-01 -4.28D-01 37 1
1 49 1.38D-02 -1.82D-02 -5.80D-01 1.37D-01 -5.80D-01 37 1
1 48 1.22D-02 -1.62D-02 -5.04D-01 1.35D-01 -5.04D-01 37 1
1 47 1.15D-02 -1.49D-02 5.57D-01 1.43D-01 5.57D-01 22 1
1 46 1.29D-02 -1.53D-02 7.53D-01 1.82D-01 7.53D-01 22 1
1 45 1.38D-02 -1.56D-02 9.81D-01 2.16D-01 9.81D-01 22 1
1 44 1.42D-02 -1.70D-02 1.17D+00 2.44D-01 1.17D+00 22 1
1 43 1.53D-02 -1.90D-02 1.41D+00 2.89D-01 1.41D+00 22 1
1 42 1.70D-02 -2.12D-02 1.72D+00 3.52D-01 1.72D+00 22 1
1 41 1.88D-02 -2.35D-02 2.11D+00 4.26D-01 2.11D+00 22 1
1 40 2.01D-02 -2.51D-02 2.53D+00 4.99D-01 2.53D+00 22 1

Soubor obsahuje informace pro kazdou iteraci a kazdy hloubkovy bod. Je zde popsdna zména teploty,
elektronové hustoty, maximalni relativni zména vSech populaci, linearizované stfedni intenzity zéfeni,
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maximdln{ relativni zménu vSech fyzikdlnich veli¢in a index hladiny a frekvenéniho bodu, pro které
dochazi k nejvétsi relativni zméné prislusnych velicin.

V souboru ¢islo 13 je popsdno vystupujici zafeni z hvézdy. Navic je v ném uveden povrchovy
Eddingtonuv faktor fy =J(v,0)/H(v,0).
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