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Abstrakt

Cilem této prace je vytvorit jednoduché nelinedrni modely kapajiciho kohoutku, které v modi-
fikované podobé mohou byt jednim z moznych vysvétleni nepravidelného chovani akre¢nich
diski. Detailnéji jsou studovany dva modely kapajiciho kohoutku. Prvni z nich je zalozen na
dynamickém popisu chovani kapaliny v diskretizovaném systému kapky pomoci Lagrangeovych
rovnic. Druhy z pfedlozenych modelt popisuje systém kapky jako zdvazi o proménné hmot-
nosti na pruziné s nastavenymi kritickymi parametry odtrzeni. Vysledky simulaci jsou ndsledné
podrobeny daldi analyze za ti¢elem ziskani nékterych charakteristickych invariantti popisujicich
nelinedrni systémy. V zdvéru prdce jsou diskutovany moznosti budouci vicerozmérné modifikace
téchto modelt jako tzv. modelu kapajiciho disku, jenz je vhodny k popisu chovani akre¢nich
diskd.

Klicova slova: Chaos, akrecni disk, simulace kapajiciho kohoutku

Abstract

The aim of this work is to develop a simple non-linear models of dripping faucet, which
in modified form may be one possible explanation for the irregular behavior of the accretion
disks. Two models of dripping facuet are studied in detail. The first one is based on a dynamic
description of the behavior of fluid in the discrete system of drop using Lagrange equations.
Second presented model describes the system of drop as the weight with the variable mass on a
spring with a critical break parameters. The results of simulation are then subjected to further
analysis in order to obtain some characteristic invariants describing nonlinear systems. The
conclusion discusses the possibility of future multidimensional modifications of these models
such as the dripping disc model, which is suitable to describe the behavior of accretion disks.

Keywords: Chaos, accretion disk, dripping faucet simulation



Obsah

1 Uvod
1.1 Oficidlnizadani . . ... ... ... ... . . . . e
1.2 MOLIVACE . . . o v e e e e e e e e
1.3 Struktura prace . . . . . . . . . i e e e
1.4 Pouzity software . . ... ... .. ...

2 Teorie chaosu a nelinearni dynamika

2.1 Stavovy prostor, stavovy portrét a fdzovy prostor . . . ... ... ... ... ...
2.2 Disipativni a Hamiltonovské systémy . . ... ... ..... ... .. ........
2.3 Definicechaosu . . . . .. ...
2.4 Invarianty SyStEIMU . . . . . v v v it e e e e e e e

2.4.1 LyapunovQv €XPONENt . . . . .. oo v vt v vttt e e

2.4.2 Korelatnidimenze ......... ... . .. ...
2.5 Bifurkaénidiagram. ... ... ... .. ..

3 Numerické metody feSeni obyéejnych diferencialnich rovnic
3.1 Eulerovametoda ... ... ... ... .. . . ...
3.2 Runge-Kuttova metoda ¢tvrtéhofadu (RK4) . ....................
3.3 Dormand-Princova metoda (DOPRI) . . ... ... ... . .. . ...
3.4 Srovndni presnosti numerickychmetod . . . . . ... ... ... ...

4 Modely kapajiciho kohoutku
4.1 Re$eni rovnovaznychstavil . ... ... ... ...ttt
4.2 Dynamicky kapalinovy model (FDM) . . ... ...... .. ...,
4.2.1 Lagrangian diskretizovaného systému kapky . . . ... ... ... .....
4.2.2 Pohybovérovnice . .. ... ... ... ...
4.2.3 Simulace vyvoje vC€ase . . . . . ..
4.3 Modifikovany Mass—spring model (MSMM) . . . . ..................
4.3.1 Intervalyodrzeni . .. ... ... ... ...
4.3.2 Zpracovani stavového portrétu . .. ... ... ... ... ... ...
4.3.3 Zpracovani bifurka¢niho diagramu . . . .. ....... ... .. ......
4.3.4 Urceni korelacnidimenze . . . ... ........... . ...........
4.3.5 Urceni maximalnich Lyapunovovych exponentti. . . . ...........

5 Model kapaijiciho disku
5.1 Model kapajicthodiskuzMSMM . . .. .............. ... ........



6 Zaver

7 Ptilohy

7.1 Lorenzuv atraktor . ... ............
7.2 Logistickd funkce . . ... ... .........

7.3 Srovnani numerickych metod feSeni obycejnych diferencidlnich rovnic . . . .

7.4 Roznovazné stavy kapek . ...........
7.5 Dynamicky kapalinovy model (FDM) . . . .

7.6 Modifikovany Mass-spring model (MSMM)

Literatura

50

51
51
52
54
56
61
70

71



1. Uvod

"I accept chaos, I'm not sure whether it accepts me."
Bob Dylan

1.1 Oficialni zadani

Ukolem studenta bude analyzovat svételnou k¥ivku kvasaru 3C 273 s pomoc{ metod nelinedrn{
analyzy ¢asovych fad, stanovit hodnoty charakteristickych invariantt jako je korela¢ni dimenze,
Lyapunovy exponenty a rekonstruovat stavovy portrét. Dale pak porovna vysledky této analyzy
s jednoduchymi nelinedrnimi modely akre¢nich diskl a ziskané poznatky podrobi kritické
diskusi.

1.2 Motivace

Vyzkumy v oblasti teorie chaosu a nelinedrnich dynamickych systému zazily v poslednich par
desetiletich zna¢ny pokrok. V astrofyzice lze nalézt mnoho piikladt, kde nelinearita systému
hraje podstatnou roli a je zodpovédna za jeho ptipadné nepravidelné chovani. Jednim z moznych
priklad mohou byt akreéni disky a jejich projev v podobé nepravidelnych zmén pozorovanych
svételnych krivek.

Chovdéni akre¢niho disku je dobfe mozné aproximovat kapajicim modelem, ktery v podstaté
vychazi z modelu kapajictho kohoutku. Cilem této préce je pochopit chovani riznych kapajicich
modeld, ur¢it moznosti jejich pouZitelnosti na rizné ptipady akreujicich systému, k tomuto
ucelu vytvorit simula¢ni software takovych modelt a poté pripadné srovnat ziskand modelova
data s redlnymi pozorovanimi.

1.3 Struktura prace

Po kratkém stru¢ném sezndmeni se strukturou prace a pouzitym softwarem v tivodni kapitole
nasleduje druhd kapitola vénujici se teoretickému vykladu na téma teorie chaosu a nelinedrni
dynamiky. Tfeti kapitola seznamuje s nékterymi numerickymi metodami feSeni obyc¢ejnych
diferencidlnich rovnic, z nichz jedna je pfimo vyuzita pfi vypoctech v této prdci. Hlavni vyznam
této kapitoly je hloubéji sezndmit ¢tendre s teoretickym pozadim vypocétl v pozdéjsich kapitoldch,



které by jinak byly jen &ernou skirikou. Ctvrta kapitola se vénuje zpracovan{ dvou variant modelu
kapajiciho kohoutku a nésledné analyze vysledkt ze simulaci téchto modeld. Pata kapitola uvadi
teoreticky popis modelu kapajiciho disku a diskutuje moznosti budouciho rozsiteni modela
popsanych v predchozi ¢tvrté kapitole. Poté nasleduje zavér s diskuzi vysledkt prace a nakonec
je zarazena kapitola s ptilohami, ktera obsahuje nékteré vybrané scripty v jazyce Python pouzité
Vv pti vypoctech a simulacich v této praci. Tyto scripty jsou také dostupné v elektronické podobé
na adrese:

http://physics.muni.cz/~kveton/

1.4 Pouzity software

K realizaci jednoduchych vypoc¢ta i komplexnéjsich simulaci modeld kapajicich systému je
v této praci vyuzivan programovaci jazyk Python [1] ve verzi 2.7.5, ktery je hojné vyuzivan
védci a inZenyry po celém sveteé. Jeho hlavni vyhody tkvi predevsim v jeho Sirokém spektru
pouzitelnosti. Aplikace jazyka Python lze nalézt od zpracovani velkého mnozstvi ekonomickych
nebo sociologickych dat az k uplatnéni v pocitacovych hrach. Diky tomu existuje mnoho
dopliikovych knihoven a balikti nejriznéj$iho zamérfeni, za kterymi stoji rozsahld komunita
uzivateld.

V této praci je pouzita Siroka skala knihoven jazyka Python. Pro vypocty a numerické
simulace jsou to knihovny NumPy [13] a SciPy [9], k vizualizaci dat balik Matplotlib [8], pro
symbolické vypocty a hromadné tpravy vyraza knihovna SymPy [5] a ddle nékteré dal$i bézné
pouzivané knihovny jazyka Python.

Dalsi pouzité nastroje, které je dobré zminit, jsou program FFmpeg [17] k tvorbé videi
z vysledk nékterych simulaci. Velmi dtlezity je také programovy balik Tisean [6] ve verzi 3.0.0
distribuovany ve formé zdrojovych kédt v jazycich C a Fortran. Balik Tisean slouzi k analyze
nelinedrnich ¢asovych fad a je v ném obsaZena pomérné $iroka paleta néstroju.



2. Teorie chaosu a nelinearni dynamika

"Too bad the post office isn’t as efficient as the weather service."
Dr. Emmett Lathrop Brown, Ph.D.

Ve druhé poloviné 17. stoleti polozili Issac Newton a Gottfried Wilhelm von Leibniz svymi
prilomovymi pracemi na poli diferencidlniho poctu zédklady modelovani vyvoje fyzikdlnich sys-
témi pomoci diferencidlnich rovnic. Newtonovymi nejvét$imi tispéchy byly objevy pohybovych
zdkonu a gravita¢niho zdkona. S jejich pomoci pak mohl vysvétlit Keplerovy zdkony pohybu
planet kolem Slunce [24]. Newton vlastné vyftesil tzv. problém dvou téles.

Nésledujici generace fyzikti a matematiki se marné pokousely, stejné jako sim Newton uz
v roce 1687 ve svych Principiich, rozsitit feSeni na systém tii téles (naptiklad Slunce, Zemé a
Meésic). Svédsky kral Oscar II. dokonce v roce 1887 u piilezitosti svych 60. narozenin vyhlasil
odménu za nalezeni feSeni. Nakonec se dospélo k zdvéru, Ze problém tfi téles je nemozné vytesit
ve smyslu nalezeni explicitniho vyjadreni pohybovych rovnic jednotlivych téles.

Cenu Svédského krale nakonec ziskal francouzsky fyzik a matematik Henri Poincaré. Prestoze
vlastné pozadovaného reseni nedosdhl, velmi vyrazné prispél k rozvoji nebeské mechaniky.
Poincaré objevil, Ze mohou existovat orbity, které jsou neperiodické a nejsou ani neustdle
vzrustajici ani se neblizi k pevnému bodu. Poincaré byl tak prvni kdo se dotkl problematiky
chaotického chovani v deterministickém systému a jeho prace obsahovala mnoho myslenek
dtlezitych pro pozdéjsi rozvoj teorie chaosu.

Teorie chaosu rychle postupovala vptred ve druhé poloviné minulého stoleti, kdy se stalo
pro nékteré védce ziejmé, ze linedrni teorie, prevazujici teorie systému v tomto obdobi, prosté
nemuze vysvétlit pozorované chovani v uréitych experimentech. Hlavnim katalyzatorem vyvoje
teorie chaosu byl elektronicky poé¢ita¢. Studium chovéni chaotického systému ve vétsiné ptipadi
vyzaduje mnoho relativné jednoduchych vypoétti, které je ale tfeba provadét v opakovanych
iteracich na urc¢itém casovém intervalu. Provadét takové vypocty rucné je velice nepraktické.
Elektronicky pocita¢ tak doslova vytrhl trn z paty vSem vyzkumnikiim na poli teorie chaosu,
protoZe jim neuvéritelnym zptsobem usnadiiuje a zrychluje praci [18].

Po¢ita¢ ENIAC, ktery byl jednim z prvnich, byl vyuzivan ke studiu jednoduchych modela
predpovédi pocasi. Jednim z vyzkumnika teorii tykajicich se ptedpovédi pocasi byl i Edward
Lorenz, ktery do styku s chaosem pftiSel viceméné ndhodou. V roce 1961 provadél na svém
pocitaci Royal McBee LPG-30 simulaci modelu predpovédi pocasi. Jednou, kdyz opétovné
spoustél simulaci, zadal jako pocate¢ni podminky data zhruba z poloviny béhu predchazejiciho
vypoctu, aby usSetftil ¢as. Dockal se ale obrovského ptrekvapeni, kdyz vysledky z této simulace
byly zcela odlisné od predeslych, i kdyz zadal stejnd data. Nakonec zjistil, Ze tiStény prepis
vysledkt byl zaokrouhlen na 3 desetinna mista, zatimco poc¢ita¢ vnitiné pracoval s 5 desetinnymi
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misty. Rozdil je to velmi maly a dalo by se tak predpokladat, ze bude mit velmi maly nebo zadny
vliv na vysledek vypoctl. Ukdzalo se vSak, Ze existuji systémy, v nichZ i velmi malé variace
v pocatec¢nich podminkach zptsobi velké zmény v dlouhodobém vyvoji simulace [16].

Lorenz pozdéji v roce 1963 popsal jednoduchy model odvozeny ze simulaci pocasi, tzv. Loren-
zuv systém. Jedna se o nelinedrni tfidimenzionalni deterministicky dynamicky systém odvozeny
ze zjednodusenych rovnic vynucené konvekce v atmosfére. Zaroven by se dalo fici, ze jde o jeden
z nejslavnéjsich ptikladt systémti, generujicich chaotické chovani. Lorenziv systém je popsan
soustavou tfi obycejnych diferencidlnich rovnic [23]

x=0(y—x)
y=x(R-2)—y 2.1)
z=xy — Pz,

kde o je Prandtlovo ¢islo, R je Rayleighovo ¢islo a 8 je nepojmenovany bezrozmény parametr.
Prandtlovo ¢islo o urcuje pomér mezi kinematickou viskozitou a tepelnou vodivosti. Rayleighovo
¢islo R souvisi s konvekeci tepla v atmosfére.

V dynamickych systémech mohou trajektorie kon¢it na nizkodimenzionalni podmnoziné
stavového prostoru, jsou k této podmnoziné pritahovdny (angl. atract), a proto tuto podmnozinu
nazyvame atraktor. Atraktorem ve stavovém prostoru muze byt bod, limitni cyklus, limitni torus
nebo tzv. podivny atraktor. Podivny atraktor je takovy, ktery ma fraktalni strukturu a vétsinou je
vyrazem chaotického chovani dynamického systému. Mezi podivné atraktory patii naptiklad
atraktor generovany soustavou rovnic (2.1) nazyvany Lorenzuv, ktery je zobrazen na obrazku
2.1. Ukazka jednoduchého skriptu v programovacim jazyku Python k feSeni Lorenzova atraktoru
je vlozena v prilohach k této praci.

Diky Lorenzovu atraktoru se také vzil ¢asto pouzivany termin butterfly effect neboli efekt
motylich kridel. Toto slovni spojeni vychdzi z podobnosti Lorenzova atraktoru s kiidly motyla a
také svym zpusobem vyjadfuje vysokou citlivost systému na hodnoty poéate¢nich podminek.
Pro nézorné vysvétleni se ¢asto uvadi priklad, Ze i mavnuti motylich kiidel v Japonsku muze
o nékolik tydnt pozdéji zpiisobit tornddo v Americe.

Az do dnesnich dnt prosel vyzkum na poli nelinedrni dynamiky a teorie chaosu vyznamnym
vyvojem. Akcelerovan doposud nezpomalenym rozvojem vypocetni techniky, ktery presné kopi-
ruje kiivku Mooreova zakona, a také rostouci popularitou chaotického pristupu mezi védci. Dnes
lze nalézt mySlenky a postupy z teorie chaosu v mnoha oblastech lidského badani. Uplatnéni
nachazeji naptiklad i v ekonomii, sociologii nebo biologii [18].

10



Obrazek 2.1: Stavovy portrét Lorenzova atraktoru pro o = 10,0; R = 28,0 a § = 8/3. Re$eno
v Casovém intervalu 100s pti kroku h = 0,001s a pocatec¢nich podminkach x, = 10,0; y, = 10,0;
2o = 10,0.

2.1 Stavovy prostor, stavovy portrét a fazovy prostor

Jako stavovy prostor je oznacovan prostor definovany stavovymi souradnicemi x; a geometrické
zobrazeni trajektorii dynamického systému do stavového prostoru nazyvame stavovy portrét.
Muzeme se také setkat s oznacenim fazovy portrét, které se pouziva zejména u klasickych
dynamickych systému. Zaroven je zde ozna¢ovan prostor soutadnic x; a hybnosti p, jako fazovy
prostor.

Stavovy portrét je mocny nastroj ke studiu chovani chaotickych systémi nebo i dynamickych
systémi obecné. Uvazujme systém, jehoZ vyvoj je popsan diferencidlni rovnici s jednou dimenzi.
Re$eni miizeme zobrazit do stavového prostoru s jednou dimenzi a stavovym portrétem pak
bude zobrazeni hodnot stavové proménné x; na ptimce. Hodnoty soufadnice x; se na této
pifmce mohou shlukovat kolem néjakého bodu. Rikdme, Ze jsou k takovému bodu piitahovany,
a tento bod pak nazyvame atraktor.

Déle miiZeme nas$i ivahu rozsifit na dvé dimenze. Uvazujme vyvoj systému popsany dife-
rencidlnimi rovnicemi se stavovymi proménnymi x; a x,. Stavovym portrétem feSeni bude pak
zobrazeni stavovych proménnych do roviny. Atraktorem tentokrat mtize byt nejen bod, ale i
ktivka.

Pokud postoupime déle k dimenzi 3 a vice, za¢ne byt situace o poznani komplikovanéjsi.
Ve stavovém prostoru muizeme v riznych ptipadech nalézt nejen pfedchozi dva typy atraktord,
ale i tzv. podivny atraktor jehoz korela¢ni dimenze je necelo¢iselna—fraktalni [3][12]. Definici
pojmu korela¢ni dimenze rozvedeme dale.
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2.2 Disipativni a Hamiltonovské systémy

Terminem disipace oznacujeme ztratu pripadné tnik energie ze systému, nejcastéji ve forme tepla.
Dynamické disipativni systémy jsou takové, u kterych se celkova energie systému nezachovava
a tyto systémy ve fazovém prostoru nezachovavaji objem, takze dochdzi ke kontrakci objemu.
Vlivem kontrakce objemu fdzového prostoru dochdzi k soustted’ovani trajektorii v okoli relativné
malé podmnoZiny prostoru nebo pfimo na ni, a prdvé tuto podmnoZzinu pak nazyvame atraktor.
Systémy, které naopak zachovdavaji objem ve fazovém prostoru se nazyvaji konzervativni
nebo téz Hamiltonovské. Oznacteni Hamiltonovské je u téchto systémi pouzito proto, Ze jejich
casovy vyvoj lze popsat Hamiltonovymi kanonickymi rovnicemi, které nesou nazev po skotském
matematikovi Williamu Hamiltonovi. Zminéné Hamiltonovy rovnice ukazuji vyrazy 2.2 [7]

dg; JH
de ~ ap;
d. on 2.2)
dt  dq,’

kde H je Hamiltonova funkce tzv. Hamiltonidn systému, ktery v nejjednodussich ptipadech
odpovidd celkové mechanické energii systému. Zobecnéné soutradnice jsou oznaceny q; a
zobecnéné hybnosti p;. V tiidimenzionalnim systému obsahujicim N Castic plati i € (1;3N).
Hamiltonova funkce je s Lagrangeovou funkci svazadna vztahem

N
H = qupl - L(qi: qi, t) (23)
i=1

Lagrangeova funkce je definovana jako rozdil celkové kinetické energie T(q;) a celkové potenci-
alni energie V(g;, t) rovnici

L(q;,q;,t) =T(q) — V(g;, t). 2.4)

Otdazkou je, jestli i v pfirodé je mozné nalézt ptiklady Hamiltonovskych systémi. Odpovéd na
tuto otazku neni zcela jednoznacna a v podstaté zavisi na konkrétnim popisu systému. Vime
sice, Ze celkova energie izolovaného systému zustavd zachovana, ale jeji podoba se mize ménit
a Casto chovani celého systému je az prili§ komplexni. Proto je mnohdy schtidnéjsi popisovat
pouze néjaky subsystém a zbytek systému uvazovat jako zdroj disipace.

Jednim ze zvlastnich ptipada disipativniho systému je napiiklad nase Sluneéni soustava.
Pokud bychom sledovali dynamiku solarniho systému na relativné kratké casové skale v tadu
maximalné tisicti let, mtizeme ji povazovat za systém konzervativni. Efekt disipace energie se
zde projevuje az v fadech miliont a vice let, a proto je z kratkodobého hlediska tyto efekty
mozné zanedbat. Disipace probiha naptiklad prostfednictvim slune¢niho vétru nebo vlivem
slapovych sil na planety [7].
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2.3 Definice chaosu

Vyraz chaos je v bézném smyslu tohoto slova vétsinou chapan jako stav neusporddanosti. Ovsem
z matematického a fyzikalniho pohledu je vyznam slova chaos diametralné velmi odlisny.
PiestoZe univerzadlni a obecné prijimand definice neexistuje, podle [3] 1ze o dynamickém
systému fici, Ze je chaoticky, pokud ma nésledujici vlastnosti.

1. Chovani systému je popsano deterministicky (naptiklad soustavou diferencidlnich rovnic).
2. Chovani systému je aperiodické.

3. Stav systému je popsan pomoci stavovych veli¢in. Vyvoj stavovych veli¢in generuje trajek-
torie ve stavovém prostoru. Tyto trajektorie jsou ve stavovém prostoru ohranicené.

4. Systém je vysoce citlivy na poc¢ate¢ni podminky.

Prvni ze zminénych vlastnosti znamend, Ze stav systému v Case t, je urCen ne€jakym presné
definovanym pravidlem na zakladé stavu sytému v ¢ase t,_,. Ptikladem takového pravidla muze
byt vy$e zminény Lorenzuv atraktor, ktery ziskdme feSenim soustavy rovnic (2.1), kde i vypocet
provadime postupnymi iteracemi v Case.

Aperiodické orbity jsou takové, které se nikdy neopakuji. Tedy, ze kazda dalsi orbita systému
je odlisna od vSech ptredchozich. Jako piiklad lze opét brat vySe zminény Lorenzlv atraktor
na obrazku 2.1, kde vysledna trajektorie v systému nikdy neprotne sama sebe. Jinymi slovy,
stav systému se nikdy pfesné nevrati do zddného ze stavi predchozich. S tim tzce souvisi
ohranicenost orbit. PfestoZe jsou orbity aperiodické, nevzdaluji se k nekonec¢nu ani se neblizi
k pevnému bodu. I na Lorenzové atraktoru je dobte vidét, ze trajektorie jsou kumulovany na
relativné malé ¢asti stavového prostoru.

Posledni ze zminovanych vlastnosti je vysoka citlivost na pocatecni podminky, ktera je casto
oznacovana jako efekt motylich kridel (butterfly effect). V podstaté tim rikdme, Ze i velmi malé
variace v hodnotach poc¢atecnich podminek vedou ve vyvoji systému na velmi odlisné trajektorie.

2.4 Invarianty systému

2.4.1 Lyapunoviv exponent

Pokud je systém citlivy na po¢ate¢ni podminky, muzeme Fici, ze dvé trajektorie ve stavovém
prostoru s velmi malymi rozdily v hodnotach pocatecnich podminek se od sebe béhem vyvoje
systému diive nebo pozdéji vzdéli. Otdzkou ale je, jak rychle se vzdali. Jako ptiklad Ize uvést
systém dvojitého kyvadla. Dvojité kyvadlo je slozeno ze dvou pohyblivych zavést v fadé,
mezi kterymi jsou zavésena dvé zdvazi. Simulaci ¢asového vyvoje provadime na pohybovych
rovnicich [19], ve kterych vystupuji tihly ©, a ©,, udavajici tihel mezi zavésem a svislou
rovinou, a uhlové rychlosti zavést w; a w,. Budeme sledovat vyvoj trajektorii s velmi blizkymi
pocate¢nimi podminkami, naptiklad ©,4, = ©,5 = 90°, ©,, = 180° a ©,; = 179°. Hmotnost
obou zédvazi zadejme m,; = m, = 1kg a sledujme trajektorie zdvazi m, systému pro oba ptipady
pocatec¢nich podminek po dobu jedné minuty. Vysledek simulace ndm ukazuje stavovy portrét
na obrazku 2.2.
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Obrazek 2.2: Srovnani trajektorii dvojitého kyvadla s velmi blizkymi poc¢ate¢nimi podminkami.

Je dobre patrné, ze i pres rozdil pocatecnich podminek pouze o 1° se trajektorie v od sebe velmi
rychle vzdali a vyviji se naprosto odli$nym zptisobem.

Nyni uvazujme v dynamickém systému dvé hodnoty pocatec¢nich podminek x, a y, zacinajici
blizko sebe. Jejich pocatecni vzdéalenost separace budeme oznacovat jako 6, a definujme ji
vyrazem

Op=lxo—=¥ol- (2.5)

Vzdélenost separace po néjakém Case t oznacime 6(t) a zapiSeme ji jako

6(t) :lxt_yt | (2.6)

Ukazuje se, Ze pro vétSinu systému Ize chovani 6(t) popsat priblizné rovnici

5(t) ~ 5ye™, 2.7

kde koeficient A nazyvame Lyapunovuv exponent. Pokud je kladny, znamena to, Ze sledované
trajektorie se od sebe vzdaluji. Zaporny naopak znaé jejich p¥iblizovani. Cim vét$f nebo mensi
je hodnota Lyapunovova exponentu, tim rychleji se trajektorie vzdaluji nebo naopak ptiblizuji.
V systému dimenze n existuje pravé n Lyapunovovych exponentt, protoze v ruznych smérech
se trajektorie budou vzdalovat riznou rychlosti [3]. Nejvétsi z Lyapunovovych exponentt pak
oznacime jako A, ... Se znalosti A, 1ze vypocitat tzv. Lyapunovuv ¢as urcujici nam dobu, po
kterou lze predpovidat vyvoj systému [12]. Lyapunovuv ¢as je dan vztahem
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1
Lo=5—. (2.8)

max

Logaritmovanim vztahu (2.7) ziskdme vyraz pro vypocet Lyapunovova exponentu

. 1 o(t)
A= lim (—) In ( ) . (2.9)
t—00,5(—00 t 50

Pokud je nejvétsi z Lyapunovovych exponentt systému kladny, znaci to chaotické chovani
systému. V pripadé diskrétnich systémt se predchozi vztah zjednodu$uje na vyraz

A= lim —ln ) (2.10)

N—oo N 60
Nyni uvazujme dveé blizké trajektorie x a y. Jejich vyvoj je ddn pomoci rovnic

X1 = F(x;)

2.11
Yit1 = F(y), ( )

generujicich sadui = 0,1, ... ,N diskrétnich ¢asovych hodnot. Pro rozdil vyslednych hodnot
v daném ¢asovém kroku muZeme psat

dF
Yis1 — Xip1 = F(y;) —F(x;) ~ a()’i_xi)- (2.12)
Po N krocich 1ze napsat obdobny vyraz
N N d N
In— Xy =F"(yo) — F"(x) ~ aF (xo = Yo)s (2.13)
kde FN oznatuje F(F(F( ... F(x) ...))). Vztah miZeme je$té déle rozepsat s pouzitim

d FN(XO) = d F(XN 1) - d F(XN 2) - iF(Xo) (2.14)
dx dx

a upravit na vzorec pro stanoveni rozdilu dvou blizkych pocate¢nich hodnot u diskrétniho
dynamického systému

Oxy = |:l_[ —F(x; ):| 0 X, (2.15)

=0

Dosazenim vyrazu (2.15) do rovnice (2.10) obdrzime vztah pro vypocet Lyapunovova exponentu
jednodimenziondlniho diskrétniho systému

= lim —Zlnl ). (2.16)
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Pro n—-dimenziondlni systémy bychom chtéli popsat chovani ve vSech smérech, tedy misto
iF (x;) miiZeme napsat Jacobiho matici derivaci ;TF. Pro vypocet Lyapunovych exponentt tak
f

obdrzime vztah

N-1
Ay = hm —ln |:l_[ uk(xj)]:| , (2.17)

j=0

kde u, jsou vlastni hodnoty matice .# definované jako soucin Jacobiho matic podle rovnice
M= _F(x) 7 (x1) ... Z(xn_1). (2.18)

2.4.2 Korelacéni dimenze

Z bézné zkuSenosti jsme zvykli na celociselné dimenze. Napiiklad pfimka ma dimenzi 1,
¢tverec ma dimenzi 2 a krychle dimenzi 3. Podivné atraktory, jako napiiklad Lorenztv, maji uz
z definice dimenzi neceloc¢iselnou—fraktalni. Fraktaly jsou sobépodobné geometrické objekty, které
mohou byt, stejné jako trajektorie v chaotickych systémech, generovany relativné jednoduchymi
rovnicemi. Oba obory tak maji k sobé blizko, ptfestoze jsou v mnoha ohledech rozdilné. Mezi
fraktaly patii naptiklad i slavnd Mandelbrotova mnozina. Fraktaly ale mtizeme pozorovat i
v prirodé a v bézném zivoté. Nachdzime je napfiklad u rostlin (vétev je zmensend podoba
vétsi struktury stromu) nebo Zivo¢icht (tvary schranek ruznych mékkysa) [3]. Sobépodobnost
znamend, Ze mens$i ¢asti fraktalniho objektu se podobaji ¢dstem vétsim a tato podobnost se
muze ddle opakovat na mens$i a mensi ¢asti. Podivné atraktory také vykazuji znaky fraktalni
struktury.

K ptibliznému uréeni dimenze sledovanych trajektorii 1ze pouzit rizné postupy. Diky jedno-
duchosti vypoctu a relativné malé vypocetni ndro¢nosti se velmi oblibenou stala tzv. korelacnt
dimengze.

Hledanou korela¢ni dimenzi néjakého objektu ve stavovém prostoru si oznac¢me jako d.
Element objemu bychom tedy ziskali ptiblizné ze vztahu

vV ~ L4 (2.19)

a po zlogaritmovani se dostaneme k vyrazu,

_logV
~ loglL’

(2.20)

ktery nam udava predpis pro vypocet korela¢ni dimenze [10][12]. V praxi vypocet provedeme
tak, ze si nejprve definujeme tzv. korelacni sumu rovnici
1 ¢ N(R)

cR)=—Y 2 (2.21)

N&IN-1
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Sledujeme trajektorii v N bodech, a proto v okoli i-tého bodu s polomérem R se bude nachazet
N;(R) bodt. Vyraz uvniti sumy ndm tak udava relativni ¢etnost bodt v okoli bodu i. Korela¢ni
suma nabyva hodnot od 0 do 1. Pokud ve sledovaném okoli R neni Zadny bod C(R) = 0 a pokud
do okoli spadaji vSechny body, tak C(R) = 1. Analogicky k rovnici (2.19) ndm tedy R vystupuje
vroli L a C(R) nam plni funkci objemu. Korela¢ni dimenzi pak udava rovnice

log C(R
0. = 1im %8B (2.22)
R—0 logR

Je zcela zfejmé, Ze limita v rovnici (2.22) je nerealizovatelnd, protoze nemiizeme sledované
okoli R nekonec¢né zmensovat. Vime ale, Ze pri velmi malych hodnotdch R bude korela¢ni suma
rovna nule, protoze se v okoli dané velikosti nebude nachazet zadny bod. Naopak ve chvili,
kdy bude okoli obsahovat v§echny body, dojde k saturaci korela¢ni sumy na 1. Kdyz sestrojime
tzv. log-log graf, ve kterém zobrazime zavislost log C(R) na logR, bude korela¢ni dimenze dana
smérnici ptimky fitované ve stredni ¢asti krivky(zanedbame hodnoty blizké 0 a 1), kde tato
zavislost ptriblizné odpovida skutecnosti.

Presnéji 1ze korela¢ni dimenzi uréit tak, ze budeme do grafu vynaset rizné hodnoty korelaéni
dimenze d. v zavislosti na okoli R. Odhad korela¢ni dimenze poté ziskdme z ploché Casti
grafu fitovdnim na konstantni funkci. Obrazek 2.3 ukazuje ptiklad urceni korelac¢ni dimenze
pro Lorenzuv atraktor s vyuZitim ndstroje d2 z baliku Tisean. Stejny postup budeme pozdéji
aplikovat i na data ziskand z nasich modeld.

d=(2.05840.034)
3.0

20

0.5

0.0 i i i
107 10" 10° 10" 10°

R

Obrazek 2.3: Urceni korela¢ni dimenze d Lorenzova atraktoru s dimenzi vnoreni m = 3.
Zvyraznéné body ukazuji sadu dat ploché ¢asti grafu fitované konstantni funkeci.
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2.5 Bifurkaéni diagram

Pfi studiu dynamickych systémt ndm bifurkac¢ni diagram ukazuje chovani hodnot ve sledovaném
systému v zavislosti na zvoleném bifurkacnim parametru. S pomoci bifurka¢niho diagramu
lze hledat v systému fixni body, periodické orbity, nebo naptiklad rozlisit oblasti stabilnich a
nestabilnich feseni. Ma také velky vyznam v rozliseni, jestli systém vykazuje chaos ¢i nikoliv.
Sestaveni bifurkacniho diagramu budeme demonstrovat na ptikladu tzv. logistické funkce, kterou
zapiSeme vztahem [3]

Xpgr =1x,(1—x,). (2.23)

Logisticka funkce je typickym ptikladem systému, u kterého velice komplexni chaotické
chovani vznikd i na zdkladé jednoduché nelinedrni rovnice. Poprvé ji predstavil v roce 1838
francouzsky matematik Pierre Francois Verhulst. V této rovnici x, reprezentuje soucasnou
populaci ve studovaném prostiedi vyjadirenou jako pomér k maximalni populaci, kterou je dané
prosttedi schopno uzivit a nabyva hodnot mezi 0 a 1. Parametr r udava rychlost rtstu sledované
populace. Re$eni provadime iteracemi na vhodné zvoleném intervalu n.

Bifurka¢nim parametrem bude v ptripadé logistické funkce proménna r. Pokud je r < 1
populace klesd, az nakonec dosdhne x,, = 0. Pro hodnoty 1 < r < 4 ma logisticka funkce pro
nékterd r jedno stabilni feSeni, pro nékterd vice a pro néktera prechdzi v Cisté chaotické chovani.
Pomoci bifurka¢niho diagramu uvidime rozlozeni rtiznych teseni v zavislosti na r. Vysledny
bifurka¢ni diagram logistické funkce ukazuje graf na obrdzku 2.4.

Obrazek 2.4: Bifurka¢ni diagram pro logistickou mapu. Re$eno s Ar = 0,001. Zobrazeny jsou
stavy x, pro n € (250;400).

18



Bifurkacni diagram logistické funkce mda smysl zobrazovat pro hodnoty r < 4, protoze pfti
hodnotéch vys$sich se x, dostdvd mimo svij platny interval x, € (0;1). V grafu 2.4 miZeme
pozorovat prechod systému k chaosu pres postupné zdvojovani period reseni.

Nevyhodou bifurka¢niho diagramu muze v nékterych ptipadech byt velkd vypocetni na-
roc¢nost, protoze musime propocitat reSeni pro mnoho hodnot bifurka¢niho parametru v nami
zvoleném intervalu.
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3. Numerické metody reseni obycejnych
diferencialnich rovnic

"It may than seem that the only choice left is computer simulation and thus one may think that the linear paradise of
powerfull analytical methods is lost and what remains is just a numerical hell."

Odev Regev

Simulace dynamickych systému ve vét$iné piipadu vyzaduji numerické feseni diferencidlnich
rovnic s vyuzitim postupnych iteraci. Vstupem pro vypocet pristiho stavu je stav aktudlni a
interval, o ktery se posuneme, je urcen jako h = At a nazyvame jej iteracni krok. K aproximaci
hodnot stavu nésledujiciho je vhodné pouzit nékterou z iteracnich numerickych metod, jejichz
aplikace by bez vyuziti pocitace byla casové velmi naroc¢na.

Existuji ptipady, kdy vétSina zvolenych metod poskytne stabilni vysledky, ale specidlné
u systémi vykazujicich chaotické chovani s vysokou citlivosti na po¢ate¢ni podminky muze
volba metody pfimo ovlivnit vysledky simulace. Nasi snahou vzdy je minimalizovat chyby
vypoctu. V dynamickych systémech s chaotickym chovanim i malé chyby vedou k obrovskym
rozdiltim ve vypoé¢tu v dlouhodobém méfitku.

Méjme systém se zadanymi poc¢datecnimi podminkami definovany podle

Reseni (3.1) lze provést mnoha riiznymi metodami. Nasim cilem je co nejlépe aproximovat
hodnoty y v zavislosti na case. Zvolme si iteracni krok h > 0 a vypocet proved'me s vyuzitim
nékolika metod.

3.1 Eulerova metoda
Jednd se o jednoduchou metodu prvniho tadu, kde aproximace teseni je ddna dle [20]

yn+1 :yn+hf(tn:yn)

3.2
ther =t, +h (3.2)
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Eulerova metoda je v porovnani se sofistikovanéjsimi metodami zminovanymi déle pomérné
nepresnd. Nevyuziva vicestupiiovou aproximaci ani adaptivni krok ke zvySeni presnosti vy-
poctu, a proto je pro nase potreby naprosto nevhodna. Eulerova metoda se hodi maximalné
k aproximacim feSeni na kratkém intervalu nebo, diky své jednoduchosti, k vypocétim rucné.

3.2 Runge-Kuttova metoda ¢tvrtého fadu (RK4)

Na rozdil od metody Eulerovy vyuziva Runge—-Kuttova metoda ¢tvrtého fadu nékolik dil¢ich
aproximaci k ziskani hodnoty y, . Tato metoda je definovéna jako [21]

1
Y1 = Ya+ gh (ki +2k; +2ks + ki)

(3.3)
tn+1 == tn + h,
kde dil¢i koeficienty k; az k, ziskdme podle
ky = f(ty, yn)
k,=f (t + n + hk )
2= nT 5 YnT 5K
2 2

3.4)

ks = t +h +hk
B_f n z:yn 2 2
ki=f (t,+hy,+hks).

Runge-Kutova metoda ¢tvrtého fadu poskytuje pomérné dobré vysledky, ale existuji i situace,
kdy reseni diferencidlni rovnice je numericky nestabilni, naptiklad kdyz hledané reSeni nabyva
minima nebo maxima. Relativni chyby vypo¢tu pak velmi rychle nartstaji a vypocet zkolabuje
do prilis§ velkych nebo malych ¢isel. V takovych ptripadech je nutné zmensovat velikost itera¢niho
kroku h, aby se chyby v problematickych mistech udrzely v inosnych hodnotach pro stabilitu
vypoctu. Na druhé strané ptili§ maly krok v oblastech reSeni, kde to neni potreba jen zbytecné
zvySuje narocnost vypoctu. Tento problém resi napriklad ddle zminovand Dormand-Princova
metoda.

3.3 Dormand-Princova metoda (DOPRI)

Tato metoda patii do rodiny Runge-Kutovych metod. Metoda ma 7 stupnt a vyuziva 6 dil¢ich
aproximaci k vypoctu reSeni ¢tvrtého a patého radu. Rozdil téchto resSeni je bran jako chyba
reSeni ¢tvrtého radu. Na zakladé této chyby Ize poté implementovat algoritmus adaptivniho
kroku h k udrzen{ pozadované piesnosti. Re$eni étvrtého fadu v t, + h ziskdme podle

(3.5)

35 sook +125 2187 +11
384 1 1113 ° 192 * 6784 ° ' 84 °

Yn+1 :yn+h(_k +

a feSeni patého fadu v t, + h podle
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5179 7571 393 92097 187 1
Fnt = Yo R (57% 17 16695 T 540 339200 ° T 21006 Ek7) 30
kde dil¢i koeficienty k; az k, ziskdme podle
ky = f(tn, ¥n)
1 1
ky=f (tn + gh,yn + gkl)
3 3 9
ky=f (tn + Eh’ Yo+ 4—Ok1 + %kz)
4 44 56 32
ky=f (tn+gh,yn+£k1 —Ek2+3k3) 3.7)
8 19372 25360 64448 212
k=1 (t"+§h’y”+ﬁkl_ 2187 2T 6561 ¢ 729 4)
9017 355 46732 49 5103
ke=f (t”+h’y”+ 3168~ 332 5247 2 T 176k T 18656k5)
35 500 125 2187 11
k=1 (t”+h’y”+@k1+ 11137 T 192 ~ 6784 T 84 6) '
Rozdil feseni ¢tvrtého a patého tddu ndm urcuje chybu reseni ¢tvrtého tadu vyrazem
6Yn+1 =l Ynt1 — Znsr | - (3.8)

Pokud chyba pfesdhne ndmi zvolenou mez presnosti 6.y, je tfeba snizit velikost itera¢niho
kroku h, typicky zmensit na polovinu, a vypocet provést znovu. Snizovani h délame tak dlouho,
dokud neni dosazeno ndmi pozadované pfesnosti.

Naopak pokud chyba klesne pod ndmi poZzadovanou minimalni hodnotu &, mizeme
iteracni krok zvétsovat, typicky zdvojndsobovat, tak dlouho, dokud chyba neni v ndmi poza-
dovaném intervalu pfesnosti. Timto zptisobem jsme schopni dosdhnout velmi dobré pfesnosti
vypoctu a zaroven snizit jeho naro¢nost v mistech, kde je reSeni stabilni.

3.4 Srovnani presnosti numerickych metod

Pro vétSinu problém, na které pti feSeni mizZeme narazit, nam budou stacit i jednoduss$i metody
s konstantnim krokem a poskytnou stabilni a presné vysledky. Existuji ale ptipady obycejnych
diferencidlnich rovnic se silnym tlumenim, v angli¢tiné oznacované jako stiff equations, u kterych
jednoduché metody mnohdy i po nékolika malo krocich ztrati stabilitu a vysledky pak neodpovi-

vvvvvv

s adaptivnim krokem. Nazorné 1ze problém ilustrovat na diferencidlni rovnici
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dy :
— =e*+sinx + ycos(2y)
dx

y(0)=1.0,

3.9

kterd je prikladem rovnice se silnym tlumenim (stiff equations). Jeji feSeni provedeme s pouzitim
vySe popsanych metod s totoznymi parametry vypoctu a budeme sledovat, jaké vysledky
jednotlivé metody poskytnou zobrazenim do grafu na obrazku 3.1. Jednoduchy script v jazyce
Python k feSeni tohoto prikladu je uveden v prilohach.

4000

~— Eulerova metoda
~— Runge-Kuttova metoda 4-teho radu
«— Dormand-Princova metoda

3500 -

3000 -

2500

2000 -

1500

1000

500

Obrazek 3.1: Srovndni ruznych metod numerickych re$eni oby¢ejné diferencidlni rovnice 3.9.
Reseno v intervalu x € (0; 8) s itera¢nim krokem h = 0,1.

Z grafu 3.1 je patrné, ze metody bez adaptivniho kroku pro hodnoty x > 4 zacinaji ztracet
stabilitu a postupné hromadéni numerickych chyb vede k vysledktim, které neodpovidaji sku-
tecnému feSeni. Naproti tomu Dormand-Princova metoda, vyuzivajici adaptivniho kroku, ve
sledovaném pripadé poskytuje relativné velmi presné vysledky, které v podstaté prekryvaji
skute¢né analytické feseni obycejné diferencidlni rovnice.

Je jesté nutné zminit, Ze Dormand-Princova metoda vyuziva adaptivniho kroku jen tehdy,
kdyz numerickd neptesnost prekroc¢i pozadovanou maximdlni hodnotu a jako vysledky se
zobrazuji jen hodnoty po celych krocich h = 0,01. Bylo by samoziejmé mozné dosahnout
stejné presnosti i s pouzitim ostatnich dvou metod, ovsem jediné za cenu stale jemnéjsitho
kroku a tim paddem ¢asové ndrocnéjsiho vypoctu. Vyhodou Dormand-Princovy metody tak je
dobry kompromis mezi presnosti a ndro¢nosti vypoctu, protoze ke zmensovani itera¢niho kroku
dochazi jen kdyz je to potieba.
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4. Modely kapajiciho kohoutku

"Models are not right or wrong, they are always wrong."
Gavin Schmidt

Formovani a chovani kapek nejrtiznéjsich kapalin je velmi komplikovany fenomén, ktery mtizeme
pozorovat takika kazdy den. Mohlo by se tedy zdat, Ze tento jev bude fyzikdlné velmi dobte
popsan, ale opak byl doneddvna pravdou. Prestoze se studie na toto téma datuji az do 17.
stoleti, vyrazny pokrok byl ucinén teprve nedavno [4]. Jeans Eggers navrhl v roce 1993 teorii
univerzalné pouzitelnou k popisu osové symetrickych viskéznich kapek [2]. Nasledna numericka
feSeni se s vysokou pfesnosti shoduji s experimentalné pozorovanymi tvary kapek.

Robert Shaw svou pielomovou praci [15] ukazal, ze kapajici kohoutek z dlouhodobého hle-
diska mizZe vykazovat jak periodické tak i chaotické chovani. Hlavnim kontrolnim parametrem
v systému kapajiciho kohoutku je mnozstvi ptitékajici kapaliny do formujici se kapky. I velmi
malé variace v pritoku se projevuji vyraznymi zménami v atraktoru systému.

K tvorbé modelu kapajiciho kohoutku je mozné pfistupovat vice zpusoby. Naptiklad z popisu
kapaliny pomoci Navier-Stokesovych rovnic nebo z rovnic Lagrangeovych jako diskretizovany
systém pod vlivem gravitace, povrchového napéti a viskozity. Model oznacovany jako Mass—
Spring Model (dale jen MSM), ktery ptivodné navrhl Shaw [15], je uréen rovnicemi

d dz _ i dz+
de\Mae ) T T T g Tme

dm “4.1)

Ir = Q = konst.,

kde z je souradnice tézisté formujici se kapky, m jeji hmotnost, g gravitacni zrychleni, k urcuje
tuhost pruziny a zavisi na aktualni hmotnosti kapky a y je tlumici parametr [11]. Zjednodusené
feteno, MSM vlastné aproximuje chovani kapky jako zavazi na pruziné. Hmotnost m je v pribéhu
¢asu zvySovana konstantnim pritokem Q, ktery zdvisi ptredev$im na pruméru uvazovaného
oddélena v zavislosti na jeji aktudlni rychlosti. Chovani modelu se odviji od nastaveni parametra
k, g a y a samoziejmé nastaveni po¢ate¢nich podminek. Ovsem hodnoty jednotlivych parametr
nebyly z provedenych simulaci presné urceny.

K lep$imu pochopeni procesu formovani kapky a presnéj$imu uréeni ridicich parametra MSM
je 1épe pouzit model sofistikovanéjsi. Tim muze byt naptiklad model, ktery budeme zkracené
oznacovat jako FDM (z anglického Fluid Dynamical Model). Ten uvazuje formujici se kapku
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jako diskrétni sadu vzajemné vazanych diskt. Hlavnim kontrolnim parametrem je opét hodnota
ptitoku Q. Vysvétlujici schéma rozdéleni kapky na sadu diskt je na obrdzku 4.1.

L AE J:::;;Oz:%(“
Az,

\ A&y / _________ Z2=2y, )

Obrazek 4.1: Schéma rozdéleni kapky na M disk@t pomoci M — 1 horizontalnich rovin. Sou-
Cadnice z, je zvolena a urcuje horni hranici modelu. A&; oznacuje objem konkrétniho disku.
Schéma prevzato z [4].

Prestoze oba modely spolu tzce souvisi, jsou vhodné pro viceméné odlisné ucely. Zatimco
jednodussi MSM se hodi ke studiu chovani kapajiciho kohoutku na fddové mnohem vétsich
¢asovych $kalach, FDM je vhodnéjsi spiSe k pochopeni formovani, vyvoje tvaru a také procest
vedoucich k odtrzeni kapky. Tento fakt vychdzi v prvé radé z mnohem vétsi vypocetni naro¢nosti
FDM. Pfi numerickych vypoctech systému MSM fesime jedinou diferencialni rovnici druhého
radu, protoze model uvazuje pouze pohyb tézisté kapky. Naproti tomu u FDM spociva simulace
v feSeni soustavy desitek az stovek diferencidlnich rovnic druhého radu (pro kazdy disk).

ProtoZe k sprdvnému nastaveni parametrit MSM je vhodné nejprve dobte pochopit a inter-
pretovat vysledky simulace FDM, bude praveé tento sofistikovanéjsi model ten, kterym za¢neme.
Prvnim krokem pfi tvorbé tohoto modelu je feSeni rovnovaznych stavli kapek. Jedna se vlastné
o tvary visicich kapek v klidu v ¢ase t = 0, které pak vyuZzijeme jako vstupni data do simulace
FDM.

4.1 Reseni rovnovaznych stava

Rovnovazny stav kapky je takovy, kdy se vzdjemné vyrovnaji sily plisobenim gravitace a povrcho-
vého napéti kapaliny. MiiZeme uvazovat tak, Ze musi existovat néjakd kritickd hodnota celkového
objemu kapky V. a potazmo jeji hmotnosti. Pokud tato kritickd hodnota bude ptekrocena je
rovnovazny stav neudrzitelny.

Pfed samotnym feSenim je nutné dobte definovat systém v klidu visici kapky. Budeme
vychazet z definice zavedené v [4]. Uvazujme kapku, kterad je osové symetricka a hustota
kapaliny p je v celém jejim objemu konstantni. Tlak v kapce v zavislosti na vertikalni soutadnici
z muzeme popsat vyrazem
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P=pgz. (4.2)

Rozdil tlaku na rozhrani kapky uvniti a vné lze vyjadrit pomoci poloméra kiivosti R; a R,
povrchu kapky jako rovnici

pP=T 1+1 (4.3)
~ \R, Ry’ '

kde T" je povrchové napéti kapaliny kapky. Diky vhodné zvolenym zékladnim jednotkdm délky,
tlaku, hmotnosti a ¢asu muzeme Fici, Ze g = p = I' = 1. Zde g vyjadfuje gravita¢ni zrychleni a
p hustotu kapaliny tvorici kapku. Tyto zakladni jednotky jsou definovany vztahy

[ T
lO = —_— = O,27CIn
P8

m, = ply =0,02g (4.4)
P, =+/pgl' =270dyn - cm 2
t, = 0,017,

Reseni je provadéno v soustavé CGS, a proto i my budeme simulace provadét v CGS, aby bylo
mozné vysledky efektivné porovnavat s vysledky v [4]. Nadale tak budeme v modelech pouzivat
bezrozmérné jednotky, ze kterych lze jednoduse dopocitat realné hodnoty podle (4.4), naptiklad
kvili srovnani s redlnymi experimenty. Proménné v systému visici kapky definuje schéma na
obrazku 4.2.

Obrazek 4.2: Definice proménnych v systému visici kapky v klidu. Zde s je vzdalenost mérena
podél tvaru kapky, z vertikdlni soutradnice smétujici v kladném sméru dold, r polomér kapky a
0 je dhel, ktery svird tecna v daném misté s osou z. Schéma prevzato z [4].

Poloméry ktivosti R, a R, jsou dany vztahy
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R, ds
1 cos® (4-5)
R, or
Poté lze vyjadrit soustavu rovnic

dr 0

i sin

dz

— =—cos0 (4.6)

ds

df  cosf

ds r %

jejimz fe$enim ziskdme kiivky rovnovaznych tvart kapek. Numerické feSeni rovnic 4.6 prove-
deme s pouzitim pocatecnich podminek

z(0) =P,
6(0)=m/2 “4.7)
r(0)=1-10"%,

kde je jesté nutné si uvédomit, ze nelze zvolit r(0) = 0, protoZe takovy ptipad je vypocetné
neresitelny. Proto je nutné pouzit néjakou velice malou hodnotu r blizkou nule. V nasem ptipadé
pouZijeme r(0) = 1-1072°, Jako pot¢ateéni podminku z budeme zadavat tlak na spodku kapky
P,, protoze diky volbé zdkladnich jednotek je z,, = P,. Vypocet pak provedeme pro ruzné
hodnoty P, v intervalu P, € (0,01;7,0) s krokem AP, = 0,01. Jednotliva feSeni provedeme na
integracnim oboru s € (0,0; 8,0) s krokem As = 0,0008.

Pro potteby vypoctu byl vytvoren jednoduchy objektovy kéd v programovacim jazyku Python,
ktery je soucasti priloh k této praci. Vysledné tvary omezime horni hranici z = 0 a ziskdme tak
rovnovazné tvary kapek priléhajici k nekone¢né roviné z = 0, mtzeme fici, Ze se jednd o kapky
na stropé. Priklady nékolika takovych feseni ukazuje obrazek 4.3. Zde konkrétné pro hodnoty
P,=1,5; P, =3,0; P, =4,5a P, = 6,0.
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P, =15 P, =3.0 P, =4.5 P, =6.0
0 0 0 0

1 1+ 1 1

2 2 2 2+

3 3+ 3 3r
N

4 al 4 al

5 5k 5 5+

6 6 6 6

-2 -1 6 1 2 -2 -1 6 1 2 7,2 -1 6 7, ,‘1 6 ‘1

T T T T

Obrazek 4.3: Priklady feSeni rovnovaznych tvart kapek pro razné hodnoty P;.

Déle se mlzZeme ptat, jakd je zavislost celkového objemu kapky V na jejim tlaku P, a jakd je vyse
zminovand hodnota kritického objemu kapky V.. K tomuto tcelu vyneseme do grafu zavislost

V. = f(P,). Tuto zavislost ukazuje graf na obrazku 4.4.

8 | /\
7 3\

7 / “.‘ /\

P, i 3
6F ' ' i

AN \/
g \VJ
o
3l
A
s
OO 1 2‘ 3 4 6 7
B b

Obrazek 4.4: Zavislost V = f(P,). Kazdy bod reprezentuje jedno feSeni visici kapky shora

omezené rovinou g = 0.

Z grafu 4.4 muzeme jasné vidét, ze existuji feSeni, kterd maji stejnou hodnotu celkového objemu
V pfti rozdilné hodnoté tlaku na spodku kapky P,. Jak ukdzali J. E Padday a A. R. Pitt, je stabilni
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a realizovatelné vzdy jen jedno z takovych feSeni [14]. V nasem ptipadé budou stabilni feSeni
v intervalu P, € (0,0;1,72). Pricemz k P, = 1,72 nélezi kritickd hodnota objemu V. = 8,87.

Tvary kapek pfriléhajici k roviné z = 0 ale nejsou pfrili§ vhodné jako vstup do ndsledné
dynamické simulace, protoze pritok Q, ktery je v simulaci hlavnim kontrolnim parametrem,
neni v systému dobte definovany pomoci rychlosti kapaliny. Je proto tfeba, abychom ziskané
tvary déale omezili nejen rovinou z = 0, ale také pomoci vazby na kohoutek prostrednictvim jeho
poloméru, ktery budeme oznacovat jako r,.

Omezeni tvarti kapek v podminkéch z; = 0 a r; &~ r, je opét implementovano v ptiloZeném
kédu. Pro kazdé reseni kapek na stropé tak ziskdme nejméné jeden mozny tvar pro kapku na
kohoutku, ale v zdvislosti na volbé poloméru kohoutku lze nalézt i vice bodti, které splnuji
podminky vazby.

Bod na kfivce tvaru kapky, kde jsou splnény podminky vazby, ozna¢me napitiklad jako C a
jeho soutadnice (r; 2.). Pro souradnice bodu C plati r. ~ r, a 2. > 0. Protoze chceme, aby pro
vazbu platilo z. = 0, je tieba vSechny body z; na kfivce tvaru posunout o hodnotu z. podle
vztahu

z]’. =3 — 2. (4.8)

Priklady nékolika takto ziskanych tvar ukazuje graf na obrazku 4.5. Jsou zvoleny stejné
hodnoty P, jako na obrazku 4.3.

P, =15 P,=3.0 P, =45 P, =6.0

Obrazek 4.5: Ptiklady feSeni rovnovaznych tvart kapek pro rtzné hodnoty P, pro vazbu
s volbou r, = 0,952.

Stejné jako u kapek na stropé nas u kapek na kohoutku bude zajimat zavislost V = f (P,), ze
které néasledné ur¢ime hodnotu kritického objemu V.. Tato zavislost je vynesena v grafu 4.6.
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Py

Obrazek 4.6: Zavislost V = f (P, ). Kazdy bod reprezentuje jedno feseni visici kapky na kohoutku
s polomérem r, = 0,952.

Ze zavislosti 4.6 lze opét urcit interval stability, ktery je zde P, € (0,0;2,67) s hodnotou kritic-
kého objemu V. = 4,95. Protoze polomér kohoutku r, je dlleZity parametr, ktery ur¢uje jednak
vazbu kapky ke kohoutku a jednak se od ného odviji hodnota ptitoku Q, bude nas nyni zajimat
jakym zptisobem ovliviiuje hodnota r, zavislost V = f(P,). Vypocet provedeme jesté jednou
s volbou napftiklad r, = 0,5. Vysledny graf ukazuje obrazek 4.7.
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Obrazek 4.7: Zavislost V = f (P, ). Kazdy bod reprezentuje jedno feseni visici kapky na kohoutku
s polomérem r, = 0,5.

Je vidét, Ze sniZeni polomeéru r, se projevi v prvé fadé zmeénou hodnoty kritického objemu V.,
ktery vyrazné poklesl na 2.39. Zaroven ale pozorujeme, Ze interval stability v P, jiZ neni
definovan jako v predeslém pripadé pomoci minimalni a maximalni hodnoty. Tentokrat jako
stabilni Ize oznacit pouze stavy na kiivce pred dosazenim kritické hodnoty obejmu V.. Tato
kritickd hodnota pro nés pozdéji bude velmi dilezita, protoze jako vstupni data do dynamického
kapalinového modelu budeme pouzivat kapku s kritickou hodnotou nebo hodnotou bliZici se
kritické hodnoté na stabilni ¢asti ktivky V = f (P, ). Totéz plati i pro predesly piipad s r, = 0,952.

4.2 Dynamicky kapalinovy model (FDM)

Z teSeni rovnovaznych stavt jsme ziskali vstupni data do dynamického kapalinového modelu,
ktery zkrdcené oznacujeme jako FDM (z angl. Fluid Dynamical Model). Uvazujeme tedy kapku
visici na kohoutku poloméru r,, jejiz objem je roven kritickému objemu V.. Tento tvar je zvolen
proto, Ze se jednd o kapku, ktera je tésné pred prechodem k nestabilité a jeji vyvoj do okamziku
odtrzeni tak bude nejkrats$i. Vstupni tvar rozdélime na M disku. Kazdy takovy disk bude popsan
pomoci soutadnice z;, rychlosti z; a hmotnosti m;, kde j € (1; M). Rozdélenti je realizovéno tak,
Ze vSechny disky budou mit stejnou délku As métfenou podél tvaru kapky, v nasem ptipadé
As = 0,08. Hmotnosti jednotlivych disk{ ziskdme jako m; = pA&;. ProtoZe ale uvaZujeme
p =1, Ize vyraz zjednodusit na m; = AE;.

4.2.1 Lagrangian diskretizovaného systému kapky

Lagrangian systému kapky sloZené z M disku zapiSeme ve tvaru
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L=E—U, - Uy, (4.9)

kde E, je celkova kineticka energie kapky, U, je jeji celkovd potencidlni energie a Uy jeji energie
povrchova. Proménné v systému jsou definovany podle obrazku 4.2. Kinetickou energii E;
vyjadiime jednoduse jako sumu kinetickych energii jednotlivych disk( vztahem

1 .
E, = EZIIAngjZ. (4.10)
]:
Potencialni energii U, zapiSeme opét jako sumu potencidlnich energii jednotlivych disk{i vztahem
M
U, =-8 Y ALz, (4.11)
j=1

Jako posledni potfebujeme znat vyraz pro povrchovou energii Uy.. ProtoZe ptresny vyraz je znacné
slozity a obsahuje derivace vys$ich fadt v prostorovych soufadnicich, budeme povrchovou
energii aproximovat vyrazem

U. =TS, (4.12)

kde S je vyjadtuje celkovou plochu kapky. Tuto plochu budeme podle [4] pocitat jako sumu
dil¢ich ploch S;. Plochu S; v intervalu ((z;; +2;)/2; (z; + 2;_1)/2) vyjadiime jako obsah plasté
komolého kuzelu a po upravach dostaneme

1
S; = 7T(7”j + rj+1)\/Z(Zj+1 - Zj—1)2 + ("j - ’”j+1)2- (4.13)

Problematickymi misty jsou disky j =1 a j = M. V piipadé j = M nelze dosadit r;,; ani z;,,.
Vime ale, ze hodnota z,, — 2,,_; je velmi mala, a proto budeme vyjadiovat S,, jako obsah kruhu
s polomérem r,, rovnici

Sy = nrf,[. 4.14)

V pripadé disku j = 1 plati vztah (4.13) pouze pokud z; =| 2, |, kdy pro horni hranici plochy S,
plati

29+ 2

5 = 0. (4.15)

S rostoucim Casem se ale tato hranice posunuje rychlosti v; do kladnych hodnot, protoZe pak plati
2, >| 2, |. V celkové plose S by tak chybél prave usek mezi nulou (hranice kohoutku) a hranici
plochy S;. Vzorec (4.13) proto muzeme pouZit pouze pro vypocet ploch diska j € (2; M — 1).
Plochu S, pak vypocteme v intervalu ((z, + 2;)/2;0) obdobnym vzorcem
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s 1 1
Sy =mn(r + ra)\/(rl —r)? 2% + 5(37”1 + rz)\/Z(rz —r)?+ 4_}(22 —2)% (4.16)

kde r, reprezentuje polomér kohoutku. Dosadime rovnice (4.13), (4.14) a (4.16) do rov-
nice (4.12) a pro vypocet celkové plochy S obdrzime vyraz

M-1
S =81(rj 741,25, 3541) + Z Si(rj,1i415%i-1,%,%j341) + Sy (rar). (4.17)
=2

Poloméry jednotlivych diskii r;, které vystupuji ve vypoctech dil¢ich ploch, nejsou konstantni, ale
jsou funkci soufadnic z;. Objem A& se pro kazdy disk zachovdvd, ale soucasné vime, Ze se disky
v rtiznych ¢astech kapky budou pohybovat riiznymi rychlostmi, a proto i vyska kazdého disku
%z; — z;_; se bude ménit, a tim pddem se bude ménit i jeho polomér. Polomér diskii vyjadfime
jako

o A—§] (4.18)
n(z; —2j_1)

Problematickym mistem je disk j = 1, protoze pted zacdtkem simulace posuneme hodnoty z;
tak, ze plati 2, < 0 <2, <z; ... <zy,ahodnota z, ndm poslouzi jako horni okrajovd podminka,
kterd bude presnéji definovana déle. K vypoctu poloméru r; tedy vyuzijeme pouze ¢ast objemu
A&, ktera se nachazi v intervalu (0; z,), protoze polomeér pod hranici kohoutku mé konstantni
hodnotu r,, ziskdme r; podle rovnice

_ 2
]"1 — \/Agl TCra | ZO |' (4'19)

%

Dosazenim (4.18) a (4.19) do (4.17) ziskame vyraz pro vypocet celkové plochy S zavisly pouze
na soufadnicich z;

M-1

S =51(%j-1,%,2j41) + Z Si(2j-1,%j,%j11) + Sy 2y, 2y-1)- (4.20)
=2

Lagrangidn naseho diskretizovaného systému kapky ma vysledny tvar

1 M M
— 22
L _EZAgjzj +gZIIAgjzj—rs. (4.21)
j= j=
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4.2.2 Pohybové rovnice

Nyni zndme Lagrangidn diskretizovaného systému kapky. Pohybové rovnice ziskdme z Lagrange-
ovy rovnice

d 8L_8L+18Ek 4.22)
dt oz, 0z, 20z '
kde posledni ¢len vyjadruje disipativni funkci, kterd ndm udava vliv viskozity na chovani systému.
Disipativni funkce je podle [4] dana rovnici

B = Z G =2 )R (4.23)

Reseni rovnice (4.22) provedeme nésledujicim zptisobem. Nejprve vypo¢teme derivace na pravé
strané a vysledek zapiSeme jako

INT: —aL+1aE" (4.24)
gfzf_a 2 0%, '

Protoze derivace na pravé strané by bylo velmi zdlouhavé pocitat ru¢né a také velmi nachylné
na chyby, vyjadiime zrychleni Z; jako

1 (oL %, 105, 425)
Ehn é’ 2 82 )

kde derivace na pravé strané budeme pocitat pomoci baliku SymPy na zacatku simulace a
také v pripadé, ze se zméni pocet diskit M (napiiklad zvysi ptritokem z kohoutku). Ziskdme tak
soustavu M diferencidlnich rovnic druhého fddu. Abychom ji mohli numericky tesit, prevedeme
ji na soustavu 2M diferencidlnich rovnic prvého raddu

z]‘:Vj

1 (oL i 10, (4.26)
ERNG 29y,

Dale je jesté tfeba specifikovat horni okrajovou podminku systému. Vime, ze kapalina z kohoutku
pritékd konstantni rychlosti v,, a tim padem i disk M = 0 se pohybuje bez zrychleni rychlosti v;,.
Soustavu tedy upravime do vysledného tvaru

Zo =V,
Vo=0
Z; =V, 4.27)

, 1 8L+18Ek
ViT AEJ 2 0v;
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4.2.3 Simulace vyvoje v Case

Soustavu rovnic (4.27) neni mozné fesit analyticky, protoze vSechny rovnice jsou vzajemné pro-
vazané. Je tedy nutné pouzit nékterou z numerickych metod feSeni obycejnych diferencialnich
rovnic. My k tomuto tcelu vyuzijeme Dormand-Pricovu metodu s adaptivnim krokem, ktera
byla podrobnéji popsdna v kapitole 2.6.3. Pouziti pravé této metody md nékolik vyhod. Prvni
vyhodou je, Ze itera¢ni krok je adaptivné prizptisobovan aktudlnim potfebam vypoctu, coz vede
ke spolehlivéjsim vysledkiim, a druhou vyhodou je, Ze tato metoda je hojné implementovana
v knihovnéch a vypocetnich balicich riznych programovacich jazyku a jeji pouziti je tak mnohem
pohodlnéjsi.

V programovacim jazyce Python se k numerickému reSeni obycejnych diferencidlnich rovnic
vyborné hodi ndstroje obsazené v knihovné SciPy, jejiz soucasti je i vySe zminénd Dormand—
Princova medota s Sirokymi moznostmi nastaveni.

K samotné simulaci byl vytvoren program v jazyce Python, ktery je soucasti priloh. S pouzitim
tohoto scriptu provedeme ukazkovy ptiklad simulace s nastavenymi parametry

r, = 0,943

Vo = 0,01

h=0,01 (4.28)
1n = 0,002,

kde r, je polomér kohoutku, v, je rychlost pritoku kapaliny, h je velikost itera¢niho kroku a 1) je
viskozita kapaliny, ktera pri prepoctu do skutecnych jednotek odpovida viskozité vody pti 20°C.

Béhem simulace se postupné zvysuje pocet diskit M jednak pritokem kapaliny z kohoutku a
jednak délenim diska. Déleni se provadi v piipadé, Ze néjaky disk se pfili§ protdhne v soufadnici
z a naopak smrsti v souradnici r (protoZe jeho objem se zachovava). Takovy disk je rozdélen
na dva tak, aby prostorova derivace rychlosti mezi disky zustala zachovana. Déleni provadime
proto, aby byla zajiSténa ptresnost simulace i mistech, kde se tvar kapky stava postupem simulace
komplikované;jsi.

Postupné zvy$ovani poctu diskt s sebou logicky nese vétsi vypocetni naro¢nost k provedeni
numerického feSeni. Vypocetni ndro¢nost zaroven nartstd s tim, jak se tvar kapky komplikuje.
Nasledkem toho jsme béhem simulace narazili na velmi vyrazné zvySeni ¢asu potfebného
k vypoctu jednoho numerického feseni v jednom itera¢nim kroku. Potfebny cas rostl az do té
miry, ze z pavodnich maximélné desitek sekund potiebnych k vypoétu jednoho kroku tento ¢as
narostl az do radu nékolika hodin. Vysledky provedené simulace, které ukazuje graf na obrazku
4.8, jsou z tohoto dtivodu zobrazeny pouze do okamziku ¢t = 11,2, kdy se kapka za¢ne vyraznéji
urychlovat a protahovat. Nasledkem toho se jeji tvar komplikuje a pocet potfebnych diskt
v simulaci roste az fadové. Z tohoto diivodu bylo prakticky nemozné na dostupném hardwaru
(pouze bézny stolni pocitac) efektivné pokracovat v simulaci.
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Obrazek 4.8: Vysledky simulace FDM provedené s parametry r, = 0,943; v, = 0,01; h=0,01 a
1 = 0,002. Jednotlivé grafy ukazuji tvar formujici se kapky v riznych ¢asech béhem simulace.

Presto se podarilo potvrdit, Ze soustava diferencidlnich rovnic pouzita pfi simulaci spravné
popisuje chovani kapky, coz muzeme ovérit srovndnim se simulaci provedenou v [4]. Vysledky
této srovnadvaci simulace ukazuji grafy na obrazku 4.9, kde pozorujeme velmi podobny vyvoj
tvaru kapky v zdvislosti na ¢ase. Parametry obou simulaci jsou shodné az na polomér kohoutku
1., ktery v nasSem pripadé byl zvolen r, = 0,943 a v ptipadé srovndvaci simulace r, = 0,952.
Z tohoto diivodu pozorujeme u srovnavaci simulace nepatrné rychlej$i formovéni kapky, protoze
pritok kapaliny z kohoutku je vétsi.

Na zdkladé zjisténych poznatkd o moznostech naseho modelu budeme jeho vyvoj sméfovat
k lep$i optimalizaci vypoctu a sniZeni jeho ¢asové ndrocnosti. Jiz nyni 1ze navrhnout nékolik
moznych pfistupt jak optimalizace dosdhnout. Logickym postupem je paralelizace numerickych
vypo¢tt, naptiklad pouzitim knihovny multiprocessing v jazyce Python. Jako je$té lepsi se
jevi implementace ndmi ovéreného modelu v jazyce C++ a paralelizace vypoctu s vyuzitim
technologii CUDA nebo OpenCL pro paralelni vypocty na grafické karté, protoze dne$ni grafické
karty jiz dosahuji vypocetnich vykont v fddech nékolika tisic GFLOPS a jsou tak srovnatelné
s nékterymi starSimi superpocitaci.
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Obrazek 4.9: Vysledky srovndvaci simulace FDM provedené s parametry r, = 0,952; v, = 0,01;
h = 0,01 a n = 0,002. Jednotlivé grafy ukazuji tvar formujici se kapky v ruznych ¢asech béhem
simulace. Pfevzato z [4].

4.3 Modifikovany Mass—spring model (MSMM)

Jednodu$sim typem modelu kapajiciho kohoutku, ktery se 1épe hodi na simulace dlouhodobého
vyvoje, je Mass—spring model. Ten modeluje chovani kapky jako zavazi s ménici se hmotnosti na
pruziné. Podoba origindlniho modelu, ktery navrhl Shaw [15], je urcena rovnicemi (4.1). Na
jeho zdkladé navrhli K. Kiyono a N. Fuchikami vylepSeny model [11] popsany rovnicemi

dp dz

prie —kz — YL +mg

dp d?z dz dm (4.29)
ac "M " (a‘%) a’

ktery budeme zkracené oznacovat MSMM (z angl. Mass—spring model modified). Abychom mohli
s rovnicemi (4.29) déle pracovat a numericky je fesit, prepiSeme je do tvaru

—kz—yz+mg=mi+ (2—-v)Q, (4.30)

kde Q je hodnota ptitoku z kohoutku definovana rovnici

dm

E =Q= nrfvo. (4.31)
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Rovnici (4.30) déle upravime a vyjadiime ji do podoby funkce Z = f(2,z). Dostaneme tak vyraz
1
F=g— - [kz+72+(2—v)Q] . (4.32)

Abychom mohli provést numerické feseni rovnice (4.32), musime ji prevést na soustavu obycej-
nych diferencidlnich rovnic prvého fadu

Z=v
1 4.33
v=g—a[kz+}/v +(v —v)Q], ( )

kde vystupuji parametry k a v, jejichz hodnoty maji vyrazny vliv na chovani simulace. Parametr
k reprezentuje tuhost uvazované pruziny a y je tlumici konstanta, ktera je béhem simulace
konstantni s hodnotou y = 0,05. Tuhost pruZiny k se odviji od aktudlni hodnoty hmotnosti m.
Jejich vzdjemny vztah vyjadfuje rovnice

0 (m>4,61). (439

0 {—11,4m +525  (m<4,61)
Je vidét, ze k je pred dosazenim kritické hodnoty hmotnosti na hmotnosti zavislé a po jejim
prekroceni klesd na nulu. Toto lze velice jednoduse vysvétlit tak, ze kapka s vyssi hmotnosti
nez kritickd presla k nestabilité a jeji hmota pak podléhd volnému padu. Zavislost k pred
prekro¢enim kritické hodnoty je odvozena z experimentt a simulaci slozitéj$ich modela [4].
Pro potreby simulace byl opét vytvoren jednoduchy objektovy script v jazyce Python, ktery
je obsahem pftiloh k této praci. Pti vypoctu jsou nejprve nastaveny pocate¢ni podminky a dalsi
parametry. Jedno z moznych nastaveni, na kterém budeme demonstrovat pribéh a vysledky
simulace, je r, = 0,916; m, = 4,61; 2 =2, =2,0; v =v,=0,12; g = 1,0, y = 0,05; 2. = 5,5;
kde r, reprezentuje polomér kohoutku, m, pocatecni hodnotu hmotnosti, kterou zvolime
rychlost pritoku kapaliny z kohoutku, ktera je hlavnim regulovanym parametrem, g je gravitacni
zrychleni, y tlumici konstanta a z. je hodnota, pti které dojde k odtrzeni kapky. Hodnota z. je
V momenté kdy dojde k odtrzeni, je nutné snizit hmotnost m. Odtrzeni neprobéhne tak, ze
by se oddélila veskera hmotnost, ale ¢ast vzdy zustane. Ukazuje se, Ze doposud nejlépe odpovida
skute¢nosti vztah

m, =0,2m+0,3; (4.35)

kde m, vyjadfuje hmotnost, kterd po odtrzeni zustédva. Pro rychlost a souradnici tézisté po
odtrZeni bude platit

= =% (4.36)
V=
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Provedeme tedy simulaci pro rtizné hodnoty v, s pouzitim zminénych parametrt v rozsahu
t € (0;1000) pti iteracnim kroku h = 0,01 a déle budeme studovat jeji vysledky.

4.3.1 Intervaly odrzeni

Pii prvnim pohledu na vysledky simulaci nas bude zajimat, jaké jsou intervaly odtrzeni kapky;,
které oznacime T,, a jakd je ptipadna zavislost a vliv riznych hodnot v, na intervaly odtrZeni.
Do grafu vyneseme hodnoty T, = t,—t,_;, které ndm tak uddvaji ¢asy mezi po sobé jdoucimi od-
trzenimi, n oznacuje poradi kazdého odtrzeni. Jako ukazku pouzijeme vysledky pro v, = 0,146,
vy = 0,169, v, = 0,175. Vysledné zavislosti jsou zobrazeny v grafech na obrazku 4.10.

vy =0.146 vy =0.169 vy =0.175

14 11.0
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9.5F

9.0f
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8.0 f

781

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 0 20 40 60 80 100 120 0 20 40 60 80 100 120 140

n n n
Obrazek 4.10: Srovnani intervald odtrZeni pro rizné hodnoty v,.

Je dobre patrné, ze zvolend hodnota v, md na chovani systému velky vliv. Zatimco pti v, = 0,146
muZeme pozorovat neperiodické chovani s v podstaté rovnomérné rozlozenymi hodnotami T,
v ur¢itém intervalu, u vy = 0,169 a v, = 0,175 je vidét chovani periodické, kdy jsou hodnoty T,
soustredény u dvou nebo vice hodnot.

4.3.2 Zpracovani stavového portrétu

Stavovy portrét zobrazime ve stavovém prostoru soutadnic z, ¢ a m nejprve z vysledkt simulace
s vy = 0,146, ktery ukazuje graf na obrazku 4.11. Kazd4 trajektorie v tomto stavovém portrétu
predstavuje jeden cyklus kapky od predchoziho odtrzeni k nédsledujicimu. Trajektorie zacinaji
v grafu dole, kde hmotnost kapky m tésné po odtrzeni je mald a po zuzujici se trajektorii
spirdlovitého tvaru pokra¢uji smérem vzhuru s konstantné rostouci homotnosti m. Z grafu je
patrné, Ze tézisté kapky, jehoz poloha je ddna soutadnici z, se nepohybuje pouze jednim smérem,
ale osciluje. Stejné tak hodnota rychlosti 2 se méni mezi kladnymi a zapornymi hodnotami.
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Obrazek 4.11: Stavovy portrét vysledkt simulace pro v, = 0,146.

Pro ziskdni lepsi pfedstavy o povaze pohybu téZzisté kapky v soutadnici z, vyneseme do grafu
pouze pramét stavového portrétu do roviny 2 = 0. TotéZ provedeme i pro prumét do roviny

z = 0. Tato zobrazeni ukazuje graf na obrazku 4.12.

il
.
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2 3

z

1*2 -1 0 1

Obrazek 4.12: Priméty stavového portrétu do rovin z = 0 (levy) a z = 0 (pravy) z vysledka

simulace pro v, = 0,146.
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Z grafu na obrdzku 4.12 jsou oscilace stavovych proménnych z a z dobie patrné. Je vidét, ze z
po vétsinu casu simulace osciluje mezi zruba stejnymi hodnotami az do okamziku kdy hmotnost
presdhne m = 4,61 a tuhost pruZziny k klesne na nulu. Kapka v tomto okamziku za¢ind padat
volnym padem. Oscilace 2 se postupné utlumuji az do momentu, kdy m = 4,61, poté rychlost
zacind rust se zrychlenim g = 1.

Dale zobrazime tzv. Poincarého mapu, ktera nam poskytne dobrou predstavu o atraktoru
systému ve vybrané oblasti. Poincarého mapa je prinik trajektorii do zvoleného prostoru s nizsi
dimenzi. V nasem ptipadé nés bude zajimat prinik do roviny z = 5,5 tedy v okamziku odtrZeni.
Tuto mapu ukazuje graf na obrazku 4.13.
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Obrazek 4.13: Poincarého mapa v momenté odtrzeni z = 5,5 pro vysledky simulace v = 0,146.

Vidime, Ze hmotnost jednotlivych kapek v momenté odtrzeni mize byt zna¢né rozdilna a stejné
tak i jejich rychlost miiZze nabyvat riznych hodnot. Atraktorem je tedy plocha, jejiz pranik do
roviny z = 0 tvofi ktivku, na které se kumuluji body v momenté odtrzeni. Jak mtizeme vidét
naptiklad z grafu na obrdzku 4.11, tato plocha s rostouci hmotnosti m zna¢né méni svij tvar.

Pro srovndni si jeSté zobrazime stavovy portrét vysledkta simulace s periodickym chovanim,
napiiklad pro v = 0,175. Tento stavovy portrét je zobrazen v grafu na obrazku 4.14.
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Obrazek 4.14: Stavovy portrét vysledkt simulace pro v, = 0,175.

Vidime, Ze jsou trajektorie i zde kumulovany ve stejné oblasti stavového prostoru jako v pred-
chozim ptipadé, ale tentokrat na periodicky se opakujicich kfivkdch limitnich cykla.

4.3.3 Zpracovani bifurkac¢niho diagramu

Bifurka¢nim parametrem v systému kapajiciho kohoutku je rychlost ptitoku v,. Ukazuje se, Ze
praveé rychlost pritoku urcuje, zda chovani kapajiciho kohoutku povede v dlouhodobém métitku
k chaosu ¢i nikoli.

Zpracovani bifurka¢niho diagramu provedeme tak, Ze ve zvoleném intervalu v, budeme
simulovat MSMM vzdy pro jednu hodnotu v,, a timto zptisobem projdeme cely interval. Takovy
vypocet je ¢asoveé velmi ndro¢ny, je proto tfeba rozumné zvolit tiroven diskretizace intervalu v,.
Vhodnym ptistupem bude provést nejprve simulaci na vét$Sim intervalu s vétSim krokem Av,. Ze
ziskanych dat sestrojit bifurkac¢ni diagram zavislosti interval@ odtrzeni T, na rychlosti pfitoku v,,.
Z grafu na vétSim intervalu vybrat zajimavé tiseky, a ty poté zpracovat ve vétsim rozliSeni. Graf
na obrazku 4.15 ukazuje zobrazeni v mensim rozliSeni na intervalu v, € (0,01;0,25) s krokem
Avy=2,5-10""
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Obrazek 4.15: Bifurka¢ni diagram MSMM pro v, € (0,01;0,25) s rozli§enim Av, =2,5-107%.

Z grafu 4.15 je vidét, ze v nékterych oblastech dochazi ke zdvojovani period T, a poté naopak
ptleni period. S rostouci hodnotou v, je tento efekt stdle vice patrny. Naopak je zfejmé Ze
s klesajici rychlosti v, se intervaly odtrzeni limitné bliZi k nekonec¢nu.

Pro zpracovani ve vét$im rozliSeni jsme vybrali interval v, € (0,13;0,18) a vypocet provedli
s krokem Av, = 5,0-107°. Bifurka¢n{ diagram vybraného regionu ukazuje obrdzek 4.16.

Yo

Obrazek 4.16: Bifurka¢ni diagram MSMM v rozsahu v, € (0,13;0,18) s rozliSenim
Av,=5,0-107".
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4.3.4 Urceni korelacni dimenze

Stejnym postupem jako v pripadé Lorenzova atraktoru urcime korelacni dimenzi pro vysledky
simulaci MSMM s nékolika rozdilnymi hodnotami v,. Obrazky 4.17 a 4.18 ukazuji vybrané
dva grafy téchto zpracovani, konkrétné pro v, = 0,140 a v, = 0,155. Tabulka 4.1 pak obsahuje
kompletni vypis uréenych korelac¢nich dimenzi d i jejich absolutni chyby.

v =0.14, d =(1.462 +0.043)

3.0

20
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00 2 - 1 1 2
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Obrazek 4.17: Urceni korela¢ni dimenze pro vysledky simulace s v, = 0,140.

vy =0.155, d =(1.315 +0.055)
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Obrazek 4.18: Urceni korela¢ni dimenze pro vysledky simulace s v, = 0,155.
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Vo d od
0,140 1,462 0,043
0,143 1,409 0,048
0,148 1,407 0,042
0,150 1,774 0,035
0,155 1,315 0,055
0,159 1,474 0,042
0,165 1,737 0,044
0,169 1,384 0,048
0,175 1,203 0,050
0,178 1,068 0,039

Tabulka 4.1: Korela¢ni dimenze pro rizné hodnoty v,,.

Kdyz postavime proti sobé vysledky v tabulce 4.1 a bifurka¢ni diagram v grafu 4.16, vidime,
Ze existuje zjevna souvislost nizsich hodnot korela¢ni dimenze d s niz$im poctem limitnich
cykla T,. Jinymi slovy, korela¢ni dimenze je niz$i pro simulace, kde se objevuji stabilni feSeni, a
naopak vyssi pro reSeni vykazujici chaotické chovani, jako naptiklad pro v, = 0,150. V ramci
stabilnich feSeni navic s rostoucim v, pozorujeme pokles hodnot korela¢ni dimenze d.

4.3.5 Urceni maximalnich Lyapunovovych exponentt

K ur¢eni maximdlnich Lyapunovovych exponentt pro model MSMM vyuzijeme nastroj lyap _k
z programového baliku Tisean. Tento ndstroj pracuje na zdkladé tzv. Kantzova algoritmu, ktery
pocitd funkci S(An) tak, Ze zjituje primérnou vzddlenost mezi bodem s, a body v urcitém
okoli R(s,, ) pro postupné rostouci diskrétni ¢as An. Nasledné tyto hodnoty zlogaritmuje a kviili
snizeni vlivu fluktuaci zpriuméruje ptes vSechny hodnoty s, [12]. Vyslednd funkce ma tvar

1< 1
S(An): N Zh’l m Z |Sn0+An — Su+An | . (437)
n0:1 Mo SHER(SnO)

Do grafu vyneseme zavislost S(An), kde ndm smérnice pfimky fitované v linedrni ¢asti zavislosti
bude udavat maximalni Lyapunoviiv exponent.

Urceni maximalnich Lyapunovovych exponentti provedeme na vysledcich simulace MSMM
pro v, = 0,146. Nastroj lyap k z baliku Tisean spustime ptrikazem

lyap k data.dat -M3 -m3 -d8 -s200 -o "lyap.res",
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kde dulezité jsou parametry -m uddvajici minimalni dimenzi vnofeni, -M maximélni dimenzi
vnoteni, -c pouzity sloupec ze vstupnich dat, -o udava nazev vystupniho souboru s vysledky a -s
uddva pocet iteraci An. Podrobnéjsi popis tohoto nastroje a vSech jeho parametrti je uveden na
adrese:

www.mpipks-dresden.mpg.de/~tisean/Tisean_3.0.1/index.html
Urc¢eny maximdlni Lyapunovav exponent A, je roven

Amax = (0,01000 % 0,00017). (4.38)

Vidime, ze A, je kladny, coz ukazuje na chaotické chovani v systému. Graf na obrazku 4.19
ukazuje zpracované a nafitované zavislosti S(An).

Ay = (0.01000 -£0.00017)

i L L L
8O 50 100 150 200

An

Obrazek 4.19: Urceni maximélniho Lyapunovova exponentu. Fitovana linedrni oblast je v grafu
zvyraznéna body.
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5. Model kapajiciho disku

"Computer science is no more about computers than astronomy is about telescopes."
Edsger Dijkstra

Model kapajiciho disku je moZznym vysvétlenim nepravidelného chovani nékterych systémi
s akre¢nim diskem pozorovanych astronomy.

Jedna z prvnich praci zabyvajicich se touto problematikou byla prace autort Karla Younga
a Jeffrey Scargleho [25]. Autofi zde navrhli tzv. model odkapdvajictho hrani¢niho prstence
(v anglickém origindle dripping handrail), ktery je podle anglického nazvu oznacovan jako DHR.
Jedna se o jednoduchy deterministicky model, ktery uvazuje vnitini okraj akre¢niho disku jako
prstenec rozdéleny na jednotlivé burnky. Tyto bunky jsou vzajemné provazané a proud hmoty
bunkami zavisi na zvolenych parametrech I" (difuzni koeficient) a «w (akre¢ni koeficient). Tento
model je popsan rovnicemi [25]

Pl =[p  +T(p +p™ —2p)) + w] mod 1, (5.1)

kde pfl reprezentuje hustotu hmoty v i—té bunce v ¢ase n. U kazdé bunky je sledovana kriticka
hodnota hustoty hmoty v bunce. Po ptrekroceni této kritické hodnoty dojde k odkdpnuti hmoty
z této bunky a k ndslednému resetovani hustoty v buiice na ptvodni zvolenou hodnotu. Protoze
hmota z disku odkapava, patfi tento model mezi disipativni.

Young a Scargle tento model vyuZili k modelovani fluktuaci u mdlo hmotnych rentgenovych
dvojhvézd (LMXBs z angl. Low Mass X-Ray Binaries) naptiklad Sco X-1. Predpokladali, Ze zmény
svételné kiivky jsou zptisobeny pravé odkapavanim zahfatého plynu z vnitfniho okraje akre¢niho
disku na centrdlni téleso. Zatimco difuze vyhlazuje distribuci hmoty v butikach, odkapdvdni
hmoty opét zvySuje nehomogenitu rozlozeni hmoty:.

5.1 Model kapajiciho disku z MSMM

V predchézejicich kapitolach jsme popsali a realizovali fungujici modifikovany mass—spring
model kapajiciho kohoutku. V. mnoha ohledech je tento model podobny jedné uvazované bunce
ve vySe zminéném modelu DHR. Funkci limitni kritické hodnoty zastdva kritickd hodnota
2., v nasem pripadé nastavend na z. = 5,5. Také zde probihd shromazd’'ovani hmoty, kterou
kvantifikujeme nikoli pomoci hustoty p ale pomoci hmotnosti m. Uvazujeme ptitok do kohoutku
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Q, ktery je v ptipadé modelu DHR rozdélen mezi akreci a difuzi. Zaved'me tedy rozsifeni MSMM
s nekonstantnim ptitokem Q.

Uvazujme disk slozeny z N bunek. Kazdd tato bunka pfedstavuje jeden model MSMM
popsany soustavou obycejnych diferencidlnich rovnic

=,

1 5.2
flizg—g[kzi-i-}’vi-i-viQ], ( )

kde i € (1,N) a clen v,Q jsme podle [11] zanedbali. Pfitok Q uz nebude mit konstantni hodnotu
zavislou na rychlosti ptitoku a poloméru kohoutku, ale bude sou¢tem mnozstvi hmoty pridaného
procesem akrece a procesem difuze mezi bunikami. MiZzeme tedy psét

Q=A +D, (5.3)

kde A je pritok hmoty akreci a D je pritok hmoty difuzi. Pfitok hmoty akreci budeme v nejjedno-
dussim ptipadé povazovat za konstantni a pritok hmoty difuzi bude zavisly na gradientu hmoty
mezi jednotlivymi bunkami. Celkovy pritok bude mit tvar

Q=A + D(m;_y, m;,m; ). (5.4)

Dale tak miZeme rovnici (5.2) pfepsat do tvaru

i =V

. 1 (5.5)
Vl- == g —_ E [kzl + le‘ + ViA + Vl'D(mi_l, ml', mi+1):| .

1

Protoze jsou bunky usporadané v prstenci, sousedi s bunikkou i = 1 bunika i = N, takZe musime
soustavu (5.6) dale prepsat do tvaru

2=V

) 1
V,=g— — [kz, + vy + VA + v, D(my, my,m,)]
1

i =V

| 1 (5.6)
Vi=8— H [kzi +vv; +vA +v,D(m;_;, m;, mi—i—l)]

Zy =V

) 1
V=8 — — [kzy +yvy + WA +vyD(my_q,my,my)] .
N
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Presny tvar funkce popisujici difuzi hmoty D zatim urcen nebyl, ale jeho volba bude mit velky
vliv na chovdni simulace, protoze proces difuze funguje jako vyhlazovaci mechanismus rozloZeni
hmoty. Tim pddem bude mit vliv i na intervaly odkapavani hmoty z jednotlivych burnek a
v neposledni fadé na vyslednou modelovou svételnou ktivku. Nalezeni presného tvaru difuzni
funkce pro modifikaci MSMM jako odkapdvajiciho disku bude jednim z cild na$eho dal$iho
studia v oblasti modelovani nelinedrnich procest v akre¢nich discich a porovnéni vysledki
téchto modeld se skute¢nymi daty.
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6. Zaver

"The drops of rain make a hole in the stone, not by violence, but by oft falling."
Lucretius

V této praci jsme se vénovali popisu riznych nelinedrnich modelt kapajicitho kohoutku a jejich
moznych modifikaci na model kapajiciho disku, ktery by mohl pomoci vysvétlit nepravidelné
fluktuace objevujici se ve svételnych kfivkdach nékterych astronomickych zdrojt. Podaftilo se
vytvorit sadu dobfe pouzitelnych skriptii v jazyce Python, pomoci kterych tyto modely lze
simulovat.

Konkrétné se jednd o dynamicky kapalinovy model(FDM) a modifikovany mass—spring
model(MSMM). Pro pottfeby vypoctu vstupnich dat modelu FDM, kterymi jsou rovnovdzné stavy
kapek, byl vytvoten skript na jejich fe$eni. Ten by navic bylo mozné vyuzit i k vypoétim rovno-
vaznych stavi kapalin s jinymi parametry nez v této praci a tim padem naptiklad k porovnavani
s nejruznéj$imi experimenty. Samotny model FDM umoznuje provadét simulace s riznym stup-
ném diskretizace systému a nastavovat mnoho parametrt simulace. Dal$im planovanym krokem
pii vyvoji tohoto modelu je paralelizace vypoctu, naptiklad vyuzitim knihovny multiprocesing
pro jazyk Python nebo jesté 1épe s pouzitim technologie CUDA ptipadné OpenCL pro paralelni
vypocty na grafické karté. Tim by se dosdhlo znacného zrychleni vypoctu, protoze jak se ukazalo
vypocetni naro¢nost simulace velmi vyrazné roste s rostoucim poc¢tem diskt v simulaci.

Dale byl vytvoren relativné jednoduchy script na feSeni modelu MSMM. Analyzou vysledki ze
simulaci dlouhodobého vyvoje MSMM jsme ziskaly nékteré charakteristické invarianty systému
kapajiciho kohoutku popsaného timto modelem. Byl sestrojen bifurka¢ni diagram na relativné
velkém rozsahu rychlosti ptitoku v, s velmi dobrym rozliSenim Av. Na zdkladé tohoto diagramu
je mozné dobre sledovat chovani modelu kapajictho kohoutku v zavislosti na zvoleném v, a
rozliSovat tak oblasti se stabilnimi a nestabilnimi fe$enimi intervalt odtrhdvani kapek T,. Je
vidét, ze vysledky simulaci se dobfe shoduji s vysledky uvadénymi v literature [4][11].

V paté kapitole byl prezentovan ndvrh mozné modifikace modelu MSMM do podoby modelu
kapajiciho disku, ktery by mohl popsat chovani nékterych akre¢nich diskd. Tento navrhovany
model bude pfedmétem naseho dal$iho studia na téma modelovani nelinedrnich procest
v akrecnich discich, kde jednou z hlavnich otéazek je tvar difuzni funkce D, kterd urCuje proces
prenosu hmoty mezi jednotlivymi uvazovanymi buiitkami v tomto modelu.

Nékteré vybrané scripty jsou vloZeny v zdvére¢né kapitole Prilohy. VSechny skripty pouZzité
pri zpracovani této prace jsou navic k dispozici v elektronické podobé na adrese:

http://physics.muni.cz/~kveton/

50



O Ny AW =

WowW W W W oW W W W W N NNNNN NN NN B e e e s e e
O 0 N O 1A WN O H O OV 0N U WNH O OV NN AW N = O

7.

PFilohy

7.1 Lorenzuv atraktor

#!/usr/bin/env python
# —x— coding: utf—8 —x—

import numpy as np

import scipy.integrate as integrate
import matplotlib as mpl

from mpl toolkits.mplot3d import Axes3D
import matplotlib.pyplot as plt

class lorenz():

nmn

Reseni Lorenzova atraktoru.

Autor:

Bc.

nmn

def

def

def

Jiri Kveton

__init__(self):

nnon

Inicializace a nastaveni parametru vypoctu.
self.sigma = 10.0

self .R = 28.0

self.b =8.0 / 3.0

diff system (self, state, t):

nnn

System diferencialnich rovnic Lorenzova atraktoru.

dxdt = np.zeros_like(state)

dxdt[0] = self.sigmax*(state[1] — state[0])

dxdt[1] = self .Rxstate[0] — state[1] — state[O]xstate[2]
dxdt[2] = state[O]xstate[1] — self.bxstate[2]

return dxdt

solve (self , state, t_start, t end, dt):

nnn

Provede reseni v zadanem casovem intervalu.

nn
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40 return integrate.odeint(self.diff system, state, np.arange(t start, t end
, dt))

41

42 def plot(self, data):

43 e

44 Vykresli vyslednou krivku Lorenzova atraktoru.

45

46 fig = plt.figure(figsize=(19.2, 10.8))

47 ax = fig.gca(projection="3d")

48 ax.plot(data[:,0], data[:,1], data[:,2], color="black")

49 ax.set_xlabel ("$x$", fontsize=25)

50 ax.set_ylabel ("$y$", fontsize=25)

51 ax.set_zlabel ("$z$", fontsize=25)

52 ax.w_xaxis.set_pane_color((1.0, 1.0, 1.0, 0.0))

53 ax.w_yaxis.set_pane_color ((1.0, 1.0, 1.0, 0.0))

54 ax.w_zaxis.set_pane_color ((1.0, 1.0, 1.0, 0.0))

55 plt.savefig("lorenzuv_atraktor.png")

56 plt.close(fig)

57

ss] if (_name =’ main__’):

59 Ir = lorenz ()

60

61 #nastaveni pocatecnich podminek

62 init_state = np.array([10.0, 10.0, 10.0])

63

64 #reseni Lorenzova atraktoru

65 data = lr.solve(init_state, 0.0, 100.0, 0.001)

66

67 #vykresleni krivky Lorenzova atraktoru

68 Ir.plot(data)

7.2 Logisticka funkce

#!/usr/bin/env python
# —x— coding: utf-8 ——

import os

import numpy as np

import scipy as sc

import math as mt

import matplotlib.pyplot as plt

O 0 N oy AW N

-
(=]

class logistic_function ():

[ININI]

-
-

-
N

Zpracovani bifurkacniho diagramu logisticke funkce.

-
w

Autor:

=
[T

Bc. Jiri Kveton

nnn

def _ init (self):

_= e
N O

-
®
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nnon

Inicializace a nastaveni parametru vypoctu.

nnn

self .dr = 0.001

def solve(self, r=2.6, x0=0.5, count=400):

nnn

Reseni zadaneho poctu kroku pro jednu hodnotu r.

nnn

tmp = []
x = x0
i=1

while (i <= count):
Xx=71 *%x X x (1 — x)
tmp.append ([r, x])
i4=1

return np.array (tmp)

def plot_bifurcation(self):

nmn

Vykresleni bifurkacniho diagramu z vypoctenych dat.
files = os.listdir ("data")
data = np.array ([[0, 0]])

for f in files:
data = np.concatenate ((data, np.genfromtxt("data/"+f, delimiter=",")
[250:]), axis=0)
data = np.delete (data, 0, 0)

fig = plt.figure(figsize=(19.2, 10.8))

ax = fig.gca()

ax.plot(data[:,0], data[:,1], marker="0", markersize=0.6, linestyle="")
ax.set_xlabel ("$r$", fontsize=30.0)

ax.set_ylabel ("$x n$", fontsize=30.0)

ax.set_xlim (2.7, 4.0)

ax.set_ylim(—0.05, 1.05)

ax.grid ()

plt.savefig ("logisticka funkce.png")

if(_name = '_ main__’):

Im = logistic_function ()

#reseni v intervalu r

r = 2.7
while(r <= 4.0):
print "r = "4str(r)

data = Im. solve (r=r)
np.savetxt("data/data_"+str(r)+".csv
r += Ilm.dr

n

, data, delimiter=",")

#vykreslit bifurkacni diagram
Im. plot_bifurcation ()
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7.3 Srovnani numerickych metod resSeni oby€ejnych dife-
rencialnich rovnic

#!/usr/bin/env python
# —x— coding: utf—8 —x—

import math

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
from scipy.integrate import ode

class ode_compare:

nnn

Srovnani presnosti numerickych metod reseni obycejnych diferencialnich rovnic

Autor:

Bc. Jiri Kveton

nmn

def __init__(self):

nmnon

Inicializace a nastaveni parametru vypoctu.

nnon

self .h = 0.1

def euler(self, x0, y0):

nmnon

Eulerova metoda.

x = x0

y =y0

tmp = [[x, y]]

while(x < 7.9):
y += self.h % self.func(x, y)
x += self.h
tmp . append ([x, y])

return np.array (tmp)

def rk4(self, x0, y0):

nnn

Runge—Kuttova metoda 4—teho radu.

x = x0

y =y0

tmp = [[x, y]]

while(x < 7.9):
kl = self.func(x, y)
k2 = self.func(x+0.5%self.h, y+0.5%xself.hxkl)
k3 self.func(x+0.5%self.h, y+0.5%self.hxk2)
k4 = self.func(x+self.h, y+self.hxk3)
y += (1.0 / 6.0) * self.h % (k1 + 2.0 % k2 + 2.0 * k3 + k4)
X += self.h
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tmp . append ([x, y])
return np.array (tmp)

def dopri(self, x0, y0):

nmnon

Dormand—Princova metoda.

x = x0

y =y0

tmp = [[x, y]]

while(x < 7.9):
sol = ode(self.func).set_integrator("dopri5", nsteps=10000)
sol.set_initial value(y, x)
sol.integrate (x+self.h)
y = sol.y
X += self.h
tmp . append ([x, y])

return np.array (tmp)

def func(self, x, y):

nmnon

Srovnavaci rovnice.

nnn

return math.exp(x) + y * math.cos(2.0 * y) + math. sin (x)

def plot(self, data 1, data 2, data 3):

nmnon

Graf srovnani vysledku.
fig = plt.figure(figsize=(19.2, 10.8))
ax = fig.add_subplot(1,1,1)

plt.subplots_adjust(top=0.95, bottom=0.05, hspace=0.08, left=0.05, right

=0.95)

ax.plot(data 1[:, 0], data 1[:, 1], color="blue", linewidth=1.0, marker="
OH)

ax.plot(data 2[:, 0], data 2[:, 1], color="red", linewidth=1.0, marker="o
H)

ax.plot(data 3[:, 0], data 3[:, 1], color="green", linewidth=1.0, marker=
HOH)

ax.set_xlim ([0.0, 8.5])
ax.set_ylim ([—100.0, 4000.0])
ax.set_xlabel ("$x$", fontsize=30)
ax.set_ylabel ("$y$", fontsize=30)
ax.legend ([ "Eulerova metoda", "Runge—Kuttova metoda 4—teho radu",

Dormand—Princova metoda"], loc=2, fontsize=25)
ax.grid ()
plt.savefig ("ode_srovnani.png")
plt.close(fig)

if(_name = ' main__’):
comp = ode_compare ()

#reseni s pouzitim ruznych metod
data_1 = comp.euler (0.0, 1.0)
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dat
dat

#gr

a 2 = comp.rk4 (0.0, 1.0)
a_ 3 = comp.dopri(0.0, 1.0)

af srovnani vysledku

comp. plot(data_1, data 2, data_3)

7.4 Roznovazné stavy kapek

#!/usr/
# —k— ¢

import
import
import
import
import
import
import
from sc

bin/env python
oding: utf—8 —x—

math

0s

time

re

scipy as sp

numpy as np

matplotlib. pyplot as plt
ipy.integrate import ode

from sympy import *
from sympy. utilities.lambdify import lambdify

class s

nnn

hapes:

Reseni rovnovaznych tvaru visicich kapek.

Autor:

Bc.

nnn

def

Jiri Kveton

__init__(self):

nnn

Inicializace a nastaveni parametru vypoctu.
nnn

#nejvyssi pracovni adresar

self.path = "."

#parametry vypoctu

self .P_range = [0.01, 7.0] # interval P

self .P_step = 0.01 # krok P

self.s = sp.linspace (0.0, 8.0, 2E2) # interval s

self . r0 = 1E—20 # pocatecni polomer

self.thO = math.radians(90) # pocatecni uhel tecny s osou z

#inicializace pracovniho adresare data
if (self.check dir(self.path+"/data")):
self.clear_dir(self.path+"/data")

#inicializace pracovniho adresare plot

if (self.check dir(self.path+"/plot")):
self.clear_dir(self.path+"/plot")
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def check dir(self, dir path):

nnn

Zkontroluje existenci zadaneho adresare, pokud neexistuje tak ho vytvori.
if (os.path.isdir (dir_path) = False):

os.mkdir (dir_path)

return False
else:

return True

def clear _dir(self, dir_path):

nnn

Vymaze obsah zadaneho adresare.

nn

os.system ("rm —R "+dir_path+"/x")

def diff system (self, init vector, s):

Soustava diff. rovnic popisujici tvar kapky, r(0) = 0, z(0) = Pb tzn.
tlak na spodu kapky, th(0) = pi / 2

r0 = init_vector [0]

z0 = init_vector[1]

th0O = init_vector[2]

return sp.array ([math.sin(th0), (—1.0) * math.cos(th0), (math.cos(th0) /
r0) — z0])

def solve(self):

nnn

Provede reseni tvaru kapek v zadanem rozsahu.
P = self.P _range[0]
n=1

#vystupni adresar nenavazanych tvaru
self.check dir(self.path+"/data/shape")

#reseni tvaru v rozsahu P
while (P <= self.P_range[1]):
print "shape: P = "+str (P)

# reseni

init_vector = sp.array([self.r0, P, self.th0])

data, infodict = sp.integrate.odeint(self.diff system, init_vector,
self.s, full output=True)

# ulozit data
np.savetxt(self.path+"/data/shape/shape "+self.lead zero(n, 4)+" "+

self .end zero(P, 5)+".csv", np.insert(data, 0, self.s, axis=1), delimiter=",")

P += self.P_step
n—+=1
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def

def

def

lead zero(self, num, n):

nnn

Doplni retezec na pozadovanou delku nulami na zacatku.
nnn
num = str (num)
while (len (num) < n):
num = "0" 4 num
return num

end zero(self, num, n):

nnon

Doplni retezec na pozadovanou delku nulami na konci.
nnn
num = str (num)
while (len (num)<n) :
num = num + "0"
return num

bound ceiling(self):

nmn

Urci mozne vazby kapek na kohoutek.

nnon

import re

#vystupni adresar navazanych tvaru
self.check dir(self.path+"/data/shape ceiling")

#nalezt mozne vazby pro vsechny tvary

for file name in os.listdir (self.path+"/data/shape"):
out name = re.sub("\.csv", "", file name)
out_ name = re.sub("original", "ceiling", out name)

P = out_name.split("_")[2]

data = np.genfromtxt(self.path+"/data/shape/"+file name, delimiter=",

print "bound to ceiling: P = "4str (P)+" file = "+str(file_name)

tmp = []

i=0

while (data[i][2] >= 0.0):
tmp . append (data[i])
i 4= 1

np.savetxt(self.path+"/data/shape_ceiling/"+out name+".csv

(tmp), delimiter=",")

def

bound faucet(self, r faucet=1):

nnn

Urci mozne vazby kapek na kohoutek.

nnn

import re
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#vystupni adresar navazanych tvaru
self.check dir(self.path+"/data/shape faucet")

#nalezt mozne vazby pro vsechny tvary

for file_ name in os.listdir (self.path+"/data/shape"):
out_name = re.sub("\.csv", "", file_name)
out name = re.sub("original", "faucet", out name)

P = out_name.split("_")[2]
data = np.genfromtxt(self.path+"/data/shape/"+file name, delimiter=’,

print "bound to faucet: P = "+str(P)+" file = "+str(file_ name)

for line in data:
if (line[1] >= r_faucet):
z1 = line[2]
break
else:
z1 = 0.0
for line in data:
if (line[1] <= r_faucet and line[2] < zl1):
z2 = line[2]

break
else:
z2 = 0.0
data 1 = []
data 2 = []
data 3 = []

for line in data:
if (line[1] <= r_faucet and line[2] >= z1):
data_1.append(line)
elif (line[1] > r_faucet and line[2] <= z1 and line[2] >= z2):
data_2.append(line)
elif (line[1] <= r_faucet and line[2] <= z2 and line[2] >= 0):
data_3.append(line)

tmp_1 = np.array(data_1)
tmp 1, shift 1 = self.shift to_zero (tmp_1)
np.savetxt(self.path+"/data/shape faucet/"+out name+" 1.csv", tmp 1,
delimiter=",")
if (z2 1= 0):
tmp 2 = np.array(data_l4data 2)
tmp 3 = np.array(data_l4data 2+data_3)

tmp_2, shift 2 = self.shift to_zero (tmp_2)

tmp:3, shift_3 self.shift_to_zero (tmp_3)

np.savetxt(self.path+"/data/shape faucet/"+out name+" 2.csv",
tmp 2, delimiter=",")

np.savetxt(self.path+"/data/shape faucet/"+out name+" 3.csv",
tmp 3, delimiter=",")
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def shift to _zero(self, data):

nnn

Posune kapku po vazbe k nule

shift = data[len(data) — 1][2]
data[:, 2] = data[:, 2] — shift
return data, shift

def volume(self):

nnon

Vypocte objemy vsech kapek

import re

data_out = []

for file name in os.listdir (self.path+"/data/shape faucet"):
P = float(re.sub(r"\.csv", "", file name).split("_")[2])

print "volume: P = "+4str (P)+" file = "+str(file_ name)

data = np.genfromtxt(self.path+"/data/shape faucet/"+file name,
delimiter=",")

data[:, 1]
data[:, 2]

V =20.0
i = len(r)-1
while (i>0):
if(z[i] >= 0):
V =V + math.pi * math.pow(r[i], 2) * (z[i—-1]-z[i])
i=1i-1
data_out.append ([P, V])

data_out = np.array(data_out)
np.savetxt(self.path+"/data/volume.csv", data out, delimiter=",")

def plot volume(self):

nnn

Plot grafu V = f(P)

nmnon

print "plot: V= f(P)"

data = np.genfromtxt(self.path+"/data/volume.csv", delimiter=",")

fig plt.figure(figsize=(19.2, 10.8))

axl = fig.add_subplot(1,1,1)

axl.plot(data[:, 0], data[:, 1], marker="o0", markersize=3, linestyle=
color="blue")

axl.set_xlabel ("$P_{b}$")

axl.set_ylabel ("$V$")

ax1l.grid ()

plt.savefig(self.path+"/plot/volume P _faucet.png")

plt.close(fig)

nn
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def critical volume (self):

Nalezne kapku s kritickou hodnotou objemu a zkopiruje soubor na vstup do
simulace vyvoje kapky

data = np.genfromtxt(self.path+"/data/volume.csv", delimiter=",")

crit = data[np.where(data[:,1] = np.max(data[:,1]))]

print crit

os.system("cp "+self.path+"/data/shape faucet/shape * "+str(crit[0][0])+"
_1.csv "+self.path+"/../move/data_in.csv")

if(_name = "_main__"):

sh = shapes()

#provest reseni
sh.solve ()

#urcit vazbu na strop
sh.bound_ceiling ()

#urcit mozne vazby na kohoutek v zadanem polomeru
sh.bound faucet(r faucet=0.5)

#vypocitat objemy kapek
sh.volume ()

#vykreslit graf funkce V = f(P)
sh.plot_volume ()

#nalezt kapku s kritickym objemem a zkopirovat soubor na vstup do simulace
vyvoje kapky
sh.critical volume ()

7.5 Dynamicky kapalinovy model (FDM)

#!/usr/bin/env python
# —x— coding: utf—8 —x—

from sympy import *

from sympy.utilities.codegen import codegen
from sympy. utilities.lambdify import lambdify
from scipy.integrate import ode

import numpy as np

import time

import math

import os

class drop_move:
nnn

Simulace modelu kapajiciho kohoutu
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Autor:

Bc.

nnn

def

def

Jiri Kveton

__init__(self):

nnn

Inicializace a nastaveni parametru vypoctu
nnn

# nevyssi pracovni adresar

self .path = "."

# parametry vypoctu

self.eta = 0.002

self .rho = 1.0

self .Gamma = 1.0

self.g = 1.0

self.v0O = 0.01

self.t _interval = [0.0, 1000.0]
self .h = 0.01

#povolit sestaveni soustavy rovnic
self.create system = True

np.set_printoptions(precision=4, threshold=10, linewidth=200)
log(self , par, mode):

nnon

Vlozi zaznam do logu

nnn

f = open(self.path+"/log.csv", mode)
f.write (time. strftime ( "%Y—%m%d %d:%M:%S’) + "," + str(par["count"]) + ",

"+ str(par["M"]) + "," 4+ str(par["t"]) + "," + par["data file"] + "\n")

def

f.close()

shift z0 (self, data):

nmnon

Posune kapku a polovinu prvniho disku do zapornych hodnot a nastavi z 0 v

zapornych

def

nnn

self.shift = data[1][2] * 0.5
data[:, 2] data[:, 2] — self.shift

#zvysit z_0 10x

data[0][2] = 3.0 * data[0][2]
self.z0 = data[0][2]

return data

data_in(self, target=None):
nnn

Pripravi vstupni data podle souboru data in.csv

nnn

data = np.genfromtxt(self.path+"/data_in.csv", delimiter=",")
data = data[::—1,:]
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data = self.shift z0(data)
data = np.delete(data, 0, 1)
data = np.delete (data, 2, 1)

# uchovat polomer kohoutku
self .ra = data[0][0]

tmp = []
i=0
while (i < len(data)):
if(i = 0):
V=0.0
else:

if(i = 1):
V = np.pi * math.pow(data[0][0], 2) * abs(data[0][1]) + np.pi
x data[i][0] * data[i][0] * data[i][1]
else:
V = np.pi * data[i][0] * data[i][0] % (data[i][1] — data[i
-1][1D

tmp.append ([0.0, data[i][0], data[i][1], self.v0O, V])
i+=1

#ulozit vstupni data
np.savetxt(self.path+"/data/data O.csv", np.array(tmp), delimiter=",")
return len (tmp) — 1

def solve L(self, data):

Formuluje rovnice pro vsechny disky a sestavi z nich system

nmnon

M = len(data) — 1

# vseobecne symboly

sym = {}

sym["g"] = Symbol("g")
sym["rho"] = Symbol("rho")
sym[ "Gamma"] = Symbol ("Gamma")
sym["eta"] = Symbol("eta")
sym["pi"] = Symbol("pi")
sym["ra"] = Symbol("ra")

#charakteristiky disku 0
sym["z0"] = Symbol("z0")
sym["v0"] = Symbol("v0")

# charakteristiky disku 1 az M
j=1
while(j <=M):
sym["r"+str(j)] Symbol("r"+str (j))
sym["z"+str (j)] = Symbol("z"+str(j))
[
[

sym["v"+str (j)] = Symbol("v"+str(j))
sym["V"+str (j)] = Symbol("V"+str(j))
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i+=1

par = []
for key in sym:
par.append (key)

#celkova kin. energie kapky

E kin = 0

j=1

while (j <= M):
E kin += 0.5 * sym["rho"] * sym["V"+str(j)] * (sym["v"+str (j)])*x2
j+=1

#celkova pot. energie kapky
E_pot =0
j=1
while (j <= M):
E pot += ( —1.0 * sym["g"] * sym["rho"] * sym["V"+str(j)] * sym["z"+
str(j) 1)

i+=1

#celkova pov. energie kapky

S=0

j=1

while (j <= M):
if(j =M):

rj = sqre( sym["V'+str(j)] / (sym["pi"] * (sym["z"+str(j)] — sym[
"z"+str (j—1)1)) )
S +=sym["pi"] * rj*x2
else:
rjpl = sqrt( sym["V"+str(j+1)] / (sym["pi"] * (sym["z"+str (j+1)]
— sym["z"+str(j) 1)) )
if(j = 1):
rj = sqrt( (sym["V"+str(j)] — sym["pi"] * sym["ra"]*x2 % Abs(
sym["z0"]) ) / (sym["pi"] * (sym["z"+str(j)])) )
S +=sym["pi"] * (rj + sym["ra"]) * sqrt((rj — sym["ra"])*x*2
+ sym["z1"]*x%2)
S +=sym["pi"] * 0.5 % (3%rj + rjpl) * sqrt(0.25%(rjpl—rj)**2
+ 0.25x%(sym["z2"] — sym["z1"]) *%2)
else:
rj = sqre( sym["V"+str(j)] / (sym["pi"] * (sym["z"+str(j)] —
sym["z"+str (j—1])) )
S +=sym["pi"] * (rj + rjpl) * sqrt( 0.25 x (sym["z"+str (j+1)
] — sym["z"+str (j—1) D) *x2 + (rj — rjpl)**x2 )

j+=1
E pov = sym["Gamma"] * S

#Lagrangian
L = E_kin — E_pot — E _pov

#disipacni funkce
dsp =0
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j=1
while(j <=M):
dsp += —3.0 * sym["eta"] *x (( sym["v"+str(j)] — sym["v"+str (j—1)] )

x%2 [ (sym["z"+str(j)] — sym["z"+str (j—1)] )*%2) x sym["V"+str(j)] * sym["rho

"]

def

def

ji+=1

#pohybove pro vsechny disky zl1 az zM
self.system = {}

j =0
while (j <= M):
if(j = 0):
aj = 0.0
else:

aj = ( diff(L, sym["z"+str(j)]) + 0.5 x diff(dsp, sym["v"+str(j)
/ (sym["V"+str(j)] * sym["rho"])
self .system["a"+str (j)] = lambdify(par, aj)
j+=1
self.create_system = False

solve (self , yO, t, par):

nnon

Provede numericke reseni systemu

#reseni

sol = ode(self.diff system).set_integrator("dopri5", nsteps=10000)
sol.set_initial_value (y0O, t).set_f params(par)

sol.integrate (t+self.h)

#pretvarovat vysledek na 2 sloupce
i=0
yl = []
while (i < len(sol.y)):
y1.append ([sol.y[i], sol.y[i+1]])
i4=2

return np.array(yl)

diff system (self, t, y0O, par):

nnn

System diff. rovnic k reseni

nmnon

system = []

i=20

while (i < len(y0) / 2):
par["z"+str(i)] = y0[2xi]
par["v"+str(i)] = y0[2xi + 1]

i4+=1

i=0

for a in self.system:
#dz/dt = v

system .append (par["v"+str (j)])
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#dv/dt = a
system .append(self.system["a"+str (j)](x*xpar))

j =1
return np.array(system)

def disc_increase (self, data):

nnn

Postupne zvysuje pocet disku kapky podle pritoku od kohoutku

tmp = []
V b = data[1][4] — np.pi * math.pow(self.ra, 2) % abs(data[0][2])
if(V.b < 0.01):

return data

else:
tmp = []
t = data[0][0]
z 0 = self.z0
z 1 = data[1][2] * 0.3
z 2 = data[1][2]
r 2 = data[1][1]
V2=mnp.pi *r2 *xr2 x (z2—12z1)
Vbl=VDb-V2
V_1 = np.pi * math.pow(data[0][1], 2) * abs(z_0) + V_bl
r 1 = math.sqrt(V_bl / (np.pi * z_ 1))
v_1 = self.v0
v_2 = data[1][3]
tmp.append ([t, self.ra, z 0, self.v0, 0.0])
tmp.append([t, r 1, z 1, v.1, V_1])
tmp.append ([t, r 2, z 2, v.2, V_2])

j=2

while(j < len(data)):
tmp.append (data[j])
i=j+1

self.create_system = True
return np.array (tmp)

def disc_divide (self, data):

nmnon

Provede rozdeleni prilis roztazenych disku na polovinu

nnon

tmp = []

tmp . append (data[0])
tmp.append (data[1])
tmp . append (data[2])

i=3

while (i < len(data)—1):
#vzdelenost sousednich bodu
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dl = math.sqrt( math.pow(data[i][1]—data[i—1][1], 2) + math.pow(data[

i][2]—data[i—1][2], 2) )

def

def

#print dl
if (dl > 0.1):
V. 1 = data[i—1][4]
V 2 = data[i][4]
V_3 = data[i+1][4]
r 1 = data[i—1][1]
r 2 = data[i][1]
r 3 = data[i+1][1]
z 1 = data[i—1][2]
z 2 = data[i][2]
z 3 = data[i+1][2]
v_1 = data[i—1][3]
v_2 = data[i][3]
v_3 = data[i+1][3]
r21 =(r.1 +r2)/ 2.0
r 22 =r 2
z 21 = (z_1+4+z_2) / 2.0
z 22 =z 2

dv=(v3—-v1) [/ (z3-2z1)
v2l =dv *x (z 21 —z 1) +v_1
v22=v.3 —dv x (z 3 — z 22)
V_22 = np.pi * math.pow(r_22, 2) * (z_22 — z_21)
V2l =V2-V22
tmp.append ([data[i][0], r 21, z 21, v .21, V. 21])
tmp.append ([data[i][0], r 22, z 22, v 22, V 22])
else:
tmp.append (data[i])
i+=1
tmp.append (data[len (data)—1])

self.create_system = True
return np.array (tmp)

data out(self, data, tmp):

nnn

Zpracuje vystupni data z reseni do formatu pro ulozeni

nnn

data_out = []
t = data[0][0] + self.h

i=20

while (i < len (tmp)):
data_out.append([t, data[i][1], tmp[i][O], tmp[i][1], data[i][4]])
i +=1

return data_ out
solve init(self, data):

nmnon

Pripravi sadu vsupnich parametru a pocatecni vektor do reseni
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if(__

nnon

=[]
Par = {}

#pripravit init vektor

i=0

while (i < len(data)):
y0.append (data[i][2])
y0.append (data[i][3])
i4+=1

y0 = np.array(y0)

#dalsi parametry pro reseni

par["ra"] = self.ra
par["pi" ] = np. pi
par["eta"] = self.eta
par["Gamma"] = self.Gamma
par[" ho"] = self.rho
par["g"] = self.g
par["z0"] = data[0][2]
par["v0"] = self.v0

j=1

while (j < len(data)):
par["r"+str(j)]
par["V"+str (j)]
ji+=1

data[j][1]
data[j][4]

return y0, par

def renew_rj(self, data):

i=1
while (i < len(data)):
if(i = 1):

if (data[i][2] = 0.0):
data[i][1] = self.ra
else:
data[i][1] = math.sqrt( (data[i][4] — np.pi * self.ra x self.
ra * abs(data[0][2]) ) / (np.pi * data[i][2]))
else:
data[i][1] = math.sqrt( data[i][4] / ( np.pi * (data[i][2] — data
[i—-1][2D ) )
i+=1

return data
n

name =— " main__"):
solver = drop_move ()

#pokud existuje zaznam o simulaci tak zavazat jinak vytovit novou
if (os.path.isfile (solver.path+"/log.csv")):

log = np.genfromtxt(solver.path+"/log.csv", delimiter=",")

i = len(log)-1

count = int(log[i][1])
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data_ 0 = np.genfromtxt(solver.path+"/data/data O.csv", delimiter=",")
solver.z0 = data 0[0][2]
data = np.genfromtxt(solver.path+"/data/data_"+str (count)+".csv",

delimiter=",")

solver.ra = data[0][1]
t = float(data[len(data)—1][0])

else:

M = solver.data_in ()

solver.log ({"count":0, "M":M, "data file":"data O.csv", "t":0.0}, "w")
count = 0

t = solver.t_interval[O]

while (t <= solver.t_interval[1]):

#nacist data
data = np.genfromtxt(solver.path+"/data/data_"+str (count)+".csv",

delimiter=",")

#sestavit system rovnic (jen pokud je to poprve nebo pokud se pocet

rovnic zmenil)

),

if (solver.create system):
solver.solve L(data)

#ziskat vstupni parametry do reseni
y0, par = solver.solve init(data)

# reseni systemu o jeden krok
tmp = solver.solve(y0, t, par)
t += solver.h

count +=1

#zpracovat vystupni data
data_out = solver.data out(data, tmp)

#zvysovani poctu disku pritokem z kohoutku
data_out = solver.disc_increase(data_out)

#deleni prilis roztazenych disku
data out = solver.disc_divide (data_out)

#prepocet rj na aktualni hodnoty
data_out = solver.renew_rj(data_out)

#ulozit data
np.savetxt(solver.path+"/data/data_"+str (count)+".csv
delimiter=",")

"

, np.array(data_out

#zapis do logu
solver.log ({"count":count, "M":len(data out), "data file":"data "+str(

count)+".csv", "t":t}, "a")

#informacni hlaska
print("t = " 4+ str(t) + ", M= " 4+ str(len(data_out)))
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7.6 Modifikovany Mass-spring model (MSMM)

#!/usr/bin/env python
# —+— coding: utf-8 —x—

import math

import scipy as sp

import numpy as np

from scipy.integrate import ode

class mass_spring:

nnn

Mass—Spring model kapajiciho kohoutku.
Autor:

Bc. Jiri Kveton

[ININI]

def __init__(self):

nnn

Inicializace a nastaveni parametru simulace.
#parametry modelu

self.ra = 0.916

self .m0 = 4.61

self.z0 = 2.0

self.g = 1.0

self .gamma = 0.05

self.z crit = 5.5

#datove containery
self.drop_data = [] #data o pohybu kapky [t, z, v, m, k]
self.break data = [] #data odtrzeni [t, z, v, m, k]

def get k(self, m):

nnn

Urceni tuhosti pruziny podle aktualni hmotnosti.
if(m < 4.61):

return —11.4 * m + 52.5
else:

return 0.0

def diff system(self, t, y, p):

nmnon

System diferencialnich rovnic Mass—Spring modelu.

nnn

m = p[0]
k = p[1]
v = y[1]

a= self.g — k x y[0] / m— self.gamma * y[1] / m — (np.pi * math.pow(
self.ra, 2) * self.v0 * (y[1] — self.v0)) / m
return np.array([v, a])
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def solve(self, v0=0.1, t start=0.0, t end=1000.0, h=0.01):

nnn

Provede reseni v urcenem casovem intervalu s predem nastavenymi parametry

nnon

self.v0 = vO
t = t_start
m = self.m0
y = np.array([self.z0, self.v0])

while (t <= t_end):
k = self.get k(m)

sol = ode(self.diff system).set integrator ("dop853")
sol.set_initial value(y, t).set f params([m, k])
sol.integrate(t + h)

y = sol.y
t +=h
m += np.pi * math.pow(self.ra, 2) * self.v0O * h

data = [t , y[0], y[1], m, K]
self.drop_data.append(data)

#kontrola odtrzeni —> reset parametru
if (y[0] >= self.z_crit):

self .break data.append(data)
print data

m= 0.2 *xm+ 0.3
y[0] = 2.0
y[1] = 0.0

self.drop_data = np.array(self.drop_data)
self .break_data = np.array(self.break_data)

"n

np.savetxt("drop_data "+str (self.v0O)+".csv", self.drop data, delimiter=",

H)
np.savetxt("break data "+str(self.v0)+".csv", self.break data, delimiter=
n ’Vl)
if(_name = "_main__"):

ms = mass_spring ()

#simulace se zadanou rychlosti pritoku vO
ms. solve (v0=0.146)
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