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Abstrakt

Tato diplomova prace se vénuje zptisobtim feSeni problému tii téles vyvinutych New-
tonem, Eulerem, Lagrangem a Laplacem pro nalezeni pohybu vyznamnych téles Slune¢ni
soustavy. Vychdzi z piivodnich praci a také jejich studii. Newton urcil sily pisobici v
systému tii téles a popsal jejich Gcinek na obézné drdhy. Vyznamnéjsi pokrok v feSeni
problému pfisel s rozvojem matematiky. Leonhard Euler zacal vyuZivat rozvoje do trigo-
nometrickych fad a naznacil metodu zmén drdhovych parametrti. Lagrange tuto metodu
rozpracoval, zavedl poruchovou funkci a odvodil zdkony zachovéni. Laplace s vyuZitim
Lagrangeovy poruchové funkce dokdzal stabilitu systému a vysvétlil pozorované nerovnosti
v pohybu Jupiteru a Saturnu.

Abstract

This diploma thesis deals with manners of solving three-body problem formed by
Newton, Euler, Lagrange and Laplace for finding motions of solar system bodies. Text of
this thesis is based on the original publications, papers and their studies. Newton determined
the forces acting on the system of three bodies and described their effects on the orbit. More
significant progress in solving the problem came with the development of mathematics.
Leonhard Euler started to use trigonometric series development and suggested method of
the variation of orbital elements. Lagrange developed this method, introduced perturbing
function and derived conservation laws. Laplace with using of perturbing function proved
stability of the solar system and explained the inequalities in the motions of Jupiter and
Saturn.
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Uvod

Problém tii téles spoc¢iva v nalezeni pohybu téles, které se vzdjemné pritahuji vlivem gra-
vitacni sily. Ke kazdému télesu lze napsat tii diferencidlni rovnice druhého fadu, nékdy
nazyvané jako pohybové rovnice. Jejich analytické feSeni lze nalézt pouze ve tvaru ne-
kone¢nych fad. S rozvojem moderni vypocetni techniky lze feSeni snadno hledat pomoci
nékteré z numerickych metod. V piipadé, Ze hmotnost jednoho ze ti téles je zanedbatelna,
takZe neovliviiuje pohyb zbyvajicich dvou téles, hovofime o omezeném problému ti{ téles.
Z ného vyplyvaji zndmé Lagrangeovy libra¢ni body.O mnoho let pozdéji se Poincarého
studium omezeného problému tif téles stalo zdkladem pro teorii chaosu.

Prvni se problému tif téles vénoval Isaac Newton, dalsi jeho ndsledovnici byli Euler,
Lagrange, Laplace, Poisson, Jacobi, Poincaré atd. V této préci se zabyvam spipsy prvnich
¢tyf uvedenych. Hlavni motivaci bylo zdokonaleni efemerid kosmickych téles pozoro-
vanych na obloze. S tim souvisi presné uréeni mistniho ¢asu a také polohy na Zemi z
astronomického pozorovéni, které mélo slouZzit zejména pii lodni navigaci. Déle dokazat
platnost Newtonova gravita¢niho zdkona a zjistit, zda je Slune¢ni soustava stabilni.

Prvnim pozorovanym jevem, ktery zpochybnioval platnost gravitaéniho zdkona byl
pohyb piimky apsid drahy mésice (sticeni perihelia), ktery byl vét$i nez pivodné nalezl
Newton. Druhym bylo sekularni zrychleni sttedniho pohybu Mésice, které objevil v roce
1695 Edmund Halley porovnanim s pozorovdnim uvedené v Almagestu. Tteti jev byl
objeven v roce 1718 opét z porovnani s antickymi daty a to zrychleni stfedniho pohybu
Jupiteru a zpomaleni stfedniho pohybu Saturnu.

Newtonem pouZivand matematika je v podstaté syntetickd geometrie. Pii svych vy-
poctech vyuzival slozZité geometrické konstrukce, které vedly pouze ke stfednim hodnotam
zmén. Vyraznéjsi pokrok v pfedpovédich pfiSel s rozvojem matematické analyzy. Vyznam-
nym pokrokem bylo Eulerovo zavedeni rozvoju iracionalnich funkei do trigonometrickych
fad. Metoda feSeni diferencidlnich rovnic pouZzitd Eulerem spocivé ve vyieSeni bezporu-
chového problému a nasledné predpoklada, Ze toto feSeni podléha vlivem pisobeni dalsiho
télesa malym zméndm. Lagrange pozdé€ji navazal na Eulera a vylepsil metodu variace kon-
stant pro feSeni diferencidlnich rovnic s konkrétnim pouzitim na pohyb Jupiteru a Saturnu.

—IX—



Kapitola 1

Isaac Newton

Studiu problému tif téles se jako prvni zacal vénovat Isaac Newton ve své knize Philoso-
phiae Naturalis Principia Mathematica, kterd byla poprvé publikovand v roce 1687 a dalsi
revidovand vydéni vysla v letech 1713 a 1726. Rovnéz vysla v mnoha piekladech. Nasledny
text vychdzi z anglického ptekladu [1]. Hlavni motivaci Newtonova studia problému ti{
téles byla predpovéd pohybl Mésice pod vlivem pisobeni Zemé a Slunce.

Newtonovy principie zacinaji ivodnimi kapitolami nazvané ,,Definice a ,,Axiomy*,
nebo ,,Zikony Pohybu‘. Déle pokracuji tfemi knihami, z nichZ prvni dvé jsou nazvany
,,O pohybu téles a tieti kniha je nazvana ,,0O systému svéta®. Problém ti1 téles se poprvé
objevil ve tvrzenich 43 az 45 knihy I, kde Newton zacal s diskuzi Keplerovy elipsy
rotujici konstantni tihlovou rychlosti kolem centra sil. Dalsi Newtonova dulezita ¢ast feSeni
problému tif t€les je tvrzeni 66 na konci knihy I. Toto tvrzeni je st€Zejni pro teorii Mésice.
V knize IIT v tvrzenich 13 a 14 Newton diskutoval pohyb planet Slune¢ni soustavy ' a
jejich vzajemné ovliviiovani. Teorii pohybu Mésice se Newton poté plné vénoval v knize
III v tvrzenich 22 azZ 35.

1.1 Pohyb télesa po rotujici elipse

Oddil 9 knihy I Newtonovych Principii nese podtitul ,, Pohyb téles po pohyblivé obéiné
drdze a pohyb apsid“. Oddil 9 za¢ina tvrzenim 43 problémem 30 podle kterého: ,,Je treba
nalézt silu, kterd umoZiiuje télesu se pohybovat po jakékoli trajektorii otdcejici se kolem
centra sil stejnym zpiisobem, jako jiné téleso obihajici v téZe trajektorii v klidu.

Situace je zndzornénd na obrazku 1.1. Téleso P obihd po draze V PK , ktera je v klidu.
Konstrukce pohyblivé elipsy probiha tak, Ze se postupné kresli body p, pfi¢emz |Cp| = |CP)|
a soucasné je <VCp = konst - <VCP, kde konst je konstanta. Newton déle argumentoval
tim, Ze pomé&ry ploch S¢, a Scp opsané priivodici Cp a CP budou rovny pomérim rychlosti
vcp respektive vep danych privodic¢i. Pomér rychlosti priivodicii je roven poméru dhli
opsanych privodi¢i. MiZeme tedy napsat “;C% = :C% = jx—gﬁ = k . Z toho odvodime, Ze
Scp = konst - Scp. ProtoZe plocha opsand priivodicem CP je imérnd ¢asu, plocha opsand
privodi¢em Cp v nepohyblivé roviné je také umérna Casu. Z toho je zjevné, Ze t€leso mize
obihat spolec¢né s bodem p po pravé popsané draze ptisobenim pouze dostfedivé sily o

"Podle pravidel Eeského pravopisu by se mélo psat malé ,,s*. Mnoho astronomi dnes ale piSe Slune¢ni
soustava s velkym ,,S* z diivodu, existence cizich slune¢nich soustav s exoplanetami.
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Obrazek 1.1:

spravné velikosti. Newton déle na zdkladé rovnosti oblouku V P a rotujictho oblouku up
poukazoval, Ze doba t, pohybu télesa v rotujici elipse do bodu p je rovna dobé 7p pohybu
télesa do bodu P na staciondrni elipse. Velikost dostfedivé sily Newton v tomto tvrzeni
primo neurcil, tomu se vénoval v nésledujicim tvrzeni, ale odkazuje se zde na tvrzeni 6
problému 5, podle kterého Ize tuto dostfedivou silu urcit.

Newtonovo tvrzeni 44 poucka 14 ndm sd€luje: ,, Rozdil mezi silami, jejichZ piisobenim
jsou dvé télesa schopné se pohybovat stejné, jedno po obéziné drdze v klidu a druhé po
identické obéiné drdze kterd rovnomérné rotuje, je neprimo umérny tieti mocniné jejich
spolecné vysky. “ Newtonovo odvozeni tohoto tvrzeni ilustruje obrazek 1.2. Nechf ¢asti up

Obrazek 1.2:

a pk rotujici obézné drihy jsou stejné velké, jako Casti VP a PK stacionarni obéZzné drahy
a vzdalenost mezi body P a K je infinitezimdlné mald. Newton rozloZzil pohyby téles v
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bodech P a p do dvou slozek, z nichzZ jedna sloZka pohybu sméfuje k centru, nebo podél
piimek PC, nebo pC a druha slozka pohybu ma pficny smér podél piimky kolmé k PC,
nebo pC. Newton nejprve predpokladal, Ze slozky pohybu téles v radidlnim sméru jsou
stejné a tim 1 sily plisobici na tyto télesa v tomto sméru. Proto, kdyzZ se téleso P dostane
za dobu Ar pomoci svych dvou slozek pohybu do bodu K, téleso p bude po této dobé
v radidlnim sméru ve stejné vzddlenosti jako téleso P, to znamend nékde na piimce kr,
ktera je kolma k pC. Pomér pii¢nych sloZek pohybt téles p a P je roven poméru thlovych
pohybti piimék pC a PC a tento pomér je roven poméru thlli <VCp a <VCP. Bod m je
nové poloha bodu p po uplynuti doby A¢, potom pii¢ny pohyb bodu p je charakterizovin

tseCkou |mr|. Pfi¢ny pohyb bodu P je charakterizovan tseckou |kr|. Pak bod m nalezneme

tak, Z l\’er\‘ vep -
Skute¢nd poloha bodu p po uplynuti doby Az bude v bodé n, ktery nalezneme dalsi
rotaci elipsy upk zplisobem uvedenym v tvrzeni 43. Bod n nalezneme tak, Ze Zi gz = j“;g{;
a [nC| = |kC]|. Proto na t€leso p pusobi v&ts{ sila, neZ na téleso P za predpokladu, Ze tihel
<nCp > <kCp. Tak tomu je, pokud se obézna draha upk pohybuje bud’ progradné, nebo
retrogradné s rychlosti vétsi nez dvojndsobek rychlosti, se kterou se privodi¢ CP pohybuje
retrogradné. A pusobi na n&j mensi sila, jestliZze se obéZna drdha pohybuje retrogradné
pomaleji, neZ je dvojnasobek rychlosti pritvodice CP. Rozdil mezi t€mito silami je ddn
vzdalenosti mn, o kterou musi byt té€leso p timto pisobenim posunuto za dany casovy
interval Ar.
Na obrazku 1.2 se kruznice se sttedem C a polomérem Cn protind s piimkou mr v
bod€ s a s pfimkou mn v bod€ r. Z mocnosti bodu m ke kruznici miZeme napsat, Ze
— __ |mk|-|ms|
|mn| - |mt| = |mk| - |ms|. A proto |mn| = ]
pCn jsou umérné Casu, velikosti usecek kr a mr a také jejich rozdil mk a souéet ms jsou

. ProtoZe obsahy ploch trojihelnikd pCk a

nepiimo umérné vysce pC. Velikost mt je imérna vySce pC. TakZe % ~ ‘pC|3 . Rozdil
mezi silami v bodech P a p dany velikosti usecky mn je tedy nepiimo umérny tfeti mocniné
pC.

V dutsledku 1 ddvda Newton do poméru rozdil sil F,,, v bodech P a p, nebo K a k
umérny velikosti dseCky |mn| se silou, pomoci které je t€leso schopné projit kruhovym
pohybem z bodu R do bodu K za dobu At, to je doba pohybu télesa v nepohyblivé
elipse po oblouku PK. Tato druh4 sila je tmérnd velikosti tseCky |rz|. Pro tuto dseku

muiZeme napsat |rz| = |Ck|- (1 —cos¢), kde ¢ = <RCK. Ddle pouzijeme pfiblizny vztah

2 2 2
k k|- k
cosp ~1— Sm ¢ proto |rz| = chl 77- Pomér uvedenych sil je potom ||":Z"|| |m‘r|n|t'|"s| : 2|Tclk| ~
|mk|-|ms| __ (lmr\ k) (|mr|+|rk]) _ [mr>=|rk]* _ G?—F? - P
B k]2 E R kde veli¢iny F a G jsou takové, Ze

F _ <aVCP __ |rk|

G~ «vC mr
Cp, jejiz Sloc}|1a J‘e v libovolném cCase stejnd, jako plocha V PC popsana pruvodicem télesa
P obihajiciho po stacionarni draze. Potom pomér rozdilu sil, piisobicich na téleso P ve
staciondrni draze a téleso p v pohyblivé draze, a sily umoziujici pohybovat se télesu po
popsané kruhové vyseci je rovno GZF_ZF 2. Pomér ploch popsané vysece a plochy pCk je
roven pomérdm dob, za které jsou tyto plochy opsané piislusnymi privodici.

V dusledku 2 Newton zavedl silu, diky niZ t€leso obihd po rotujici elipse, vztahem

Uvazujme kruhovou vyse¢ popsanou jakymkoli polomérem CP nebo
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A2 + M Kde 2R je latus rectum  elipsy a A je oznaceni pro vysku PC, nebo pC.

Newton tento vztah odvodil ndsledovné. Sila pisobici na téleso pohybujici se po elipse
je reprezentovana Vehclnou E> 3 Necht Fey je sila, diky které t€leso obihd po kruhu ve

vzdélenosti CV rychlosti, kterou ma téleso obihajici po elipse v bodé V a Fy, = A2 je sila

plsobici na téleso obihajici po elipse v bodé V. Pro pomér téchto sil plati F CV = ICF;VI
proto Fey = | Cv‘g Podle disledku 1 je # Fn _ G 1;2 ,takze Fu= %. Tento rozdil sil

lze zobecnit na jakoukoli vySku A, proto pr1danfm tohoto rozdilu k sile umoziiujici télesu
se pohybovat po staciondrni elipse VPK dostaneme silu umoziujici télesu se pohybovat
stejné za stejné Casy po rotujici elipse upk.

V diisledku 3 Newton uvedl, Ze stejnym zptisobem lze zjistit pomér sily, ktera ptisobi na
té€leso obhajici po elipse s centrem sil ve stiedu elipsy a sily, ktera piisobi na té€leso obihajici
stejné v této trajektorii rotujici konstantni uhlovou rychlosti kolem centra sil. Tento pomér
je dan jako FT# : (Fng“ + (—2)), kde 2T je hlavni osa elipsy.

V disledku 4 Newton presel k obecnéjsi draze. Dostfediva sila umoiﬁujici télesu se
pohybovat po libovolné trajektorii VPK v libovolném bod& P je im&rnd L A A2’ kde R je
polomér kiivosti drahy VPK v libovolném bod€ P. Sila umoziujici télesu se pohybovat

po trajektorii upk, kterd je podobnd trajektorii V PK, rotujici kolem centra sil bude - 7l A; +

2
%]. Tvrzeni 5 rekapituluje, Ze pokud mame pohyb télesa v jakékoli nepohyblivé

obézné draze kolem centra sil a dhlovou rychlost zvétSime, nebo zmensime v daném
poméru, mizeme nalézt novou stacionarni obéZnou drahu po které t€leso obiha piisobenim
nové dostredivé sily.

Tvrzeni 45 problém 31 se zabyva nalezenim pohybu apsid obéznych drah, které se
Jjen velmi mdlo odlisuji od kruZnic. Newton problém feSil ve tfech piikladech. Pfikladem
1 tvrzeni 45 se zde nebudeme zabyvat, protoze jde o specidlni pfipad piikladu 2 tohoto
tvrzeni. UvaZzujme drdhu vykreslenou v nepohyblivé roviné télesem obihajicim po rotujici
elipse jako v tvrzeni 44. Nechf V je apoapsida a nejvétsi vyska |CV| = T. Libovoln4 jind
vyska |CP| = |Cp| = A a ddle zavedeme veli¢inu X = |CV| — |Cp| danou rozdilem vysek.
Sila, diky které se té€leso pohybuje po této draze, je podle diisledku 2 tvrzeni 44 F; = i; +
RG?>—RF* _ F?A+RG*-RF? RG> —RF>4TF’_F’X

. Dosazenim za A = T X dostaneme F; =

A3 - A3 A3
Dale uvazujme dostiedivou silu ve tvaru F) = A3 , kde n € R. Dosazenim do Citatele za A =
—_X )\ n n—1 . v %
T —X méme F) = (TAf) ~ T _Z‘Tz X Rovnost F; = F} plati, pokud je sou¢asné RG? —

RF?>+TF?*=T" a —F?> = —nT""!. Protoze ptedpoklddidme témé&F kruhové trajektorie,
je R~ T. Potom dostaneme G?> =T""'a F? = nT""'. Po vydéleni téchto dvou rovnic
a odmocnéni dostaneme pomeér %; = \/ﬁ. Protoze % = 258’;, kdyz téleso projde uhel

<VCP = 180° z apoapsidy do periapsidy, thel opsany télesem, které se pohybuje v téméft

2Tétiva elipsy kolma4 na jeji hlavni poloosu a prochazejici jednim z jejich ohnisek.

3Ve skuteénosti je sila plisobici na t&leso pohybujici se po stacionarni elipse imérna £ RA . Newton nejspis
zahrnul faktor 1/R do konstanty dmérnosti. Tento vztah lze odvodit, pokud si uvedomlme Ze radidlni
zrychlent je ddno vztahem a, = ¥ — r¢>. Déle uvazujme vyjadieni elipsy ve tvaru =14 ecos¢ a podle

druhého Keplerova zikona je r°¢p =h=F = dS . PouZzitim téchto vztaht 1ze snadno ukazat Zea, = 1‘: 5.
“4Toto tvrzeni ma v Principilch ponékud matouc1 znaceni. Sila pisobici na téleso ve staciondrni trajektorii

v bodé V je v nich oznacena VTLZ kde T = |VC|.
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kruhové trajektorii pod plisobenim dostiedivé sily imérné A"~ pii priichodu z apoapsidy
do periapsidy, je <VCp = 1807,

\/ﬁ
V piikladu 3 Newton uvazoval dostiedivou silu ve tvaru F = bA A’ZCA , kde m,n jsou

libovolné indexy a b,c jsou libovolné konstanty. KdyZ polozime b = 0 a ¢ = 1, dosta-
neme dostfedivou silu z piikladu 2. Analogickym postupem jako v piredchozim piikladu

G _ b+c b+c
F mb+nc mb+nc*

Disledek 1. KdyZ je dostfediva sila imé&rna mocning vy$ky A" 3, Ize tuto mocninu

nalézt z pohybu apsid a naopak. Podle prikladu 2 je thel mezi dvéma apoapsidami o = %,
360°

takZe n = (%) )2 > 0. Sila pfi vzdalovéni od stfedu proto nemiize byt nepifmo Gimé&rna
vice, nezZ s tfeti mocninou vysky. Pokud by téleso obihalo pod pisobenim takové sily a
zacalo sestupovat, nebo vzestupovat, nikdy by nedosahlo periapsidy, nebo apoapsidy, ale
sestoupilo by az k centru, nebo se bude neustdle vzdalovat. Pokud by sila pfi vzdalovani
od centra byla nepfimo umérnd méné nez s tfeti mocninou vysky nebo imérnd jakékoli
mocniné vysky, té€leso pfi sestupu v urcitém Case dosdhne periapsidy, nebo téleso stiidave
sestupuje a stoupd od apsidy k apsidé€ a také nikdy nedosdhne centra.

Diisledek 2. T€leso obihajici po elipse pod plisobenim dostiedivé sily nepiimo imérné
druhé mocniné vysky a k této sile je pfictena, nebo odectena libovolnd jind sila. Pak 1ze
urcit pohyb apsid vznikly v disledku této pfidané sily, a naopak z pohybu apsid urcit tuto
silu pomoci vysledku z piikladu 3. Napiiklad sila, jejimz pisobenim téleso obiha po elipse,
je imérna 1/A% a od ni se odecitd sila imérna cA, celkovd dostfediva sila bude Gmé&rnd

A—cA*
A3

dostaneme . Uhel mezi horni a doln{ apsidou je potom 180°

1—c
1-4c-

. Vidime, Ze b = 1, m = 1 a n = 4 a thel mezi apsidami bude 180°

1.2 Systém tri téles

Oddil 11 knihy I se nazyva ,, O pohybu téles vzdjemné se pritahujici dostredivymi silami.
Z tohoto oddilu je pro nés stézejni tvrzeni 66 poucka 26. ,, Méjme tFi vzdjemé se pritahu-
jici télesa a necht urychlujici pritaZlivosti kterychkoli dvou téles smérem ke tietimu jsou
nepiimo timérnd ctvercim jejich vzddlenosti a dvé mensi télesa obihaji kolem nejvétsiho.
Tvrdim, Ze pokud se nejveétsi téleso vlivem téchto urychlujicich pritaZlivosti pohybuje, vni-
tini ze dvou obihajicich téles bude pri obéhu kolem nejvétsiho télesa svymi privodici
opisovat plochy timérnéjsi Casiim a trajektorie se bude vice bliZit elipse, neZ kdyby nejvétsi
téleso bylo v klidu, nebo by na néj piisobilo mnohem mensi, nebo mnohem vétsi zrychleni,
nebo kdyby urychlovalo okolni télesa mnohem vice, nebo méné. *

Newton rozdélil demonstraci tohoto tvrzeni do dvou piipadt. V prvnim uvazoval mensi
télesa P a S obihajici kolem télesa T ve stejné roviné. Situace je na obrazku 1.3. Nékteré
useCky zde predstavuji geometrické vzdalenosti a jiné predstavuji sily, nebo urychlujici
pritazlivosti a nékteré oboji. Pro lepsi pfehlednost oznacuji usecky predstavujici sily nad-
trzitkem. Use¢ka SK je stiedni vzddlenost mezi télesy P a S a také SK predstavuje urychlujici

pfitazlivost télesa P vici S ve vzdalenosti SK. Urychlujici pritazlivost télesa P vici S v
J— <7 2

libovolné vzdélenosti P je dand useckou SL, proto % = ||§I;|‘2 . Pokud je |SP| = |SK

|SL| = [SK|. Pokud |SP| < |SK|, pak |SL| > |SK]| a kdyZ [SP| > |SK| pak |SL| < |SK]. Sila

SL se rozlozi na silu ve sméru PT, jejiz velikost je dand dse¢kou LM a na silu rovnob&Zznou

, pak
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Obrazek 1.3: Télesa P a S obihajici kolem télesa T po drahdch PAB a ESE.

se smérem ST, kterd je dana tseckou SM. Ve sméru PT na téleso P plsobi také sila Fr
zpiisobend télesem T, ktera je nepiimo imérnd |PT'|2. Piisobenim souctu téchto sil bude
t&leso P svym priivodi¢em opisovat plochu imérnou ¢asu. Ale protoZe sila LM nezavisi
nepifmo imé&rné& na | PT |2, bude se tentou soudet sil odchylovat od nep¥imé iméry na |PT|?
a drdha PAB se bude odchylovat od eliptického tvaru. A to tim vic, ¢im vétsi bude pomér
sil W aFr.

Téleso S pisobi ve sméru rovnobézném s ST urychlujici pfitazlivosti SM na téleso P a
soucasné urychlujici pfitazlivosti SN na t&leso 7. Uéinek t&lesa S na pohyb télesa P kolem
T je proto dén rozdilem SM a SN, ktery dava vyslednou urychlujici pfitazlivost NM. Tato
sila NM zptisobuje, Ze drdha PAB se odchyluje od eliptického tvaru. Cim bude NM meni,
tim bude plocha opsan4 priivodi¢em vice imérnd ¢asu. Velikost NM bude nejmensi, kdyz
urychlujici pfitazlivosti téles P a T k t&lesu S se budou co nejvice rovnat. Jinak, kdyz SN
neni ani nulova ani o moc vétsi, nebo o moc mensi, nez pritazlivost SK.

Daéle Newton uvazoval, Ze télesa P a S obihaji kolem télesa T v riznych rovinach. Sila
LM lezi v roviné drahy PAB a proto bude mit stejny ticinek jako v predchozim piipadg.
Sila NM rovnobé&zna s ST pak navic zplisobuje poruchy v pficném sméru. Ty jsou pfimo
imé&rné sile NM a proto je nejmensi, kdyZ je nejmensi NM.

V nésledujicich tvrzenich se Newton vétSinou omezoval na piipad, kdy nerusend obézna
drédha t€lesa P je kruhovd a t€leso S je velmi vzddlené, tedy |PK|/|ST| < 1. Podle dusledku
1 je v systému menSich téles P, S, R, ... obihajicich kolem nejvétSiho télesa T', pohyb nej-
blizsiho télesa P plisobenim ostatnich téles nejméné porusen.

V disledku 2 mame situaci z obrazku 1.3. T€leso P popisuje svym pruvodi¢em v
blizkosti konjunkce A a opozice B plochu rychleji, nez v kvadraturdch C a D. Rychlost
télesa P kolem T je urychlovdna, nebo zpomalovéna silou MN, podle toho, zda m4 stejny,
nebo opa¢ny smér. Béhem priichodu télesa P z C do A sila MN urychluje pohyb, poté z A
do D jej zpomaluje, ddle do B urychluje, a nakonec do C opét zpomaluje. Proto se téleso P
v syzygiich pohybuje rychleji, nez v kvadraturach. Podle disledku 4 je draha PAB za jinak
stejnych podminek v kvadraturdch zakiivené€jsi, nez v syzygiich, protoze rychlejsi t€lesa
jsou méné vychylovana z pfimé drahy a navic sila KL > plisobi v syzygiich v opa¢ném
sméru neZ Fr a tim tuto silu zmensuje. V dusledku 5 pak na zakladé predchoziho diisledku

SNecht se t&leso P nachézi v okoli bodu A, pak SL || SM. Proto |[TM| = |PL| a |LM| = |PT|, &imz P = A
a K =T. Potom |[KL| = |MN| —|LM|. Sila MN pisobi na t&leso P smérem k S a sila LM pisobi opanym
smérem. Proto poruchovi sila plisobici na P v blizkosti A sm&rem k S je d4na ptiblizné& silou KL.
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Newton tvrdi, Ze v syzygiich je P bliZze k T, nez v kvadraturdch. Pokud je nerusena drdha
excentrickd, s apsidami v syzygiich, jeji vystfednost jesté vzroste a kdyZz téleso P dosdhne
apoapsidy, bude v syzygiich dal, nez v kvadraturich.

V kvadraturich je centralni sila Fr zesilovana silou LM a v syzygiich je zeslabovéna

. T Y 3 o v TP . ~ z . ~
silou KL. Pro dostfedivou silu miiZeme napsat F o< ‘t—2| ,kdet je oznaceni pro periodu obéhu

Vi
je F.oc 1/|TP|? a proto t o< |TP|3/2. Podle disledku 6 se proto periody ob&hu zvétiuji,
nebo zmensuji v poméru sloZeném z 3 /2-t€ mocniny poméru poloméri a druhé odmocniny
poméru, v jakém je dostfediva sila centralniho télesa T zmensena, nebo zvétSena pisobenim
vzdéleného télesa S.

Z divodu stfidavého zesilovani a zeslabovani centrdlni sily dochdzi k pohybu pfimky
apsid, elipsy opisované télesem P, stfidavé progrddné a retrogradné. Tomu se detailné
vénuji diisledky 7 a 8. V kvadraturdch se centrlni sila skldda ze sily Fr o< 1/|PT|? a
sily LM o |PT|. Vysledna sila F, proto klesdé méné, nez se &tvercem vzddlenosti a to
zpusobuje zpétny pohyb apsid. V syzygiich je F. dand rozdilem sil Fr a KL «< |PT|, F,
zde klesa vice neZ se Ctvercem vzdalenosti a proto se apsidy pohybuji progradné. Mezi
syzygiemi a kvadraturami zavisi pohyb apsid na obou sildch. MiiZe se pohybovat progradné
1 retrogrddné. ProtoZe sila KL je v syzygiich vétsi, nez sila LM v kvadraturdch, prevlada
progradni pohyb. Navic, kdyZ jsou apsidy v syzygiich, progradni pohyb piimky apsid je,
pii prichodu télesa syzygiemi, rychlejsi a pfi prichodu kvadraturami je retrogradni pohyb
pomalejsi.

V disledku 9 Newton uvazoval téleso obihajici po elipse pod piisobenim sily F7 nepiimo
umérné Ctverci vzdélenosti. Pak pfi sestupu télesa z apoapsidy uvazoval, Ze Fr je neustdle
zvétSovana. Téleso se bude béhem obéhu odklanét vice k centru sily, dosdhne periapsidy
nize a vystiednost elipsy se zvétsi. Kdyz pak béhem pohybu z periapsidy do apoapsidy
ma vyslednad sila na téleso stejnou zdvislost na vzdalenosti, dosdhne apoapsidy ve vychozi
vySce. Pokud vyslednd sila klesa se vzddlenosti rychleji, téleso dosdhne apoapsidy ve
veétsi vysce a vystfednost se opét zvétsi. Proto, kdyZ pomér celkového nartistu a tbytku
dosttedivé sily pti kazdém obéhu roste, zvétSuje se i vystfednost a naopak.

V systému téles T, P, S, kdyz jsou apsidy drahy télesa P v kvadraturéch, je tento pomér
celkového zvétSeni a zmenSeni centrdlni sily béhem obéhu télesa minimdlni a kdyZ jsou
apsidy v syzygiich, je maximdlni. Podle disledku 9 proto pfi prichodu piimky apsid
z kvadratur do syzygii pomér zmenSovani a zvétSovani centrdlni sily roste a dochdzi
ke zvétSovani vystfednosti a pri prichodu ze syzygii do kvadratur tento pomér klesa a
vystfednost se zmensuje.

V disledku 10 Newton diskutoval zmény sklonu drahy. Predpokladejme, Ze rovina
ob&zné dréhy ESE je v klidu a ob&Znd drdha PAB je k ni sklonéna o thel i. Sila LM
plsobi v roving PAB, zmény v i jsou proto zpiisobené pouze silou NM. KdyZ jsou uzly
v kvadraturdch, pii priichodu télesa P z kvadratur do syzygif je silou NM vychylovano ze
své roviny a i se sniZuje a pii prichodu ze syzygii do kvadratur se stejné zvySuje. Takze
kdyz se P nachdzi v syzygiich, je i nejmensi a kdyZ je P pobliz nasledujiciho uzlu, vrati
se téméf na puvodni velikost. KdyzZ jsou ale uzly v oktanech CA a DB, pak pfi prichodu
P z libovolného uzlu o 90° se sklon roviny zmensuje, pak do vstupu do dal§tho kvadrantu
se zvétSuje a nakonec se pred dosazenim nésledujiciho uzlu opét zvétSuje. Sklon se tak
spiSe zmens$i a v nasledujicim uzlu je proto mensi, neZ v predchozim. Podobnym zptisobem

télesa P. Za predpokladu konstantni vzdalenosti TP, je t o< . Pfi zméné vzdélenosti TP
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dochézi k obecnému zvétsovani sklonu, kdyZ jsou uzly v oktanech AD, a BC. Pfi pruchodu
uzli ze syzygii do kvadratur se i pii kazdém prichodu télesa uzlem zmensuje a kdyz uzly
dosdhnou kvadratur, je nejmensi, poté roste stejnou rychlosti s jakou se pied tim zmenSovala
a v syzygiich se jeji hodnota vrati na piivodni hodnotu.

Dusledek 11 se zabyva pohybem uzld. Kdyz se uzly nachdzeji v kvadraturach, je téleso
P pfi ptechodu z uzlu v C ptes konjunkci A do bodu D neustale vychylovdno ze své pavodni
roviny smérem k S a pfi prichodu z D do C pfes opozici B je vychylovdno v opacném
sméru. Potom je zfejmé, Ze pii prechodu z uzlu C dosdhne t€leso P pfiStiho uzlu blize k
S. Podobné bude ustupovat i nasledujici uzel dosazeny prichodem opozici B. V syzygiich,
kdy neni pfi¢ny pohyb naruSovén, jsou uzly v klidu. Proto uzly béhem obé&hu télesa P
ustupuji.

V dusledku 12 Newton uvedl, Ze v§echny doposud popsané poruchy jsou v konjunkci
téles P a S v&tsi neZ pii jejich opozici. To je proto, Ze sily NM a LM jsou v konjunkci v&tsi.

Disledek 13 fikd, Ze vSechny popsané nerovnosti budou platit i pro soustavu Zemé T
a M¢ésice P, které obihaji kolem vzdaleného Slunce S s velkou hmotnosti.

V dﬁsledku 14 Newton poskytl z4vislosti sil MN a LM. Kdyi je téleso S velmi vzdalené,

pak ~ P11 proto ML ~ %;TP‘T‘ Protoze SK = je ML ~ Gf;}ff |, kde G je

ST ST i
grav1tacn1 k|0n|stanta a M je hmotnost t€lesa S. Newton| dI‘leSI’ll vyjadfeni GM oznacoval
jako absolutni sila t&lesa S. A podle tohoto diisledku jsou proto sily MN a LM, pti zndmé
vzdalenosti PT pfimo umérné absolutni sile télesa S a nepfimo umérné tieti mocniné
vzdélenosti ST. Dédle Newton uvazoval, Ze pokud télesa 7' a P obihaji kolem vzdaleného
télesa S, je SK o< |ST|/t2, kde tr je perioda ob&hu T kolem S, potom je MN o< LM o< 1/£3..
V disledku 15 Newton uvazoval zménu poloméru PT pfi neménné vzdalenosti ST. Potom
linearni poruchy budou umérné poloméru PT, ale thlové poruchy budou na ném nezavislé.
Dile periody linedrnich a stejnych uhlovych poruch musi byt imérné period€ ¢ obézné
drahy télesa P. V dusledku 16 Newton odvodil, Ze pohyby apsid a uzld, coZ jsou uhlové
poruchy, jsou stejné aZ na znaménko a jsou piimo umeérné obézné dobé télesa P a nepifimo
umérné druhé mocniné obézné doby télesa 7. Zmény ve vystfednosti a sklonu drahy PAB
netvoii znatelné zmény v pohynu apsid a uzli, jediné, Ze by byly prilis velké.

Disledek 17. Stfedni hodnota sily LM miiZe byt ddna tisekou PT . Stfedni sﬂu S_K ST

je také mozné vyjadrit iseCkou ST'. Pak miiZeme napsat ‘|LSAT/[\| ﬂ?; “ Sila |ST | < udrzu]e

t&leso T na jeho ob&Zné draze kolem télesa S a sila |PT| o udrzu]e téleso T na obézné

draze PAB kolem T'. Potom I‘Iiﬂ ||f)§||( ) . Tim miZeme VyJadrlt stiedn{ silu LM jako

LM o PT(E) . Kdyz jsou dany ob&Zné doby spoleéné se vzdalenosti PT, je ddna i stfedni
sfla LM a s ni i piiblizné sila MN.

Zbyvajici dusledky tohoto tvrzeni se zabyvaji ucinky puasobeni télesa S na rotujici
kulové téleso T, Newton v nich vysvétluje napriklad slapové sily, prilivy a odlivy nebo
precesi zemské osy.

1.3 Teorie pohybu Mésice

Konkrétné pohybem Mésice kolem Zemé se Newton vénoval v knize III. Ve tvrzeni 25
problém 6 se zabyval nalezenim sil, které rusi pohyb Mésice. Necht S oznacuje Slunce, T
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zemi, P Mésic a CADB je ob&zna draha Mésice, jak je naznageno na obrazku 1.4. Usecka

D

Obrazek 1.4: Mésic P obihajici kolem Zemé T spolecné obihaji kolem Slunce S.

|SK| = |ST | je stiedni vzdalenost Mésice od Z&mé a soucasné tato isecka vyjadfuje urych-
lujici pritazlivost Zemé smérem ke Slunci a tseCka SL vyjadiuje urychlujici pritazlivost
Mésice ke Slunci. Urychlujici pfitaZlivost SL je sloZena z pfitazlivosti SM a LM. Pohyb
Meésice je rusen urychlujicimi piitaZzlivostmi LM a TM. Jak Mésic a Zemé obihaji kolem
spole¢ného centra gravitace, pohyb Zemé kolem tohoto centra je také rusen zcela podob-
nymi silami, ale miZeme ztotoznit soucet sil a pohybd s Mésicem a reprezentovat soucet
sil dseckami TM a ML. Jak bylo ukazano v disledku 17 tvrzeni 66, je % = (L)2,

It
kde < ML > je stiedni stiedni hodnota sily ML, PT je urychlujici prltazhvost Zemé ve
vzdélenosti |PT| a t = 27d7h43m je ob&Znd doba Mésice kolem Zemé a tr = 365d6h9m

je obéznd doba Zemé kolem Slunce. Po dosazeni je <1},%L> = 1%(8)(7)35. Podle Newtona je

|PT| = 60.5R;, kde R, je polomér Zemé. Sila PT = Fy 5 plisobici ve vzddlenosti 60.5R;.

Newton nejprve uvazoval téleso obihajici ve vzdalenosti 60R; s periodou obéhu stejnou,

jako ma téleso ve vzdalenosti 60.5R,, potom 13,6—205 = 605 Dale vyjadiil pomér sily Fgg

@_

ve vzdalenosti 60R; a sily na povrchu Zemé Fg_ jako g Potom je stfedni sila

602
<ML >= 6205 6(1)2 . 1%g(7)gsFR 638092 ¢FR.. Z Gmérnosti usecek TM a ML je také ddna
sila TM.

Vlivem pasobeni Slunce je pii pohybu Mésice kolem Zemé narusen zakon ploch. Timto
se zabyva tvrzeni 26 problém 7. , Nalezeni hodinového ndriistu plochy, kterou Mésic
svym pritvodi¢em vedenym k Zemi opise na kruhové drdze.“ Newton pro jednoduchost
predpoklddal kruhovou drahu Mésice a ignoroval vSechny ostatni nerovnosti pramenici z
eliptické drhy. Ddle pro velkou vzdalenost Slunce pfedpokladal vzdjemnou rovnobéZznost
piimek SP a ST. Diky tomu je sila LM = TP a TM = 3|PK|. ® Sily LM a TM se skladaji na

®Kdyz uvazime konstantni vzddlenost |ST | = |SP| + |PK|, potom |ST|3 —|SP]* = (ST —SP)(|ST|>+|ST|-
|SP|+|SPJ?) = \PK|(|SP|2+2|SP| |PK|+|PK|*>+|ST|-|SP|+|SP|?) ~ 3\SP\2-|PK|+2\SP\~\PK|2+|PKP
1SL| _ |ST| _ \ST|
IST| — |sP| ISP
Potom je vyraz [ST|? — |SP|® = |SL|-|SP|> — |SP|® = |SP|>(|LS| — |SP|) = |SP|? - |PL| a tim padem je PL ~

3|PK|(1+ 35 + 'Ps’ﬁlz) A protoze |PK| < |SP|, je |PL| ~ 3|PK]|.

Déle plati vztah £ a protoZe jsou sily SL a ST reprezentovany tseckami SL a ST, je |SL| =
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Obrazek 1.5: Mésic P obihajici kolem Zemé T spolecné obihaji kolem Slunce S.

sflu LT, jak je vidét na obrazku 1.5. Tato sila je rozloZena na slozky TE a LE. Sila LE ptisobi
vzdy ve sméru kolmém na privodi¢ Mésice a proto bud urychluje, nebo zpomaluje pohyb
Mg¢sice a opis plochy timto privodi¢em. Z podobnosti trojihelniki PKT a PEL dostaneme
3|P|KT|P\‘TK |
thlem CTP ¢i obloukem CP. Porucha zpiisobena Sluncem je tak mald, Ze oblouk nebo
tihel miiZe byt bran jako imé&rny ¢asu. Usetka CG je kolmd k CT a |CG| = |CT|. Oblouk AC
je rozdé€len na nespocetné mnoZzstvi stejnych ¢asti Pp, ..., kterymi mtize byt reprezentovano
stejné nespocetné mnoZzstvi stejnych délek ¢asu. Kolmice pk 1. CT a PK L CT se protinaji

s tse¢kou TG v bodech F a f a |FK| = |TK|. Uvazujme trojihelnik APpq, na obrazku 1.5

vztah pro silu |EL| = . Cas je reprezentovan stiednim pohybem Mg&sice nebo

zndzornén Cervené, kde ¢ € PK a pq || kK. Protoze Aqu ~ APTK, je ||§II§“ = “ITJ§|| Proto
je plocha FKkf = |FK|-|Kk| = |Pp|- ITKLIPK] |Pp| infinitezimdlni

TP
plocha FKkf opsand za infinitezimélni ¢as Pp je timérnd sile EL. Se¢tenim prirtistki
dostaneme plochu GCKF tmérnou souctu viech sil EL pisobicich na Mésic za celkovy
Cas CP, a tim také imérnou ndristu rychlosti Mésice dvcp za Cas CP. Déle uvazujme silu,
diky které se Mésic pohybuje za periodu ¢ kolem stacionarni Zemé ve vzdélenosti T P.
Potom t€leso pod pisobenim této sily po dobu |CT| projde drahu 1/2|CT| a zdrovéi za
tuto dobu dosshne ob&zné rychlosti. / Déle spustime kolmici Kd | PT a |Kd| = %|EL|
a kdyz je Mésic v oktanech, je |Kd| = é]TP| = é < ML >, proto je v oktanech sila

|EL| = 2 < ML >= lig?SPT a dosahuje zde nejvétsi hodnoty. Za dobu CT tato sila
100

urychli t€leso o rychlost OV = 11975V, kde v je stfedni rychlost Mésice. V case CPA

2 4n? \CT\ 27:\CT\
V
o7 = ,kdev

délkou oblouku, je perioda obéhu t = 27|CT| a potom g= W' Potom za dobu |CT| projde téleso drdhu
2 2
s =1/2|CT| a jeho rychlost bude v = g|CT| = 4”172”' = w =

"Protoze zrychleni g = je kruhova rychlost. ProtozZe zde Cas reprezentujeme
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@ém velikosti oblouku |C/’;l , bude Sv{ig; = %5\/%’3‘ . KdyZ je Mésic v oktanech, je sila
EL nejvétsi a je reprezentovand plochou |[FK|-|Kk| = 1/2|TP|-|Pp| 5. Rychlost 8v4*,
na kterou tato nejvetsi sila |[EL| urychli Mé&sic za dobu CPA je §v*% = 1/2|TP|-|CA|.
Skute¢nd rychlost, o kterou se Mésic urychli dvcps za dobu CPA plisobenim proménlivé

o BT < ” . SVEBL _ 1/2|TPI|CA| _ |CA|
sily [EL], je dand obsahem trojdhelniku T'CG. Proto je zc = -5 ATpE = [rp|- Potom

rychlost, o kterou je Mésic urychlen za dobu CPA, je Svcpa = OVEF = %\7. Rychlost

Mésice se pii pfechodu z kvadratury do syzygie méni v rozmezi v — SV% az v+ SV%.
Newton poté prechazi k rychlosti opisovani ploch privodi¢em, neboli momentu plochy,

ktery je pfimo imé&rny rychlosti. Sttedni moment plochy M charakterizuje &islem 11915.

Moment plochy v syzygii A je potom My = 11965 a v kvadratuie C je M¢c = 11865. Moment

plochy v libovolném bod¢€ P pak ziskdme ze vztahi Mp = M¢c+ M a MAsf/IMC = SSF TKCCGG =
|[PK|> _ |Pd|

ITPE = TP[" Kde Srkcg je plocha ctyfihelniku FKCG a Stcg je plocha trojuhelniku TCG.

Podle plivodnich pfedpokladl jsou Slunce a Zemé v klidu a Mésic md synodickou
obéznou dobu 27d7h43m. Ve skuteCnosti je Mési¢ni synodickd obé€zna doba 29d12h44m
a piirustek rychlosti by se mél zvétsit v poméru téchto ¢asu. Potom je dvepy = %\7.

Ve tvrzeni 30 problému 11 se Newton vénoval nalezeni hodinového pohybu uzli na
kruhové ob&Zné drize. Reseni je znizornéno na obrazku 1.6. NPn zna¢i ob&znou dréhu
Meésice a Npn je jeji projekce do roviny ekliptiky a body N a n jsou uzly. PI a PK jsou
kolmice k pfimkdam ST a Qq a Pp je kolma k roviné ekliptiky. A a B jsou syzygie Mésice

m I

1. H

-

I

vV _ s

Obrazek 1.6: Pohyb uzlti Mésice na kruhové obézné draze.

87de by mélo byt spravn& |FK| - |Kk| = 1/+/2|TP|-|Pp|, protoze kdy# je Mé&sic v oktanech, je |[FK| = |T P|
a protoZe je trojihelni¢ek Ppgq rovnoramenny, je |Kk| = 1/+/2|Pp|. PouZijeme viak vztah, ktery Newton
pouzil v Principiich [1]
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v roviné ekliptiky, AZ je kolma k pfimce uzli Nn, Q a g jsou kvadratury Mésice v roviné
ekliptiky a pK je kolmice k pfimce Qg. Sila Slunce piisobici na Mésic se da rozloZit na
dvé slozky. Prvni pisobi ve sméru k Zemi a druhd ve sméru rovnobézném s ST. Prvni z
nich ptsobi v roviné mési¢ni drahy, a proto neméni jeji sklon. Druhd sila naruSuje rovinu
drdhy Mésice a md velikost 3| PK| nebo 3|IT|.

Nechf PM reprezentuje oblouk, ktery Mésic projde v infinitezimalné malém cCase a
ML je drahovy element, ktery Mésic projde za tento ¢as pisobenim sily 3|/7 |. Pfimky PL
a MP protinaji rovinu ekliptiky v bodech m a [ a k Tm vyneseme kolmici PH. Pfimky
ML || ml a proto jsou trojihelniky LMP a ImP podobné. Protoze je ptimka MPm v roviné
dréhy, ve které se Mésic pohybuje v bodé P, bod m € Nn. Pokud uvédzime, Ze sila 3|IT|
generujici drahovy element LM puisobi v bodé P, zptisobi pohyb M¢ésice po oblouku, jehoz
tétiva je LP a tim piesune M&sic z roviny MPmT do roviny LPIT. Uhlovy pohyb uzld
vytvafeny touto silou je roven thlu mT1. Z podobnosti trojihelnikti LPM a [Pm vyplyva

ML jmP] KdyzZ je zaddn element Casu, je zndmd i [MP| a protoze |ML| o< 3|IT|, je

IMP|

mi| o< |IT| - |mP|. Pokud je thel <Tml pravy, ihel <mT! ~ (i oc ITLZHL oc |17 |PH.
Ale jak se thel <T'ml = <STN vice odliSuje od pravého thlu, thel <mT je stidle mensi,
umérny sin(<STN) = %. Rychlost uzli je proto imérnd soucinu |IT|-|PH| - |AZ|, nebo
také soucinu sind thld <7PI,<<PTN a <<STN.

Pri poloze uzli v kvadraturdch a Mésice v syzygiich se drdhovy element ml vzdali
do nekonecna a potom <mT! = <mPl = <LPM, kde <LPM je thel, o ktery je Mésic
vychylen ze své piimocaré drdhy pouze pusobenim sily o velikosti 3|IT|. O thel <PTM
je Mésic vychylen ze svého pifimocarého pohybu plisobenim sily, ktera jej drzi na kruhové
dréze. Tyto thly jsou pfimo imérné témto silam, proto je pomér jﬁ’;% uhli roven poméru
piislusnych sil, ktery je podle Newtona ﬁ. JestliZe je stfedni hodinovy pohyb Mésice
vzhledem ke hvézddm 32/56"27""12.5!V, hodinovy pohyb uzli je v daném usporddani
33"10"33'V12". Hodinovy pohyb uzl v jiném uspofddani pak ziskdme vyndsobenim
ziskaného ¢isla siny Ghlt <7 PI, <PTN a <STN(thlova vzdalenost Mésice od kvadratury
a od uzlu a uzlu od Slunce). Podle vysledného znaménka dochdazi k progrddnimu, nebo
retrogradnimu pohybu uzlt. Prvni piipad nastava, kdyZ je Mésic mezi kvadraturou a uzlem,
ktery je k ni nejbiz. Pfi kazdém obéhu Mésice dochézi k prebytku retrogradnoho pohybu
uzli nad progradnim.

Newtonovi se podafilo kvalitativné objasnit pohyb uzli mési¢ni drahy a periodické
zmény jejiho sklonu k ekliptice. Vysvétlil hlavni nerovnost v Sifce, tak zvanou evekci.
Také nalezl poruchovou silu zptisobenou Sluncem, kterd vyvolava poruchy pohybu Mésice.
Newton pfi hledani poruchového pohybu Mésice uvazoval drdhy blizké kruhovym. VSechny
otazky ale uspokojivé nevyftesil. V textu Theoria Lunae [2], ktery byl vydan po Newtonové
smrti, konstatoval, Ze stfedni pohyb pfimky apsid drahy Mésice neobdrzel s dostate¢nou
piesnosti. Pii kazdém ob&hu se posouvd ve sméru pohybu Mésice o 3°4’8”. Newtonlv

vypocet daval hodnotu pfiblizn€ dvakrat mensi.

|ml| =




Kapitola 2

Leonhard Euler

K vyraznéjsimu rozvoji v feSeni problému nebeské mechaniky pfispél matematik a fyzik
Leonhard Euler, jehoZ prikopnické metody byly poté vyuZzity a doplnény Lagrangem a
Laplacem. Jednou z matematickych inovaci Eulera bylo zavedeni goniometrické funkce
ve smyslu veli€iny vyjadfené vzorcem a vycisleni jeji hodnoty v libovolném bodé pomoci
nekonecnych fad. Do té doby existovaly pouze trigonometrické tabulky s numericky urce-
nymi hodnotami. Tim dospél k oddéleni analyzy od geometrie. Euler jako prvni zachazi
s goniometrickymi funkcemi systematicky jako s poméry, nebo bezrozmérnymi velici-
nami a stanovil pro n€ i dnes pouzivané oznaceni. Déle vytvofil vzorce mezi mocninami
goniometrickych funkci a funkci ndsobnych uhli. Dalsi jeho velkou inovaci je pouZiti
trigonometrické fady k aproximaci iraciondlnich funkci. V neposledni fadé také zavedl
metodu variace konstant, v jeho praci spiSe znamou jako variace drdhovych elementu, k
feSeni nehomogennich diferencidlnich rovnic.

2.1 Prvni teorie pohybu Mésice

V prvni Eulerové praci na téma pohybu Mésice [3], Slo hlavné o ovéfeni zavislosti Newto-
nova gravita¢niho zdkona prostfednictvim pfesného odvozeni pohybu piimky apsid. Podle
Eulera, pokud by se sily ptisobici na Mésic nepatrné liSily od newtonovské teorie, rozdily
mezi pozorovanymi a vypocitanymi pohyby by byly sotva pozorovatelné. Naopak u pohybu
apogea by mohl byt rozdil i nékolik stupnd.

Euler nejprve formuloval tfi pohybové diferencidlni rovnice, které pozdéji pouZil také na
feSeni pohybu Jupiteru a Saturnu. Nejprve uvaZzoval pravouhly soufadny systém s pocatkem
v centru hlavniho télesa, t.j. Zemé v tomto piipadé a Slunce u problému Jupiteru a Saturnu.
Rovina drdhy Mésice je mirné naklonéna k rovinég xy tak, Ze z-tova soufadnice obihajiciho
Meésice je pomérné mald. Necht projekce radidlniho vektoru do roviny xy je oznacena
r. Velikost samotného radidlniho vektoru je v/r%+z2. Euler zavedl poldrni soufadnice
x =rcos@,y = rsin@. Déle pfedpoklddal, Ze Mésic podléhd tfem sildm. Prvni sila P
sméfuje ve sméru piimky spojujici projekci hmotného bodu do roviny xy s pocatkem.
Druhd sila Q je ve stejné roviné a sméfuje ve sméru opacném, nez je pohyb Mésice.
Posledni sila R je kolma k roviné xy a sméfuje k pocatku. Eulerovy pohybové rovnice jsou

—13-
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nasledujici:
1
d*r—rd¢? = —EPdtz 2.1
2 1 2
2drd$ +rd*¢ = —>Qdr (2.2)
1
d*z = —ERdtz. (2.3)

Faktor 1/2 na pravé strané rovnic vyplyva z toho, Ze Euler polozil 2g = 1. Zdkon volného
padu mohl napsat ve tvaru v> = h, misto v> = 2gh. UvaZujme rovnici 2% =2g=1.Jeji
integraci, za pfedpokladu dh/dt = 0 v Case t = 0, obdrzime vztah % = L. Dali{ integraci,

za predpokladu 7 = 0 v Case t = 0, dostaneme h = %. Z poslednich rovnic vidime, Ze
opravdu v? = (fi—}t’)2 = % =h.

Dile Euler nahradil 2.3 dvéma rovnicemi prvniho fadu s novymi proménnymi. Témi
jsou sklon drahy i a délka vzestupného uzlu Q. Nejprve z jednoduché geometrie odvodil,
ze

z=rsin(¢ — Q)tani.
Diferenciél této rovnice je

rdisin(¢ — Q)

2.4
cos2i ’ 24

dz =drsin(¢ —Q)tani+r(d¢ —dQ)cos(¢p — Q) tani +

kde r,¢,Q a i jsou vzaty jako proménné. Parametry Q a i se ale méni mnohem pomaleji,
nez r a ¢. Proto, kdyZ Mé&sic projde vzdalenost \/dr? + r2d?¢ mizeme Q a i povazovat za
konstanty a potom

dz = drsin(¢ — Q) tani+rd¢@ cos(¢p — Q) tani. (2.5)

Porovnénim rovnic 2.4 a 2.5 a vyjadfenim di obdrzel

dQsinicosi
= 2.6
: tan(¢ — Q) 26)
Vyjadienim diferencidlu tani a pouZitim rovnice 2.6, ziskal
di dQtani
d(tani) = = . 2.7
(tan?) cos?i  tan(¢ — Q) 2.7)
Vypoétem d?z z rovnice 2.4 a po tpravach stanovil
dodQ
d*z = tani [(dzr —rd¢?)sin(¢p — Q) + snr(q(f—Q) + (2drd¢ + rd*§) cos(¢ — Q)}
1 p—
(2.8)
= tani 1Pa’t2 sin(¢ — Q) : Qdr*cos(¢p — Q) + rdgd<2
I 2 sin(p— Q)|

Po dosazeni 2.3 do rovnice 2.8 Euler vyjadfil vztah pro dQ:

d 2 o e R
dQ = %";) Psin(¢ — Q) + Qcos(¢ — Q) — E} . (2.9)
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A diky rovnici 2.7, je

~ _ d(tani)  dQ
d[In(tani)] = tani  tan(¢ —Q)’
a proto
2 —
d[In(tani)] = %ﬁpg) Psin(¢ — Q)+ Qcos(¢p — Q) — % . (2.10)

Rovnice 2.9 a 2.10 predstavuji Eulertiv prvni krok smérem k metodé variace drahovych
parametri. Euler uvaZoval Mé&sic, nebo planetu, ktera se pohybuje v momentdlné stalé
obézné drize se sklonem k ekliptice, na druhou stranu také uvazoval obéznou drihu
kterda se pomalu pohybuje. Tento pohyb je ddn zménami drdhového sklonu i a polohy
vystupniho uzlu Q popsané rovnicemi 2.9 a 2.10. Pokud uvaZujeme téleso pfitahované
pouze centralnim télesem, pohybuje se toto téleso po elipse s centrdlnim télesem v jednom
ohnisku. Zavedenim poruchovych sil se obézna draha zacne pohybovat a ménit tvar. Ale
protoZe jsou poruchové sily relativné malé, elementy drah podléhaji pomalym zméndm.

V dal$im kroku Euler ur¢il sily v konkrétnim piipadé mésicni drahy. Rovinu ekliptiky
urcil jako projekéni rovinu. Ve vyjddfeni pfitaZlivosti Zemé na Mésic zavedl konstantu
h, kterou piipadné¢ modifikoval Newtontliv gravitaéni zdkon. Pismeny S,7 a L oznadil
hmotnosti Slunce (Soleil), Zemé (Terre) a Mésice (Lune). V prostoru jsou pak jejich stiedy
oznaceny O,C a M. Pravouhléd projekce M do roviny ekliptiky je m. Euler pak zavedl
znaceni

<mCO =1 (2.11)
mC =r (2.12)
oc=r (2.13)

OM =A (2.14)

<MCm =y (2.15)

Pro sily P,Q a R potom ziskal nasledujici vztahy:

P:(T+L)cos3l//<rl—2—h—12>+5[é—(%—%)cosn] (2.16)
Q=5 (%) sinn 2.17)
R= (T+L)cos2wsinq/(ri2—h—12> 4 sriany (2.18)

Vzdalenost Mésice od Zemé je ddna vztahem

r2

A= [r?—=2rr cos
\/r rr n+coszw

Euler tento vztah pro A nahradil fadou, ve které se omezil pouze na prvni Ctyfi ¢leny

rozvoje. Nasledné vzdalenost Zemé& od Slunce vyjadfil vztahem

. c(1—e€?)
r=_—"
1 —ecosp’
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kde ¢ je hlavni poloosa elipsy, po které obihd Zemé, e je jeji vystiednost a p je prava
anomadlie Zemé. Podobnou substituci pouZil pro proménnou r:

a(l—k*)u
y = —-
1 —kcosqg’

kde a je hlavni poloosa obéZné drahy Mésice, k je jeji vystfednost a g je pravd anomalie
Meésice oznacend jako nezdvisle proménnd. Parametr 1 = 1+ v charakterizuje pohyb elipsy.
Integraci rovnice 2.2 a pouZzitim vySe uvedenych substituci Euler ziskal vyraz

_dq (e L
a0 =5 (c = qu) , (2.19)

kde n je pomér stfednich pohybti a

(1—k>)3(1 —ecosp)® , .
2
(1—62)3(1—kcosq)4‘u SnSn

3
B=2
2

a C je integra¢ni konstanta.
Euler nakonec s vyuZitim rovnice 2.19 a po sérii dal$ich vypocti transformoval rovnici
2.1 na novou diferencidlni rovnici:

d*v 5 6v? 1 2
7 =C (n —3v+7) —2C/qu+ﬁ </qu)
2.
+%[1—0052(¢—Q)] (1+kcosg+-...) (2.20)

+3kcos(2n —q) — %ecos(Zn —p)+ .

kde m je pomér hmotnosti délenych druhou mocninou stfednich vzdélenosti. Podobné
rovnice Euler dostal i pro dQ a d[In(tani)]. Euler nejprve zvolil

/quzAcosZn +Bcos4n +Cvcosn +Dvcos3v (2.21)
v =A'cos2n + B’ cos4n +C'vcosn +D'vcos3n. (2.22)

V tomto prvnim pribliZzeni Euler predpokladal nulové vystfednosti a sklon obézné drahy,
aby ziskal nerovnosti nezavislé na vystfednosti. Dosazenim té€chto vztahti do diferencalni
rovnice 2.20 obdrZel nové rovnice urujici neznamé konstanty A,A’, B,B’, ....

V dal$im kroku Euler hledal nerovnosti Mésice, které zavisi na prvni mocniné vystied-
nosti k jeho obézné drahy. Pro jejich nalezeni aplikoval stejnou metodu, jako v pfedchozim
piipadé. Proto za [ Bdg dosadil vyraz slozeny ze dvou prvnich ¢lent 2.21 a souctu funkci,
které jsou k nasobkem kosint whld ¢,2n — ¢,2N + ¢, ... ndsobené novymi nezndmymi
koeficienty. Vyraz pro v vytvoril podobné a opét dosazenim do 2.21 ziskal nezndmé koe-
ficienty. Euler ddle podobnym zplisobem hledal nerovnosti v pohybu Mésice zavisejici
na druhé mocniné jeho vystiednosti. Ddle se snazil komplikovanymi vypocty jesté vice

. c . . . ot d¢ .
zdokonalit jiZ nalezené nerovnosti a usiloval o nejpfesnéjsi uréeni vyrazu pro a5 ktery
nasledné integroval a tim ziskal rozvoj pro ¢, jehoZ neperiodickou ¢4st 1ze podle Eulera
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urcit pozorovanim. Zapojenim pozorovani do svych vypocti Euler zjistil, Ze neni tfeba
uvazovat jiné sily, nez ty, které jsou nepfimo imérné druhé mocniné vzdalenosti.

Euler dédle pokracoval zvaZovanim dalSich moZnych nerovnosti pochézejici z pred tim
zanedbanych jevl. Také se vénoval pohybu uzli a zméndm sklonu. Vysledkem Eulerova
snazeni bylo vyjadfeni skutecné délky M¢ésice ¢ a nakonec vztah pro pravou anomalii
Mésice g v zavislosti na jeho stfedni anomdlii g a vystfednosti k

_ Lo\ . - S, . 13 5.
q=q—2k (1 — §k ) sing + é_lk sin2g — Ek sin3gG+ ...,
na jehoz zdkladé pak zkonstruoval tabulky.

ProtoZe sam Euler povaZoval svou teorii za komplikovanou s mnoha nevyhodami,
na konec svého textu pridal dodatek, ve kterém ukédzal novou metodu vypoctu. Pravé
tento piistup o nékolik let pozdé€ji rozvijeli Lagrange a Laplace. Hlavni mySlenkou tohoto
pristupu je vztazeni nulové anomélie k perigeu. Potom dr nezavisi na elongaci 1 a v apogeu
a perigeu je dr = 0. Euler oznadil stfedni vzdédlenost Slunce od Zemé a a stiedni thlovy
pohyb Slunce @. Potom obdrzel

1, ddo?

—dt” =
2 p
a prvni dvé rovnice pohybu
2drd¢ + rd*¢ = —Mdw* (2.23)
A
d%—nm2:—<ﬁ+40dw? (2.24)
M a N jsou poruchové sily, které maji tvar:
/ 1
M:ﬁ(%—ﬁ)Mn (2.25)
/
3 (r—r'cosm cosn
N=d ( covn | o8 ) (2.26)
M
A:Mﬁ% (2.27)

kde 7’ je vzdélenost Zemé& od Slunce, r je projekce vzdélenosti Mésice od Zemé a A je
vzdélenost Mésice od Slunce a 1) je rozdil délek Mé&sice a Slunce. Pro o’ také plati vztah

M/ _ n/2 a/3

a navic

cos? y

2
6= + 72 —2rr cosn,

kde y je Sitka Mésice.
Euler vyndsobil rovnici 2.23 2r3d¢ a po integraci dostal:

ap = "2k (2.28)

K=— / Mrid¢. (2.29)



Kapitola 2. Leonhard Euler 18

Rovnici 2.24 vyndsobil 2rd¢ a seletl s rovnici 2.23, integroval a za r*d¢ dosadil podle

vztahu 2.28 a ziskal
A K
dr:ida)\/Z <L+———2> (2.30)
ror

L—— / (Mrd¢ + Ndr) (2.31)

Déle Euler pouzil polarni rovnici elipsy

u

r=——-"
1 —kcosq’

kde u je parametr elipsy, k je vystiednost a g je pravd anomalie Mésice. Tuto rovnici pro r

dosadil do rovnic 2.30 a 2.28 a pro zjednoduSeni navic piredpokladal, ze

2K —Au=0 (2.32)
Lu* +Au—K = Kk? (2.33)
a obdrzel
drzxtﬁﬁ%?gzvﬁﬁ (2.34)
do = 22 /au = dall _ulzcosq)Z\/A_u (235)
Pohyb apogea pak bude
do —dq = dTw B{T/I <2sinq+ Im]—ci):;[) — %]cosq] VAu

zaroven dostal pro dn

_ _ 2
dn:fa)(l k;osq\/A—u_ 1(1 ecosp) >
u

Tyto posledni dvé rovnice Euler pouZil jako zdkladni vzorce nového feSeni.
Poté Euler vytvoril rozvoje do fad pro M a N, pii ¢emZ pouzil

p=po(1+8).
S tim také vytvofil rozvoj
1 1 3r 372 5
y<in r73+74005n+4r—,5(3+5005 n+.., (2.36)

ktery vyuzil ve vyjddifeni poruchovych sil, derivace & a také ostatnich drahovych elementi
podle ®. Podobnym zplisobem vytvoril vzorce popisujici pohyb Mésice v Sifce a zavedl
vzorce pro dQ/d® a d[In(tani)]/dw.
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Poté Euler nejprve urcil nerovnosti v pohybu Mésice nezévislé na sklonu jeho dréhy a
vystfednosti Slunce e. Poté pokracoval metodou neurcitych koeficientl a pfi pouZiti rovnic
pro poruchy dostal vyrazy pro derivace drahovych elementi podle .

Tato prvni Eulerova teorie Mésice pfinesla hlavné potvrzeni platnosti Newtonova gra-
vita¢niho zdkona, o jehoz platnosti si Euler nebyl do té doby jisty. Euler vSak poté zastaval
nazor, ze samotny Newtonlv gravitacni zakon neni dostacujici k vysvétleni pohybu ne-
beskych téles. Utvrzoval ho v tom problém tzv. sekuldrni akcelerace Mésice, coZ je zrych-
lovéani stfedniho thlového pohybu Mésice. Sekuldrni akceleraci objevil jiz v roce 1693
Halley. Ve druhé Eulerové teorii Mésice z roku 1772 byl pouZit novy pfistup feSeni, ale
nedosdhla priliSného uspéchu. Sekularni akcelerace pomoci ni nebyla vysvétlena a dokonce
nedosdhla lepsi presnosti. Sekuldrni akcelerace byla vysvétlena az v roce 1787 Laplacem,
ktery nalezl jeji pfiCinu ve zméné vystiednosti zemské drahy.

2.2 Teorie pohybu Jupiteru a Saturnu

Euler ve své prvni préci [4] na téma pohybu Jupiteru a Saturnu vyuzil pohybové rovnice
2.1,2.2,2.9 a2.10, které jiz vyuzil také v ptipadé své prvni teorie pohybu Mésice. Nejprve
vyjadril sily P,Q a R. Nechf pismena bez ¢arky oznacuji proménné a konstanty tykajici
se Jupiteru a ¢arkované Saturnu. Hmotnost Slunce je oznacena S, Jupiteru p a Saturnu
p'. Euler se omezil pouze na vypocet poruch Saturnu zptsobené Jupiterem. Proto polozil
rovinu Jupiteru (r, 6) neruSenou a bral ji jako referen¢ni rovinu. Saturn mé $iiku y’ danou
vztahem y' = ﬁ—;, jak je vidét na obrdzku 2.1. Vzdélenost mezi Jupiterem a Saturnem je
dand vztahem

72

V= r2—2rr’c059+T,
cos? yr

kde 6 je rozdil heliocentrickych délek planet v obéZné drize Jupiteru.

Obrézek 2.1: Slunce S, kolem kterého obihaji Jupiter p a Saturn p’

2/
Na Saturn plisobi jednak sfla sméfujicf ke Slunci o velikosti -5 = 3<% ¥ 4 také
PN P

sila sméfujici k Jupiteru o velikosti v%. Protoze na Slunce, o kterém pfedpokladame, ze
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je nehybné, plisobi sily Jupiteru a Saturnu, musime tyto sily pfevést na Saturn s opacnym
smérem. Proto k témto silam pisobicim na Saturn pridavame jesté silu o velikosti r%,

/ 2
sm&fujici ve sméru piimky LM, a silu o velikosti 27
sily 1ze rozlozit do sloZek ve smérech LS, LN a p'L:

sméfujici ve sméru p’S. Tyto Ctyfi

(S+ p')cos® v/ r roo1

P= 7 +p 3\ T2 cos 6 (2.37)

I 1Y) .
O=p -3 sin 6 (2.38)

reov
R_ (S+p)co; y'siny’ pr’ta3nl//’. (2.39)
v

K nahrazeni faktoru %-, Euler vyuzil rovnici 2.1. Pfedstavil si Jupiter pohybujici se

rovnomeérné po kruhu ve strednl vzdélenosti a od Slunce a stiedni dhlovy pohyb Jupiteru
oznacil M. Potom je dr = 0 a z rovnice 2.1 obdrzel
dr?>  a(dM)*  a*(dM)?
2 Sla> S

Po dosazeni do rovnic 2.1, 2.2,2.9 a 2.10 pro Saturn, vyjadfeni pro P, Q,R,dt2/2 a navic
ozna¢il pomér hmotnosti Saturnu a Slunce p’ = & a ziskal:

(1+u)cosy/+ur ,ucos@ /.chos@

2 V3 r2

d2r/_r/(d¢/)2 _ _aS(dM)Z

] (2.40)

V3

dQ =

2dr'd¢’ +Fd*¢' = —pa’ (dM)? st( —i) (2.41)
] (2.42)

pa®(dM)?sin(¢’ — Q)sin(6 — Q)
rde’ {
pa’(dM)? cos%;/ﬂ) sin(6 — Q) (lz_v%) (2.43)

d[In(tani)] = .

Tyto rovnice jsou piimym diisledkem Newtonova gravitacniho zdkona. Euler se nepo-
kusil o Zadné jejich formdlni feSeni, ale zavedl aproximace, kterymi tyto rovnice zjednodu-
Sil. Nové rovnice pak fesil metodou neurcitych koeficientii. Postupné vytvofil ¢tyfi rizné
varianty aproximaci.

(1) Nejprve predpokladal nulovy sklon Saturnovy drdhy, proto je také y’' = 0, a dale
vystiednosti obou drah jsou nulové. Proto r =a a ¥’ = d’(1 +nx'), kde d’ je stiedni vzda-
lenost Saturnu od Slunce a ux’ vyjadfuje poruchy radialniho vektoru vyvolané Jupiterem
a jsou tak malé, Ze jejich ¢tverec lze zanedbat. Déle Euler zavedl d¢’ = m(dM) + ndy/,
kde m je pomér Saturnova stfedniho pohybu k Jupiterovu a ndy’ je opét velmi mald poru-
cha, jejiz Ctverec lze zanedbat. Dosazenim téchto substituci do rovnic 2.40 a 2.41 nalezl
diferencialni rovnice v x” a y’, které vyfesil zavedenim vyrazu s neurcitymi koeficienty pro
radidlni vektor a jeho dosazenim do diferencidlnich rovnic a ur¢enim koeficientti kazdého
sinu nebo kosinu. Tim ziskdme poruchy Saturnu v radidlnim vektoru a délce vzniklych na
zakladé uvedenych predpokladi.



Kapitola 2. Leonhard Euler 21

(2) Déle Euler zavedl vystiednost Saturnovy drahy, zatimco ostatni predpoklady ziistaly
stejné. Radialni vektor Saturnu ma tvar

¥ =d(1+écosE' +nx'),

kde ¢’ je vystiednost Saturnovy drahy, E’ je Saturnova excentrickd anomdlie, kterd souvisi
se sttedni anomalii M’ = E' + ¢’ sin E'.Vyraz nx’ opét vyjadiuje poruchu v radidlnim vektoru
zpisobenou Jupiterem. U bezporuchové elipsy je skute¢nd anomalie dand vztahem d¢’ =

1
dE'(1—€?)2

Trocosp anomalie Saturnu pii pohybu po rusené elipse je dand vztahem

kdE'(1— )2

do' =
¢ 1+4+¢e'cosE’

+ndy',
kde k se s ohledem na pohyb afélia mirné 1i§ od 1. Po dosazeni téchto vyrazi pro r’ a d¢’
do rovnic 2.40 a 2.41 Euler zanedbal ¢leny obsahujici druhé a vys$si mocniny vystfednosti
¢’ a odvodil znovu diferencidlni rovnice pro x’ a y’. Tyto rovnice vyfesil stejné jako piedtim
a tim ziskal obé& poruchy ziskané v (1) a taky poruchy zdvisejici na e’.

(3) Ve tieti varianté zjednodusujicich pfedpokladti zavedl Euler eliptickou obé&Znou
drdhu pro Jupiter s radidlnim vektorem r = a(1 + ecos E) a pro jeho pravou anomalii plati

dE(1—é%)2

dop = .
¢ 1+ecosE

Naopak pro Saturn predpokladal kruhovou obéZnou drdahu rusenou ptisobenim Jupiteru a
pro jeho radialni vektor plati
¥ =d(1+nx)

a pro délku
d¢' = m(dM) + ndx'.

Reseni diferencialnich rovnic vzniklych z t&chto substituci ddvé poruchy tmérné e.

(4) Nakonec za t¢elem vyuZiti rovnic 2.42 a 2.43 Euler pfedpoklddal obé drahy kruhové
a pohyby v délce identické se stfednimi pohyby. Integrace potifebné k ziskdni zmény sklonu
a pohybu piimky uzli se pak ukazou byt piimocaré, kdyZ na pravé strané rovnic jsou pouze
¢,0 a v proménné. Euler zjistil, Ze sklon je az na drobné odchylky konstantni a pfimka
uzli kond zpétny pohyb s malymi sinusoiddlnimi vykyvy.

V druhé prici o pohybu Jupiteru a Saturnu [5] z roku 1752, Euler nefeSil problém
pohybu v Sifce. K feSeni pouZil pouze pohybové rovnice 2.1 a 2.2, které aplikoval na
Jupiter a Saturn:

Pr—r(d9)? = —d(dM)? (1;“ + “";,‘;S‘) + “/(r_vicose)) : (2.44)
2drd¢ +rd*¢ = —p'a® (dM)?sin 6 (—r% + V%) , (2.45)

& — 1 (d¢')? = —a®(dM)? (1 ;“ LB C;SG G _VZCOSO)> . (246)
2dr'd¢ +r'd*¢’ = —pa® (dM)*sin @ (% - VLS L4
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V dal$im kroku Euler vynasobil rovnice 2.45 a 2.47 r, respektive r a jejich ndslednou
integraci ziskal rovnice

dMsin 0 'dM sin 0
Pdg = dM ( fruad | R s / %) , (2.48)
r v
r'dM sin 6 rr'dM sin 0
r'zd(p’ =dM (g - [Ja3/r—2 ~|—,ua3/v—3> 5 (249)
kde f a g jsou integracni konstanty. Zavedenim substituci
/ ra’M;inG _x, / r’szsinO _y. / rr'dM35in9 _z
r r 1%
a poloZenim a = 1, dostal rovnice
aMm
dg = —[f+u'(X-2)], (2.50)
dM
d‘P/:ﬁ[g—H(Y—Z)]v (2.51)

které dosadil do rovnic 2.44 a 2.46. Déle Euler pro zjednoduseni vypocti zvolil 46 kon-
stantni, neboli 6 = ¢ — ¢’ uvazoval jako nezdvislou proménnou, i pies skutecnost, Ze se 0
méni v Case nerovnomérng. Euler poloZil dM = 1d0 a dM' = n'1d, kde T je proménnd
an' je pomér Saturnova stfedniho pohybu k Jupiterovu. ProtoZe keplerovské tihly anoma-
lie nemaji Zadny vztah k nezavislé proménné 6, navrhl zavést novy anomalisticky uhel
do = kd0 pro Jupiter a d6’ = k’d0 pro Saturn, kde k a K’ jsou konstanty.

Zavedenim substituci

r=a(l+u), (2.52)
¥ =d(1+v) (2.53)

a jejich dosazenim do rovnic 2.44 a 2.46 ziskal dvé diferencidlni rovnice pro proménné u
a v. Ty obsahovaly pouze oscilacni ¢leny, nebo sekularni ¢leny imérné 6. Pti feSeni téchto
rovnic Euler psal vyrazy pro u a v obsahujici kosinové ¢leny s neurcitymi koeficienty
a jejich dosazenim do diferencidlnich rovnic tyto koeficienty urcil. Tento postup opét
provedl né€kolikrat, kdy postupné bral v dvahu pouze vystfednost Jupiterovy drahy, poté
pouze vystfednost Saturnovy drahy a nakonec uvazoval obé vystfednosti soucasné.

Treti Eulerova prace o planetarnich poruchéch [6] je z roku 1756. Na jejim zacatku
Euler znovu odvodil rovnice 2.1,2.2, 2.9 a 2.10 . Pfi dalSim feSeni vyndsobil rovnici 2.2
integraénim faktorem r>d¢ a ndslednou integraci ziskal

do? = di*(A— / 0r3d9),

jednoduchou dpravou dostal

2
rd¢? = ‘%(A — /Qr3d¢).
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Dosazenim této rovnice do 2.1 obdrzel

A 1 P
2. 42 3
d*r =dt <r3—r3/Qrd¢—§).

Posledni rovnici po vyndsobeni 2dr integroval:

(dr)? = dr? (B—:‘—z—z/‘j—;/gﬁw—/mr).

N P4

V této rovnici tfeti ¢len v zdvorce na pravé strané ¢astecné integroval a obdrZel

(dr)* = dr? (B—%—I—%/Qﬁdq)—/Qrd(P—/Pdr),

odkud nalezl

J !
drz—Tt [Brz—A—l—/Qr3d¢—r2 (/Qrdqﬂ—/Pdr)] , (2.54)

zaporné znaménko zvolil, protoZe vztahoval pohyb planet k aféliu, kde je vzdélenost od
Slunce nejveétsi.

Do rovnice 2.54 Euler dosadil rovnici elipsy v polarnich soufadnicich r = %, kde
p je parametr elipsy, g je vystfenost a v je anomalie. Po provedeni vétSiho poc¢tu aproximaci
Euler uvedl vysledek:

dt
dr = —— [sz—f-fzp—A—f—/Qr?’dq) —p2 (/Qrd¢+/Pdr) —fzpqcosv
p
1
2
+2chosv—2qcosv/Qr3d¢—qucoszv—qucoszv/Qrz’d(])} .

Pro staciondrni elipsu je dr tmérné sinv. Euler pouZil pfedstavu, Ze obéZné drdha je
pohybujici se elipsa a proto musi byt vyraz pod odmocninou imérny 1 — cos?v. Z této
podminky obdrzel

24 -2 3d
_ ]{ZQr ¢ (2.55)
2
q2 _ f —I—ZBp—Zp(fszrd(P+der). (2.56)

Pritomnosti proménnych poruchovych sil P a Q ukazuji na proménnost parametri elipsy
p a q. Euler nalezl jejich diferencidly vyjadiené pomoci diferenciald ¢asu dt. Také urcil
pohyb afélia z rozdilu d¢ — dv, kde ¢ je délka a v je pravd anomadlie. Pohyb uzlu a zmény
sklonu spocital stejné, jako v préci [4] z roku 1748.
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2.3 Rozklady do trigonometrickych rad

Jak uz bylo feceno, velmi diilezité pro vysetfovani vzajemnych poruch planet bylo Eulerovo
zavedeni trigonometrickych fad ve tvaru

% + Z (apcosn6 + b, sinnb),
n=1

pouzité pro aproximace jinych funkci. Bez téchto fad by nebeskd mechanika Lagrange
a Laplace byla nemyslitelna. Zatimco prostorova geometrie obéhu Mésice kolem Zemé
umoziovala pouZziti uz jen né€kolika prvnich ¢lend Taylorova rozvoje, v piipadé ob&hu
planet kolem Slunce se vzdalenosti mezi nimi v riznych obdobich diametralné odliSuji a
pouzité fady konverguji mnohem hife.

Diferencidlni rovnice popisujici pohyb planety kolem Slunce pfipousti dobfe zndmé
reSeni dané eliptickou drahou a zdkonem ploch. Pokud do systému vloZime dalSi planetu,
v pohybovych rovnicich se objevi nové ¢leny zptisobené pfitazlivosti této nové planety a
rovnice pak Ize vyfesit pouze zavedenim aproximaci. Sila, kterou ptlisobi tato nova rusici
planeta na ptivodni ruSenou planetu, je nepiimo imérna ¢tverci jejich vzdjemné vzdalenosti

v 2= (r*+r*—2r'cos0) L.
Tato sila po rozloZzeni do soufadnicovych smérti, aby mohla byt pouzita v pohybovych
rovnicich, m4 jednotlivé slozky nepfimo imérné tfeti mocniné€ vzdéalenosti

v = (P + 7% —2rr cos 9)*%.
Hlavni problém, ktery Euler feSil ve své prici [4] z roku 1748, bylo urceni integralu
obsahujici tento faktor. Vychodiskem je aproximovat vzdalenost mezi planetami néjakym
dostatecné presnym raciondlnim vyjadfenim, ktery se d4 pfimo integrovat.

Euler nejprve zanedbal vystfednosti drah, r a 7 jsou proto konstantni a zavedenim
a=r/rag=20/(1+a?) dostal

v =31+ a2 —20c0s0) 2 = 3(1+0a?) "2 (1—gcos§) 2.

[\STIS%

Dile Euler vytvofil pouze rozvoj obecnéjsi funkce (1 — gcos0)~*. V [4] konkrétné [7,
I1,25,60] Euler uvedl:

,,PFi FeSeni diferencidlnich rovnic, zpiisobuje nejvétsi nesndze iraciondlni formule (1 —
gcos 6)_%, kterd nemiiZe byt rozloZena do konvergujici fady, protoZe hodnota g je priblizné
4/5. Tato okolnost mé presvédcuje, Ze je absolutné nutné tento iraciondlni vzorec ve
vypoctech zachovat, ale to by reSeni ucinilo témér neproveditelné, protoZe by se musely
hledat hodnoty integrdlii mérenim plochy pod kiivkou, coZ by prineslo pracné a ne moc
presné aproximace. “

TaylorGv rozvoj (1 — gcos0) %, ddva

(s+1)

1 2

3.3
2.3 g7 cos’ 0+ ...

g>cos? 0 +
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Mocniny cos 0 nejde integrovat piimo, Euler proto vyjadfil mocniny kosinii pomoci kosint
vicenasobnych thli, napt.:

2c0s>0 =cos20 +1, (2.57)
4cos® 0 = cos360 +3cos 0, (2.58)

a rozvoj dostal tvar

(1—gcos®) > =A+BcosO+Ccos260+...,

kde
2s(s+1) 5 4-3s(s+1)(s+2)(s+3) 4, 6-54 (s+35)!
A=1+7 e
s(s+1)(s42) 5 s(s+1D)(s+2)(s+3)(s+4) 5
B= (2
&+ 2-4 &+ 2.4.4.6 g + ... (2.60)

podobné fady lze nalézt pro C, D, .... Nova fada pro (1 — gcos 6)* je snadno integrovatelna
a jeji integral konverguje rychleji, protoZe dvojitd integrace kazdého ¢lenu kcosn6 dava
— n% cosnf.

Jakykoli koeficient nové fady, mimo prvnich dvou, 1ze spocitat pomoci predchozich
dvou. Necht

q=A+BcosO+Ccos20+...= (1 —gcosH) .

Potom vztah
Ing= —sIn(l —gcos )

jehoz derivaci a upravou dostaneme

dq

de(l—gcos@)+sgqsin9=0. (2.61)

. dq . v ve,s .
Dosazenim za g a 5 z definice fady ¢ a pouZitim rovnic

1

sinnfcos 6 = E[sin(n +1)0+sin(n—1)6)] (2.62)
1

cosnBsin 6 = 5[sin(n+ 1)6 —sin(n—1)6], (2.63)

se zbavil soucinti sint a kosinti. Soucet ¢lent obsahujici sinus stejného argumentu je roven
nule, aby byla splnéna rovnice 2.61 a tim ziskal rovnice mezi koeficienty A,B,C,...:

_2B-2gA  4C—(s+1)gB 6D~ (s+2)¢C

2-s)g "~ (B-s)g b= (4—s5)g 7

K urceni koeficienti Aa B Euler uvedl dvé metody. Prvni vychédzi z poznatku, Ze A,
nebo g mohou byt zapsany ve tvaru

M +N(1+Pg?+ PQg* + PORg® + PORSg® + ...),
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kde M je soucet uritého poctu pocatecnich ¢lent, napiiklad 10, a N je nésledujici Clen,

vypoctené ze vztahti 2.59 a 2.60. Faktory P, Q, R, ... se potom stejnomérné bliZi 1, a o fadé
je potom moZzné uvazovat jako o rozvoji zlomku ve tvaru

1+ag®+bg*
1 —cg?—dg*

kde koeficienty a,b,c,d mohou byt ur¢eny z hodnot P,Q,R, ....
Druhou metodu uvedl bez vysvétleni odvozeni. Jde ale o pfiblizny vypocet Fouriero-
vych koeficientid. Jde o vypocet nasledujicich sum

1 2 2j—Dr\"*
A~ — 1— e T 2.64
ZnJZ’]( §c08 4n ( )
1 & (2j—1 2j—1)m\
B~ —) cos u - 1—gcos u . (2.65)
2nj:1 4n 4n

Pii zavedeni vystrednosti Euler nejprve uvazoval drahu Satrurnu vystfedni a Jupiterovu
kruhovou a poté naopak. V prvnim piipadé Euler nalezl vztah

1

[NS1IS8]

v*3:a'73(1+a2)*%(1—gcose—ke'g(a* —cos@)cosq’) 2.

Kde ¢ je vystiednost Saturnovy drdhy a ¢’ je excentrickd anomadlie Saturnu souvise-

dq/(1—¢?)?

(14€'cosq’)
3 . , %

cos 0)cosq’)) 2 Euler rozepsal do Fady a pouZil prvni dva ¢leny:

v =d (14 OCZ)_% ! _ 3¢g(a”! —cosB)cosq’
(l—gcose)% 2(1—gcos@)%

jici s jeho pravou anomdlii vztahem d¢’ = . Vyraz (1 —gcos@ +¢'g(a™! —

V ptipadé, kdy Euler urcoval poruchy vyplyvajici z vystiednosti Jupiterovy drahy pfi
zanedbani vystiednosti Saturnu, odvodil podobnou rovnici

vi3=d73(1 +(X2)_% 1 _ 3eg(a™' —cosB)cosg
(l—gcose)% 2(1 —gcos@)%

Posledni dvé rovnice vyzaduji kromé rozvoje (1 — gcos 6)_% jesté rozvoj vyrazu (1 —
gcosB) -3,

2.4 Problém ,,arcs de cercle‘

Pfi obycejném feSeni diferencidlnich rovnic metodou postupnych aproximaci vznikaji v
feSeni Cleny, ve kterych se thel rostouci s ¢asem, tzv. ,arc de cercle!, objevi mimo
argument sinu nebo kosinu. Takovy ¢len se s nartistajicim C¢asem neustdle zvétSuje a

1V doslovném prekladu ,,ihel oblouku kruhu*
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znehodnocuje feSeni. Euler poprvé nalezl ,,arc de cercle® ve tfeti ¢asti prace [4], ve které
hledal poruchy drahy Saturnu zptisobené vystiednosti Jupiterovy dréhy.

Ve treti ¢4sti [4] Euler predpoklddal obézné drahy Jupiteru a Saturnu v jedné roviné,
drdha Jupiteru je excentrickd s vystiednosti e a Saturnova drdha je kruhova. Jak uZ bylo
feceno, Euler pro Jupiter pouzil vzorce keplerovského pohybu po elipse

r=a(l+ecosE), (2.66)
dE(1—¢%)2
= ————~dE(1 - E). 2.67
49 I +ecosE dE(1—ecosE) 2.67)
Rusenou kruhovou drédhu Saturnu vyjadfil vztahy
¥ =d (1+nx) (2.68)
d¢' = mdM +ndy’, (2.69)

kde n je velmi maly koeficient, X'a y’ jsou nové proménné a m = % je pomér stfedni Sa-
turnovy a Jupiterovy anomalie. Ke zjednoduseni vypoctli Euler pfedpokladal, Ze odchylky
Saturnu od kruhové drdhy a rovnomérného pohybu jsou zptisobené pouze Jupiterem a
protoze dO = d¢ — d¢’. S uréitym stupném pfibliZzeni odvodil

d6 = (1—m)dE — (14 m)edE cosE. (2.70)

Euler pouzil excentrickou anomalii Jupiteru E jako nezdvislou proménnou (dE = 0).
PouZitim zjednoduSujicich podminek na pohybové rovnice odvodil Euler rovnice pro
/ /
X ay:

d*x dx' . 2AA —B

0= (1 —ecosE)+e——sinE —

ecosE —3m*x' (1 +ecosE)

dE? dE 2h 2.71)
—2md—yl + ﬁ(l —ecosE) + a—3(l —c0s0 +AecosE —2ecos O -coskE)
dE A . A3 , ’
0 _ZEyz (1 —ecosE) —1—32—}1; sinE +2mfl—)1; + s129 (1— ecosE)(2 )
a’ '
- m(l +2ecosE)sinb,

kde A, B, hjsoukonstanty a A = a’/a. Dile za v—3 dosadil prvnich pét ¢len trigonometrické
fady a integroval rovnici 2.72. P¥i integraci [ dEsin 0 a [ dE sin26 Euler vyuzil vztah 2.70

ve tvaru 160 1
gg =49
l-m 1—-m

edE cos 6,

a tim ziskal

1
/dEsinG:— cos@+(i/dEsm (6+E)

- 2(1
" (2.73)
(14+m)e
—/dEsm (6—E),
2(1
1 1
/dEsin26 :—mcoszmrél/dlssm (20 +E)
(2.74)

+§1i/dEsm 20 —E).
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Pro vypocet integrall na pravé strané¢ té€chto rovnic, protoZe jsou vynasobeny malym ¢islem

e, pouzil Euler méné ptesné&jsi vztah d0 = (1 —m)dE a nalezl

/sin(@ +E)=— L cos(04E), (2.75)

—m
1
/sin(29 +E)= ~3 o cos(20 +E), (2.76)

/sin(G—E) _ —nlqcos(O—E), 277)

/sin(ZG—E) =1

o cos(26 —E). (2.78)

Dosazenim vzorce pro dy’ /dE nalezené feSenim rovnice 2.72 do rovnice 2.71 ziskal
d’*x’

dE?
+2(mA" +B')cos 0 + (2nB’ +C') cos 26

d /
0= (1—2ecosE)+ed—2sinE+m2x’—M’ecosE

_ (22’7_1!;1 +Q’) ecos(0+E)+2(P — Q' )ecos(6 —E) (2.79)
2le , ngl )
_ (3 - +R ) ecos(20 +E) — (1 “om +R ) ecos(20 —E).

Euler pouzil pro vyfeseni této rovnice metodu neurcitych koeficientli a navrhl feseni ve
tvaru

x' =M"ecosE +B"cos0 +C"cos20 +Q"ecos(6 +E)

2.80
+R"ecos(20 + E) + Q"ecos(6 —E) + R"ecos(260 — E). (2-80)

Dosazenim jeho pfisluSnych derivaci do rovnice 2.79 a poloZenim vyslednych koeficientl
u kosind prislusnych argumentii rovnych nule ur¢il hodnoty neznamych koeficientd u 2.80.
Pro Q" nalezl

" 2mA'+B +2P' — Q'
Q' = 2_ 2 :
m*—m
Ale jmenovatel je rovny nule a takovy vysledek neddva smysl. Nekonecny koeficient
Q" podle Eulera ukazuje na to, Ze v rovnici pro x' musi byt jesté dalsi ¢len obsahujici

absolutn{ dhel a tento vyraz ma tvar T”eE sin(6 —E). V Z—’g potom bude navic vystupovat

dvojclen T"esin(0 — E) —mT"eEcos(6 —R) a v % dvojélen —2mT"ecos(6 — E) —
m*T"eE sin(6 — E). Vysledny koeficient u e cos @ — E bude navic obsahovat vyraz —2mT"
a vyrazy obsahujici Q” se navzdjem odectou, takze jiZ nemusel tento koeficient nadale

uvazovat a pro T” obdrzel

T,,_ZWLA/“FB/“}‘ZE/—Q/
- 2m

Euler ale pouZil oba Cleny T"¢E sin(6 —E) a Q"ecos(0 — E) ve vyjadieni x’, které vystu-
puje ve vyjadieni y'.
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Pro lepsi ilustraci problému, predpoklddejme diferencidlni rovnici ve tvaru

d*x

0=
dE?

+m?x +Bcos pE + ..., (2.81)

v feSeni musime ocCekavat dva ¢leny:

BcosmE  BcospE
2 2"

- (2.82)
p-—m

~m
Uvazujme m = p+ €, kde € je velmi malé. V limité € — 0 se 2.82 rovna — (BE sinmE /2p).
Clen (2P’ — Q')ecos(6 — E) z rovnice 2.79 odpovidd BcospE z rovnice 2.81. ProtoZe
d¢ ~dE(1—ecosE), je

¢ =FE —esinE+A,

kde A je délka afélia. Dile d¢’ ~ mdM = m(dE + edE cosE) a z toho dostaneme
¢’ ~m(E +esinE).
Kdyz 6 = ¢ — ¢’, dostaneme piiblizné
cos(0 —E) ~ cos(mE —A) — (1 + m)esinE sin(mE — A),
zanedbanim druhé mocniny vystfednosti e bude
(2P — Q')ecos(68 —E) = (2P’ — Q')ecos(mE — A), (2.83)

¢imz jsme zjistili, Ze koeficient od E v argumentu je m. Pokud by Euler neuvazoval polohu
aféla Jupiteru konstantni, feknéme A — A + €E, kde € < 1, pak by prava strana 2.83 presla
na

(2P — Q")ecos|(m—€)E — A],

a ve jmenovateli pro Q" by se objevil vyraz (m — 8)2 —m? ~ —2me a v feleni by se ,,arc

de cercle® neobjevil. Euler o odstranitelnosti ,,arc de cercle* védél, ale ve svém feSeni jej
zahrnul, protoZe v ném vidél feSeni problému pozorovaného sekuldrniho zmenSeni pohybu
Saturnu. Pro velkou sloZitost vypocta koeficientd Q" a T” Euler navrhl jejich uréeni pomoci
pozorovani a skute¢né déle ve své praci rozvijel teorii, jak z vicendsobnych pozorovani
urcit koeficienty trigonometrickych ¢lent, tzv. metodou podminkovych rovnic.

Druhd Eulerova prace o pohybech Jupiteru a Saturnu z roku 1752 [5] neobsahovala
zadny ,.arcs de cercle”. Euler nezavrhl analyzu z [4], ale zamé&Fil se na zpilsob, jakym
poruchové ¢leny pfispivaji k pozorované rovnici stredu.

Ve vyjadieni pro radidlni vektor Saturnu, stejné jako v predchozi praci [4], nalezl ¢len
obsahujici cos(8 — o), stejné tak pro Jupiter ¢len obsahujici cos(6 — '), kde o a ¢’ je
trochu odliSny druh anomadlie, ktery se vyrazné nelisi od excentrické anomdlie E. Euler v
[5, str.40] naznacil, Ze koeficient u cos(6 — o) je vyrazné vétsi, nez koeficienty u jinych
kosinovych ¢lent. A protoze argument tohoto kosinu vyjadfuje vzdalenost Saturnu od
Jupiterova afélia, ptivodné predpoklddana kruhova drdha je ruSena tak, Ze na ni miZeme
pohlizet jako na excentrickou drahu s aféliem shodnym s tim Jupiterovym. Podobné to je i
pro ¢len cos(6 — ¢’) v radidlnim vektoru Jupiteru.
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Tyto dva ¢leny, jeden obsazeny v radidlnim vektoru Saturnu a druhy v radidlnim vektoru
Jupiteru lze zapsat jako

Kecos( — o), ke’ cos(6 — o).

Pro Cisla k, k" Euler spo&ital hodnoty 1/2 a 5/4, které jsou ale, kromé znadného mnozstvi
aproximaci, zatizeny chybami ve vypoctech.

ProtoZe Saturn miZe mit svou vlastni vystfednost s vlastnim aféliem, dojde k jejimu
slozeni s vystiednosti ,,indukovanou* Jupiterem do jedné vystiednosti, kterou mizZeme
urcit z pozorovéni. KdyZ A je délka afélia Jupiteru a A’ je délka afélia Saturnu a jeho délka
je ¢', vzddlenost Saturnu od Slunce zdvisejici na vlastni a indukované vystiednosti je dana
vztahem

¥ =d[1+ecos(¢p’ —A") +Kecos(¢p' —A)].

Podobné i pro Jupiter mizeme nalézt pro jeho vzdéalenost od Slunce vztah
=a[l +ecos(¢p —A) +ke' cos(¢p —A")].

Dile Euler ukézal, jak 1ze z pozorovanych vystfednosti a afélii nalézt vlastni vystiednosti
aafélia. Necht f, f’ jsou zddnlivé vystiednosti Jupiteru a Saturnu, B, B’ jejich zdanliv4 afélia.
Potom plati:

ecos(¢ —A) +ke' cos(p —A') = fcos(¢p —B), (2.84)
e’ cos(¢' —A") +Kecos(¢p' —A) = f'cos(¢’ — B'), (2.85)
esin(¢p —A) +ke'sin(¢p —A") = fcos((P —B), (2.86)
¢’ sin(¢’ —A") +kecos(¢' —A) = f'cos(¢' — B), (2.87)
Prop =0a¢’ =0, je
ecos(A) + ke’ cos(A") = fcos(B), (2.88)
¢’ cos(A") +k'ecos(A) = f'cos(B), (2.89)
esin(A) + ke’ sin(A’) = fcos(B), (2.90)
¢'sin(A") +Kecos(A) = f cos(B), (2.91)

Z pozorovani jsou zndmé f, f’',B a B a z teorie k,k’. Nésledné& stadi rovnice vyiesit pro
e,e, AaA

Euler ve svém dile Theoria motus Lunae exhibens omnes eius inaequalitates in addita-
mento [3] zpfesnil teorii pohybu Mésice. Aplikace Eulerovy teorie umoznovala odvozeni
rovnic pro rychlost zmén hlavni poloosy, vystfednosti a délky perigea. Tato teorie patfila ke
klasickym analytickym metodam, ve kterych byly soufadnice kosmického télesa, respektive
drdhové elementy odvozovany feSenim pohybovych rovnic. Eulerovy pozdéjsi teorie, nejen
o pohybu M¢sice, vyuzivaly numericko-analyticky pristup, ve kterém hodnoty nékterych
veli¢in pfebiral z pozorovani a dosazoval je do pohybovych rovnic. Euleriv pfinos byl v
zavedeni novych matematickych postupi, napiiklad pouziti rozvoje do trigonometrickych
fad. Také navrhl mysSlenku, Ze ruSené téleso, naptiklad Mésic, se v kazdém okamziku
pohybuje po eliptické drdze s malou vystiednosti a jeji orbitdlni parametry se pomalu
méni.



Kapitola 3

Joseph-Louis Lagrange

Francouzsky matematik a astronom italského ptivodu Joseph-Louis Lagrange navazal na
prace Eulera a prispél k rozvoji nebeské mechaniky. PouZzil Eulertiv ndpad zmén drdhovych
elementil a ukdzal, Ze dva z nich podléhaji pouze malym periodickym zménam, ¢imz prispél
k dikazu stability Slune¢ni soustavy.

3.1 Pohybové rovnice

Lagrange ve své prvni praci na téma planetarnich poruch [8] vénované pohybiim satelitl
Jupiteru z roku 1766 pouzil Eulerovu mylenku zmén orbitalnich parametrti a aplikoval ji
na vystrednost a afélium.

Nejprve si ale ukdzeme Lagrangeovu formulaci pohybovych rovnic. Necht r oznacuje
projekci radidlniho vektoru do vztazné roviny, ¢ je thel opsany » béhem Casu ¢, p je tangens

Sitky planety, ktery je velmi maly a F' je sila centrdlniho télesa (napft. Slunce) v jednotkové

vzdélenosti. Planeta je pfitahovana k centralnimu télesu silou ﬁ. Slozky této sily ve

F__a—fP _ Dile Lagrange
r2(1+p2)2 2 (14p?)2
stejn€ jako Euler pouzil tfi slozky poruchovych sil. Kde P je rovnobéznd s r, Q kolmé k r
a rovnob€Zna se vztaznou rovinou a Q je k ni kolma. Na planetu ptisobi ve tfech smérech

sily

sméru r a sméru kolmém k referencni roviné jsou

Ip
— = +R, Q, ————— +P
r2(1+p?)? r2(1+p?)?
Lagrange od prvni slozky odecetl odstfedivou silu. Vyslednd sila mé tendenci zmensSo-
vat r. Prvni rovnice je proto podle Lagrange

d? F do?
A G.1)
dtz r2(1+p2>§ dtz

Druhou rovnici odvodil nasledovné. Kdyz je sila Q = 0, r by opsal plochu imérnou ¢asu a
d(r’d¢/2) = 0. Nenulovi sila Q naopak zptisobi zvétSeni plochy r?d¢ /2 o Qrdt? /2, takze

d(r’d¢) = Qrdr?,

integraci této rovnice a nasledn& vydélenim r?dr Lagrange ziskal rovnici

ﬁ:c*%—erdt

2
dt r? 3-2)

_3]-
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Ve tfeti souradnicové slozce nalezl rovnici

_&pr) _ Fp
dr? r2(1+p2)% ’

kterou pomoci rovnice 3.1 transformoval na tvar

d’p  d¢? 2a’pdr+P—Rp:

0. 3.3
a2 P rdt? r 3-3)

Po vzoru Eulera zavedl Lagrange substituce
r=a(l4+nx), ¢ =ht+ny, p=nz,

kde n je maly koeficient a x, y, 7 jsou nové proménné. Zdkladni drdha je kruzZnice o poloméru
a, po které se pohybuji planety s tihlovou rychlosti 4.

Lagrange ve své prvni praci o planetdrni teorii [8] zkoumal predevsim dasledky téchto
pohybovych rovnic. Cist, ve které se vénoval zménam drdhovych elementd je pondkud
strucnd. V ni nejprve pouZil rovnici

r2d¢
(242 [0r3dg)?

dt =

k eliminaci ¢asu z rovnic 3.1 a 3.3. V rovnici 3.1 také pouzil substituci u = 1/r a ziskal
rovnice

d’u F(1+p2)%+Rr2+Qr(dr/d¢) B

Tt 23 [0rde —0, (3.4)
d’p r’[P—pR+Q(dp/d9)] _
it Sarondy =" (3.5)

Pokud jsou v rovnici 3.4 poruchové sily nulové, je jejim feSenim

pP= A’Sln(¢ _8)7

kde A a € jsou integra¢ni konstanty, pfi¢emz A vyjadfuje tangens sklonu a € je délka
vystupnich uzli. Déle po vzoru Eulera Lagrange pfedpokladal, Ze stejné rovnice plati i
kdyZz jsou poruchové sily nenulové, ale integra¢ni konstanty se stanou proménné. Potom
plati
dp=dAsin(¢p —€)+A(dp —de)cos(p —€).

ProtoZe se A a € méni mnohem pomaleji, neZ se planeta pohybuje v roviné uréené témito
proménnymi, je

dp=Acos(¢p —¢g)d¢. (3.6)

Vyloucenim dp z poslednich dvou rovnic Lagrange nalezl

@_ de

A tan(¢p —¢) S
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Diferenciaci 3.6, kdyz A, ¢ a € jsou brany jako proménné a vyuzitim 3.7 1ze ukdzat platnost
rovnice
d*p Ade
S TP =
d¢ sin(¢ — €)d¢
S touto rovnici a rovnici 3.5 1ze odvodit rovnice pro de/d¢ a dA /d¢ vyjadiené prostied-
nictvim poruchovych sil.
Pokud jsou poruchové sily nulové, rovnice 3.4 ziska tvar

(3.8)

d’u n F 0
do2 T 2T
Jejim feSenim je
F
-5 =peos(¢ —a)

které je rovnici elipsy s poloosou c?/F, vystfednosti pc?/F a délkou dolni apsidy a.
Podobné jako v predchozim pripadeé, je

du=dpcos(¢p —a)—p(dp —da)sin(¢ — ), (3.9)
du= —psin(¢p — at)d¢. (3.10)
Z téchto poslednich dvou rovnic eliminaci du Lagrange nalezl vztah

de = —tan(¢ — a)da,

a ndslednym sectenim d?u/d¢? a u ziskal rovnici
d’u F pda
S tU— = — .
dg? 2 cos(p—a)d¢

Pouzitim této rovnice a rovnice 3.4 1ze odvodit rovnice prvniho fddu pro dp /d¢ ado/d¢.

3.2 Rozklady do trigonometrickych rad

Lagrangeovy koeficienty rozkladu iraciondlniho faktoru do trigonometrickych tad, které
odvodil ve své praci [8] z roku 1766 se 1i8i od téch Eulerovych. Lagrange pouZil nasledujici
vyjadieni vzdalenosti planet od Slunce

r=a(l+ny), ¥=d(+ny), (3.11)

kde a,d’ jsou stfedni vzdalenosti téchto dvou planet od Slunce, y,y’ jsou nové proménné a
n je mala konstanta. Pouzitim téchto vztahi je vzddlenost mezi témito planetami

v = [a* —2ad’ cos 6 +a”* +2n(a*y +a*y') — 2nad (y+y') cos 0] .

Dile Lagrange pouzil prvni dva ¢leny Taylorova rozvoje pro v—>:

3n[a®y + a2y — ad' (y+') cos 6]

a2 —2ad’ cos 0 + 23

_ _3
v = (a*—2ad cos O +a?) "7 —
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Iracionalni faktory Lagrange pfevedl do tvaru
d72(1 +a*—2acos0) 1
a pokracoval rozvojem vyrazu druhého Cinitele, ktery nejprve znovu rozloZzil na soudin:
(14+a?—20cos0) 4 =[1 —a(cosd+isin®)] 1 — ct(cos O —isin0)] 9.

Oba Cinitele na pravé strané této rovnice poté rozepsal do Taylorovych fad s vyuZitim
Moivrovy véty:
(I —a(cosO+isin@)) 9 =1+qo(cosO +isin0O)
qalg+1)

+ Tocz(cos20 +isin26) +....

Tyto fady Lagrange rozdélil na redlnou a imagindrni ¢ast
(I —a(cosO+isin®)) 9=P+iQ,

odkud nalezl
(1—20cos@+a?) 9= P>+ Q%

Umocnénim fad pro P a Q a jejich seCtenim s vyuZitim rovnosti
cosm0 cosn6 + sinm6 sinn = cos(m —n)0,

ziskal fadu

1
(1—2()50059—1-062)_":Ebéo)+bgl)c059+béz)cos29+...,
kde
1 () 2 o, [ala+ 1)1 4 [ala+1)g+2)]°
_ =1 A A A2
2bq +qg o+ 2 o+ 2.3 o+ (3.12)
1 +1 +1 1 2

Lagrange rovnéz uvedl Eulerova pravidla pro vypocet koeficientti s hornimi indexy ze dvou
predchozich koeficientl. Tyto fady konverguji rychleji nez Eulerovy, protoZe ¢ je mensi
nez g.

3.3 Problém ,,arcs de cercle

Lagrange jako prvni, ackoli byl tento problém jiz caste¢né osvétlen Eulerem, podal pfi-
jatelny popis rovnice stfedu' a ,arcs de cercle®. Tuto teorii vytvofil v prici o pohybu
Jupiterovych mésict [8] a nasledné ji aplikoval také na teorii pohybu Jupiteru a Saturnu.
Praci vytvofil bez znalosti Eulerovy z roku 1752 o Jupieru a Saturnu.

IRozdil mezi skutenou anomalii v a stiedni anomalii M.
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Lagrange pouzil pohybové diferencidlni rovnice 3.1,3.2 a 3.3. Predpokladal témér
kruhové obézné drdhy mdlo sklonéné k ekliptice, které popisoval radidlni vzdélenosti,
délkou a tangensem $§itky zadanymi

r=a(l+nx), ¢ =ht+ny, p=nz,

kde a je stfedni vzdalenost od centrdlniho télesa, & je stfedni Ghlova rychlost, n je maly
koeficient a x,y, z jsou nové proménné. Pro druhou planetu jsou pouZita stejnd ¢arkovana
pismena. Rovnice pohybu se zanedbanim ¢lenti s n> potom mély tvar

d? 3
0:zg+4%?4yy+fx—yJY—mmﬂ—yw¥—Tﬁﬁ+&mﬂY—MY%3M)
d
o:3¥+ym—fY—&mﬁ+amﬁn@J$
d2Z 2 2 dZd.x
0= "3 +he + fZ = dnh’zx+ 2n— = + nh f2Y (3.16)

Kde f = F /a’ je konstantaa X, ¥, Z jsou trigonometrické fady udavajici poruchy zptisobené
druhou planetou.
Lagrange déle zavedl substituce

x=x+&, y=C+n, (3.17)

kde x a ¢ jsou mnohocleny odvozené tak, Ze po dosazeni substituci 3.17 do rovnic 3.14 a
3.15 se poruchové ¢leny X a Y odectou a zanedbanim ¢lenil s n rovnice ziskaji tvar

d*& 2

— +ME=0 3.18
dn
— +2hé =0. 3.19
o7 +2h& (3.19)

Kde M? = 3h> — 2f. ReSen{ téchto rovnic jsou

& = ecos(Mt + ), (3.20)
n= _2}1?3 sin(Mt + o), (3.21)

integracni konstanty € a @ jsou vystfednost a poloha afélia. Déle Lagrange dosadil prvni
aproximaci & za x do ¢lenu —n(6h? — 3 f)x* z rovnice 3.14 a do ¢lenu —3nhx? z rovnice
3.15 a tyto Cleny pfidal k pfisluSnym rovnicim 3.18, respektive 3.19 a jejich vyfeSenim s
pfibliznou rovnosti f,M? a h? nalezl druhé aproximace:

2
E=¢ecos(Mt+ w) — %cosZ(Mt—ka)), (3.22)

gﬁgsiﬂﬁdﬁ+(v)%- She?
= — 1 n
="y M

sin2(Mt + o). (3.23)

Lagrange poukazal, Ze posledni rovnice, kterd ma na pravé stran¢ tvar prvnich dvou ¢lent
rovnice stfedu pro nerusenou elipsu neni piesnd,protoZe v ptivodnich diferencidlnich rov-
nicich jsou navic poruchové ¢leny, které ovliviiuji prvni ¢len rovnice stfedu.
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Koeficient pfed x v rovnici 3.14 byl ozna¢en jako M2, kde Mt + w je stfedni anomalie.
Pokud je poloha afélia konstantni, zvétSen{ stfedni anomalie je rovno jeho nartstu ve stiedni
délce M = h. Aby byla rovnice 3.14 konzistentni s timto pfedpokladem, je 34% —2f = h?
nebo f = h? a rovnice nemiZe obsahovat Zadny ¢len s x. Oba predpoklady jsou chybné.
Rovnost f = h? je piitomnosti dalsiho télesa mirné naruSena a Lagrange proto napsal
f= h2(1 +ng). V poruchovych ¢lenech rovnice 3.14 se také nachdzi ¢len dmérny x.
Lagrange proto napsal M> = h*(1 —nf3) a tento vztah aproximoval M = h(1 —nf3/2).
Pokud 8 > 0, je M < h a pfimka apsid se pohybuje ve sméru pohybu télesa. Podle zakona
akce a reakce musi byt ruSen také pohyb télesa, které rusi doposud zkoumané téleso. Proto
Lagrange také napsal M'> = W?(1 —nf) aM’' = W' (1 —nf’/2).

Prvni aproximace veli¢in &,1,&", ' jsou

& =ecos(Mr+ ), (3.24)

n= —21\};—8 sin(Mt + o), (3.25)
&' =€ cos(M't + '), (3.26)
n = 2;’/;6/ sin(M't + ). (3.27)

Vyraz pro fX v rovnici 3.14 obsahuje ¢len ve tvaru
nKx'cos(h’ — h)t, (3.28)

kde K zavisi na hmotnosti rusiciho t&lesa a stiednich vzddlenostech a, a’ téles od centrdlniho
t€lesa. Lagrange dosadil za x’ ¢4st jeho hodnoty

&' =¢€cos(M't+ '),
a spocetl

nKe'

nkKe' cos(M't + @') - cos(h — h)t = cos[(M' —h +h)t + @]

/

+nK8
2

cos[(M' +h —h)t+ @'].

Prvni ¢len na pravé strané této rovnice md zvlastni vyznam. V feSeni diferencidlni rovnice
3.14 dava vyraz
e’ nKcos[(h—nf'H /2)t + @']
2 (h—nP'W /2)2 — (h—nPh/2)?

Kcos[(h—nP'H /2)t + ©']
h(Bh—pB'H') ’

ktery neobsahuje n a patii proto k prvni aproximaci x. Vyjadfuje nerovnost pohybu prvniho
télesa, kterd je umérnd vystfednosti druhého télesa a kosinu rozdilu mezi stfedni délkou
prvniho télesa a aféliem druhého. Dosazenim tohoto vyrazu za x v rovnici 3.15 a jeji
integraci ziskal Lagrange vyraz pro y:

8/
T2

_ €'kKsin[(h—nB'l [2)t + 0]
(Bh—PB'H)(h—nB'H/2)
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ktery miZeme nazvat rovnici stfedu vyvolana pfitomnosti druhého télesa.

Do stejné teoretické roviny dospél 1 Euler ve své préci [5] z roku 1752. Lagrange vSak
zaSel ve svych dvahéach dél. Diky stejné tivaze aplikované na druhé té€leso, mohl pro x’
napsat rovnici stfedu pro druhé téleso vyvolané ptisobenim prvniho télesa:

€ K'cos[(W —nfh/2)t + o]
2 W (B'H — Bh)
Lagrange dale zajimalo, jak tento Clen zpétné ovliviiuje prvni téleso. To zkoumal jeho

dosazenim za x’ do vyrazu 3.28. Po prevedeni sou¢inu kosinii na jejich soucet ziskal jeden
ze dvou vyslednych ¢lend:

ne KK’ cos[(h—nfh/2)t + o]
4 W (B'h —Bh) .
V argumentu kosinu je pied ¢ koeficient h(1 —nf3/2) = M a po vyfeSeni diferencidlni

rovnice 3.14 by tento vyraz déval v feSenf &len, ktery by mél ve jmenovateli M> — M? a v
feSeni pro radidlni vektor by se objevil ,,arc de cercle*:

_ neKK'tsin(Mt +
80 (B'W — Bh)M

Timto zplisobem nové ¢leny v x vytvaii nové Cleny v x/, které obsahuji stdle vy$si mocniny
¢asu. Podobny problém vznikd i u rovnice 3.16 pro Sitku, kde se pii feSeni metodou
postupnych aproximaci také objevuji ,,arcs de cercles®.

Pro Lagrange byl takovy vysledek chybny a vymyslel postup, jak se zbavit ,,arcs de
cercle®, ktery zde naznacim. Nejprve redukoval rovnici 3.14 tak, aby obsahovala pouze
¢leny vedouci k ,,arcs de cercle*:

d2
0 :—;C + M?x —nAx cos(h' — h)t +nBy'sin(h' — h)t
dt (3.29)

+ 2nC/x’ sin(h' — h)tdt + 2nD/y’ cos(h' — h)tdt,

kde A, B,C, D jsou konstanty. Vyrazy dosazované za x’ a y’ jsou prvni aproximace zavedené
vySe pomoci &' an’.

Dile Lagrange redukoval posledni Ctyfi ¢leny z rovnice 3.29 do dvou. Nejprve pouZzil
homogenni rovnice

d’x’ M. 0= d_yl

0=
dt? ’ dt

+2h0'Y,
ze kterych vyjadril veli¢inu
dy 2 d*x

dr M7 dr’
a jeji integraci ziskal
, 2h dx
YT M dr

Z prvni homogenni rovnice Lagrange odvodil

—h)tdt +M"™ | X' sin(h — h)dt,




Kapitola 3. Joseph-Louis Lagrange 38

a nasledné pomoci integraci per partes diky t€émto vztahtim pievedl rovnici 3.29 na tvar

d? dx’
0= d—tf + MPx — nLx cos(K — h)t — nNd—’; sin(i' — h)t. (3.30)
Zcela analogicka rovnice plati i pro druhou planetu:

d*x’ d
0= d—; + MY — nllxcos(h— 1)t — nN’d—’: sin(h — ). (3.31)

Lagrange zavedl substituce

P=x'cos(h' —h)t, (3.32)
p=x'sin(h’ —h)t, (3.33)

ze kterych derivacemi podle ¢asu odvodil vztahy

62—);/ cos(h' —h)t = ci,—l: + (h'—h)p, (3.34)
C;—f sin(h' — h)t = ‘cll—f — (W —h)P, (3.35)
CZ);/ cos(h' —h)t = CCI;TS +2(h — h)fl—f — (W —h)*p, (3.36)
dzél sin(h' — h)t = 2275 +2(H ~ h)i—f — (W —h)’p. (-37)
Rovnici 3.30 za pomoci vztaht 3.32 a 3.35 transformoval na
0= Z—Z‘+M2x—n[L—N(h’—h)]P—nN‘jl—’;. (3.38)

Déle rovnici 3.31 vyndsobil sin(h’' — h)t, popiipadé cos(h’' — h)t a ze soudind sind a kosind
ponechal pouze ty ¢leny, které po vyieSeni rovnice a dosazeni x’ do rovnice 3.30 maji
koeficient u ¢ blizky hodnoté 4 a pouzitim vhodnych substituci z 3.32-3.37 ziskal rovnice

d*p dP nN' dx
0=—2 2 —h)— 2 (W —h)3p+ ——= 3.39
2 ( )dt+[ ( )lp+ T (3.39)

d’*P dp nl'x
0=—=4+2(h—h)-£ 2 _ (W —h)?P . 3.40
dt2+( )dt+[ ( )]+2 (3.40)

Rovnice 3.38,3.39 a 3.40 uddvaji vzdjemné vztahy mézi proménnymi x, P, p a jejich deri-
vacemi.

Lagrange k jejich sou¢asnému vyfeSeni vyndsobil rovnici 3.38 integra¢nim faktorem
!, rovnici 3.39 vyndsobil Ae" a rovnici 3.40 A’e"?, kde V,A a A’ jsou konstanty, které
urcil pozdéji. Néasledné tyto rovnice secetl a integroval. PouZitim metody per partes ziskal

P4
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vysledné rovnice ve tvaru

(% S e )evf+(nm'/z_v>xevr+[u'(h’—h)—nN ~AVlpe”

LK —h) £ VP + V2 - nAN'V ) + M —nA'L 2] / xe'd1

+AVZ =21 (W — h)V +nNV + A{M" — (h/_h)z}]/pewdt (3.41)

+AVZ 424 (0 — W)V + A {M"* — (K — )3}
—nL+nN(h' —h)] /Pthdt = konst.

Lagrange poloZil koeficienty pred integraly rovné nule a tim dostal tfi podminkové rovnice
pro konstanty V, A a A’

VZ—nAN'v/2+M*—nd'L'j2 =0, (3.42)
AVZ 4[N =2 (W —h)]V +A[M"* — (W —h)*] =0, (3.43)
AVEL2A(H —h)V 4+ A [M?* — (W —h)?] —nL+nN(H —h) =0. (3.44)
Rovnice 3.41 se zjednoduSuje na tvar
{@Jrﬂtdp —|—7L'—+( AN'/2—V)x+ 24" (W —h) —nN — AV]p
dt = d (3.45)

—~[2A (K —h) +A'V]P} "' = konst.

V rovnici 3.42, pokud by bylo n = 0, pak V24 M? = 0 a protoze M> = h*(1 —nf),
bylo by V2 = h%. Lagrange proto zvolil

Vi=—h*(1—nv), V=ih(1—-nv/2),

kde v je nova proménnd. Lagrange vyndasobil rovnici 3.43 +i, secetl s rovnici 3.44, pouzil
substituce pro V2 a V a dosadil vztah M"> = h’?(1 — nf’) a ziskal

{W*(1=nB") = [l —hFh(1—nv/2)]} (A" +2i)
—nL+nN[l' —hFh(1—nv/2)] =

V této rovnici nejprve pouzil horni znaménko a zanedbal Cleny s n. Vysledkem je
A+ Ai=0. (3.46)

Nasledné pouzil dolni znaménko, secetl mozné ¢leny, vydélil n a zanedbal Cleny, které stile
obsahovaly n a pouzitim 3.46 a volbou m = hv ziskal vztah

22 (2 —B') A~ L+HN =0, (3.47)
Pouzitim substituci

Vi=—n*(1—nv), V=ih(1—-nv/2), A =il', M*>=h*(1—nB), m=hv,
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prevedl rovnici 3.42 na:
21> (% - /3) ~ A/ (L —hN') =0. (3.48)

VyteSenim rovnic 3.47 a 3.48 ziskal dvé hodnoty pro m a ke kazdému z nich ptisluSnou
hodnotu A’. Vyraz pro m je symetricky vzhledem k ¢arkovanym a ne¢arkovanym veli¢indm.
Lagrange se vratil k rovnici 3.45 a pouZil substituce

A=id', V=ih(1-nv/2)=i(h—nm/2)

a mimo argument exponentu zanedbal Cleny s n:

d_x dP d_p . ey i i(h—nm/2)t __
[dt-f—l (dt —Hd ) ihx+A'(2h —h)(p lP)]e = konst.

Rozdélenim této rovnice na redlnou a imagindni ¢ast ziskal dvé rovnice

[RER fae H( —m2)

dt d (3.49)
N -
(3.50)

+[hx—/1’{‘jl—’t’—(2h/ )H cos(h — nm/2)t =

kde D a E jsou libovolné konstanty. V dal$im postupu vyndsobil prvni z téchto dvou rovnic
sin(h —nm/2)t a druhou vyndsobil —cos(h —nm/2)t a seCetl. Vysledkem byla rovnice

d
hx— A’ { dl; (2n — h)P} = Dsin(h—nm/2)t — E cos(h—nm/2)t. (3.51)
Pro dv& hodnoty m oznacené m; a my ak nim pfislusejici A{ a A] ziskal Lagrange z rovnice

3.51 dvé rovnice, ze kterych vyloucil vyraz {— — (20 — h)P} a vysledkem bylo vyjadieni

x = grcos[(h—nmy [2)t + @] + & cos[(h — nmy /2)t + ).
Odpovidajici vyraz pro y je

y= —2¢sin[(h—nmy /2)t + @] — 2&; sin[(h — nmy /2)t + @s).

Proto existuji dvé rovnice stiedu, které dohromady tvofi tu pozorovanou. Pokud by existo-
vala dvé rusici télesa, vznikly by tfi rovnice stiedu. Pocet hodnot m proto musi odpovidat
poctu planet.

Podobné fesenim sklonu a pohybu uzlii obézné drahy 1ze ukéazat, Ze existuji dva sklony,
prvni sklon je sklon roviny / vzhledem ke vztazné roviné, druhy je sklon roviny obézné
drdhy /I vzhledem k roviné /. Rovina I rotuje vzhledem ke vtazné roviné s konstanntim
sklonem a rovina /7 rotuje s konstantnim sklonem k roviné 1.
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3.4 Sekularni nerovnosti

Vypoctem sekuldrnich nerovnosti v pohybu Jupiteru a Saturnu se Lagrange zabyval uz v
»Solution de différents problemes de calcul intégral“ [9], kde aplikoval svou teorii z [8].
V této ¢asti se vSak budu detailnéji zabyvat jeho pracemi ,, Sur le mouvement des noeuds
des orbites planétaires“ [10] prednesenou pied Berlinsku akademii v roce 1774 a hlavné
., Recherches sur les équations séculaires des mouvements des noeuds des inclinations des
orbits des planétes “ [11]. Jak naznacuji jejich ndzvy, Lagrange se v nich zabyval pohybem
uzll planetdrnich drah a zménami jejich sklont.

Lagrange zvolil pravouhlou soustavu soufadnic, ve které si napsal pohybové rovnice
d*x B d?y B d*z B
= e T g

kde X,Y,Z jsou slozky sily piisobici na téleso. Z pohybovych rovnic Lagrange vytvofil
vyrazy

d2 . d2

xyd# — Xy—Yx, (3.52)
d’z — zd?

% = Xz Zx, (3.53)
d’z —zd?

yzd# =Yz Zy. (3.54)

Integraci a oznacenim integralii R, Q a P Lagrange obdrzel vztahy

dy—yd

’%: / (Xy—Yx)dt =R, (3.55)
dz—zd

“d_t” _ / (Xz—Zx)dt = 0, (3.56)
dz—zd

3% _ / (Yz— Zy)dt = P. (3.57)

Zrovnic 3.55-3.57 1ze ukazat, ze Px — Qy-+ Rz = 0, coZ miiZeme povaZovat za rovnici roviny
prochazejici poc¢atkem, pokud jsou P, Q, R konstanty, nebo jejich poméry jsou konstantni.
Jestlize jsou P, Q, R konstanty, jejich derivace podle ¢asu jsou nulové a z rovnic 3.55-3.57
vyplyvd, ze Xy—Yx=0,Yz—Zy=0aXz—Zx=0, takze X/x =Y /y=Z/z =K, kde
K je konstanta. Poméry slozek sil odpovidaji pomérim soufadnic jejich ptisobeni a sila
proto vzdy sméfuje k pocatku. Pokud P, Q a R nejsou konstantni, ale navzdjem ve stalych
konstantnich pomérech, sily leZi v roviné€ pohybu télesa.

Pokud se P, Q, R s casem méni, té€leso se nepohybuje v jedné roving. Ale protoZe z rovnic
3.55-3.57 1ze odvodit rovnici Pdx — Qdy+ Rdz = 0, kterd je diferencidlem Px — Qy+ Rz =0
za predpokladu konstantnich P, Q, R, miZeme fict, Ze se téleso pii prichodu pies dx,dy,dz
pohybuje v roviné Px — Qy + Rz = 0. Poloha roviny a tim i pfimky uzli se zménou P, Q, R
méni. Pfimka uzld lezici v priseciku této roviny s rovinou x — y svird s osou x okamzity
uhel y, pro ktery plati

tany = P
-0
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a tangens sklonu roviny k roviné x —y je
A =[P+ QY7/R.
Lagrange spojenim A a ) zavedl nové proménné:
P Q
s siny i cosy R

Vypoctem dP/dt a dQ/dt z téchto rovnic a pouZitim rovnic 3.55-3.57 ziskal rovnice

ds dR
R—+—s=Yz—-Z7 3.58
du dR

Déle Lagrange predpoklddal, Zze obézné drahy jsou kruhové a télesa se pohybuji s
konstantni thlovou rychlosti. Zaved] substituce

X=rcosq, y=rsing, z=rp, (3.60)

kde r je velikost primétu radidlniho vektoru do roviny x —y, g je délka a p je tangens Sitky
a plati pro né&;j

p=Asin(q— ) = using — scosgq.
Za téchto piedpokladi jsou r a dg/dt = p konstantni. PouZitim substituci prox a y z 3.60

ve vyrazu 3.55 pro R Lagrange zjistil, Ze

dy—yd d
_ I —ydx_ ada_ o

R
dt dt

je také konstanta a proto dR/dt = 0. Rovnice 3.58 a 3.59 se zjednodusuji na

ds 1
d 1
= Xz 7). (3.62)

Sily X, Y, Z Lagrange vyjadril pomoci hmotnosti Slunce, hmotnosti rusicich planet 71, 7>, ...,
vzdélenosti planet od Slunce a vzajemnych vzdalenosti mezi rusicimi a ruSenymi planetami.
Posledné uvedené vzdalenosti Lagrange vyjadfil trigonometrickou fadou s pouzitim nového
znaceni koeficienti:

_3
[ —2rricos(q—q1) +ri] 2 =(rr1) + (rr1)1cos(g — 1)
+(r,r1)2c08(g—q1) + ...
Rovnice 3.61 a 3.62 diky tomu pievedl do tvaru

ds Tiri(rr Tory(rr
ds | Tin( 1)1(u—u1)+ ar2(rr)

0= — U N 0)) 3.63
= anr aur (u—up)+...+ P, (3.63)

du Tiri(r,r)) Trra(r,r2)1
0= — L BT AR . o+ 3.64
b + dur (s—s1)+ a1 (s—8)+...+ ¥, ( )



Kapitola 3. Joseph-Louis Lagrange 43

kde @ a ¥ obsahuji ¢leny, ve kterych jsou u a s vyndsobené sinem, nebo kosinem thlu
q,91,9+q1, ... atyto ¢leny ve vysledku produkuji nerovnosti zavislé na polohdch planet na
obéZné draze. Lagrange je proto zanedbal a hledal pouze nerovnosti uzli a sklond, které

N 24

jsou nezdvislé na polohéch planet, tedy sekuldrni nerovnosti. Pro snadnéjsi zapis oznacil

T T
0,1) = 1r1(r,r1)1,(0,2): 2?2(i’,r2)1;
4ur 4ur
T T
(1,0) = T (g ) Bl
duyr 4y

kde prvni ¢islo v zavorkdch odkazuje na ruSenou planetu a druhé na rusici planetu. Celkovou
soustavu rovnic pro s, u, S1,u1, ..., pak Lagrange napsal jako

0— §+(o,1)(u—u1)+(o,z)(u_u2)+...,

0= ‘C’l—;‘ (0, 1) (5= 51) = (0,2)(s—52) — ..
0= L4 (1,0)( — 1)+ (1,2)(s )+,
O:%—(1,0)@1—s)—(1,2)(s1—s2)—..., (3.65)
0= %—|—(2,0)(u2—u)—|—(2,1)(u2—u1)—|—...,
0="2  (2,0)(52—5) ~ (2, )(s2~51)

Problém sekularnich nerovnosti uzlti a skloni Lagrange redukoval na vyfeSeni té€chto
rovnic, kterych je pro Sest planet zndmych v té dobé dvanict.

Pro ilustraci Lagrange uvazoval jen dvé planety s hmotnostmi 7" a 71, kde obéZna
draha Ty leZi na ekliptice. Potom tangens sklonu A; drdhy 7} k ekliptice je nula a proto
s1 = 0,u; = 0 arovnice 3.65 se zjednodusi:

ds
0=—+(0,1 3.66
(01 (3.66)
du
0=—-(0,1 3.67
dt ( 9 )S7 ( )
z nich odvodil diferenciali rovnice druhého radu:
d2S 2
0= W+(O’1) s, (3.68)
dzu 2

ResSenim poslednich dvou rovnic jsou

s = Asin[o — (0, 1)1], (3.70)
u=Acos[a—(0,1)z]. (3.71)



Kapitola 3. Joseph-Louis Lagrange 44

Plati s
tany = — = tan[a — (0, 1)z]
u

A= (s2+u2)% =A.
Je ziejmé, ze sklon ob€zné drahy od T k draze od 77 je konstantni a uzel se pohybuje v
opa¢ném sméru neZ planeta konstantni thlovou rychlosti (0, 1) v roviné ob&zné drahy T;.
Obecné kazdy z vyrazi (n,m) reprezentuje rychlost pohybu uzlu planety 7, vzhledem
k obézné roviné planety T,,. K nalezeni rychlosti a zmén sklond vzhledem k jednomu
pevnému souradnému systému pro Sest v té€ dobé znamych planet je tfeba vyfesit soustavu
dvandcti rovnic 3.65. Lagrange napsal jejich feSeni ve tvaru

s=Asin(at+a), u=Acos(at+a),
s =Arsin(at+a), u; =Ajcos(ar+ ), (3.72)
s =Apsin(at + o), up=Ascos(at+ ), '

a jejich dosazenim do 3.65 ziskal podminkové rovnice pro nezndmé konstanty a,A,A,, ...

dA+(0,1)(A—A1) +(0,2)(A —A2)+...:O,
aAy + (1,0)(A1 —A) + (1,2) (A1 — As) + ... = 0, (3.73)
aA2+(2 O)(Az— ) (2,1)(A2—A1) =0.

Pro n planet existuje n t€chto podminkovych rovnic pro n koeficienti A,A,A,,.... Vylou-
¢enim téchto koeficientd ze systému rovnic az k poslednimu, ktery se sdm vyrusil, ziskal
rovnici stupné n pro konstantu a. Kofeny této rovnice oznacil a, b, c, .... Ke kazdému kofenu
zistaly dvé nezdvislé neznamé konstanty. PiisluSejici k a jsou oznaceny A, o, k b jsou B, B
a tak ddle. Vysledné feseni je dané souctem jednotlivych feseni. K dalSimu zjednodusSeni
Lagrange polozila =0aA =A; = A, = ..., coz je dali feSeni 3.73. ReSeni soustavy 3.65
ve vysledku je

s =Asino + Bsin(bt 4+ ) + Csin(ct + ) + ...,

= Asina + By sin(bt + )+ Cysin(ct +y) + ...,
................................................................ : 374
u=~Acosa+ Bcos(bt + )+ Ccos(ct +7) + ..., (374)

up =Acos &t + By cos(bt + )+ Cj cos(ct +7) + ...,

konstanty By, B3, ... jsou zavislé na B, b, konstanty C,C», ... jsou zdvislé na C, ¢ a tak ddle.
K urceni zbylych 2n konstant A, o, B, 3, ... je tieba pouzit empirické hodnoty. KdyZ je
napt. t = 0, dosadi se empirické hodnoty pro s,s1,s2,...,u,u1,us,... oznacené S,S1,S92, ...
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U,U;,U,,.... Podminkové rovnice pro nezndmé konstanty proto jsou:

S=Asina+Bsin+Csiny—+...,
S| =Asino+Bysinf3 +Cysiny+ ...,

U=Acosa+Bcosf+Ccosy+...,
Uy =Acosa+Bycosf +Cicosy+ ...,

V predchozi diskuzi se predpokladalo, Ze n kofentli rovnice pro a jsou véechny redlné a
rizné. Pokud se dva nebo vice kofenl rovnaji, feSeni bude obsahovat ,,arcs de cercle®,
pro imagindrni kofeny se budou v feSeni vyskytovat exponenciondlni funkce ¢asu. V obou
pripadech prestanou byt feseni presnad.

Pti aplikaci této teorie na planety Slunecni soustavy oznacil Jupiter 7', Saturn 77, Zemi
T», Venusi T3, Mars Ty a Merkur Ts. Spocetl numerické hodnoty koeficientt (0, 1), (1,0), ....
Jak uZ naznacuji mnohem vét$i hmotnosti Jupiteru a Saturnu, Lagrange spocetl, Ze koefi-
cienty (0,1) =7.564” /rok a (1,0) = 17.773” /rok jsou o nékolik fadt vétsi, neZ libovolny
jiny. Lagrange proto nejprve vzal v tivahu pouze vzdjemné pusobeni té€chto dvou planet
a ostatni zanedbal. Reseni 3.74 soustavy diferencidlnich rovnic 3.65 redukovand pouze na
Jupiter a Saturn jsou

s =Asina + Bsin(bt + ),
u=-Acos o+ Bcos(bt+ 3,

s1 = Asina + By sin(bt + ),
u; = Acosa+ Bjcos(bt + ).

Potom pro uzly a tangenty sklonu Jupiteru a Saturnu plati:

s Asina -+ Bsinbt + 3

tany = - = 3.75
anx=y Acos o+ Bcos(bt+ )’ (3.75)
A= (s2+u?)? = [A%+ B2+ 2ABcos(bt + B — )] 2. (3.76)
Asina + By sinbt
any = SL = Asino+Bisinbt £ 3.77)
up  Acosa—+ Bjcos(bt+ )
M= (2 +ud)? = [A2+ B2+ 2A4B cos(bt + B — a)]. (3.78)

Déle Lagrange urcil hodnoty konstant. Z argumentu kosinu ve vztazich 3.76 a 3.78 vyplyva,
Ze A a A podléhaji oscilacim s periodou 27t /b = 51150/et. Maximum sklonu nastava, kdyz
je cos(bt + B — a) = 1 a minimum, kdyz cos(bt + f — ) = —1. Lagrange po dosazeni
konstant zjistil rozsah oscilaci sklonu pro Jupiter 45'3” a pro Saturn 1°45'51”. Protoze je
B kladné a B je zdporné, vyplyva z 3.76 a 3.78, Ze kdyz je sklon Saturnu v minimu, je
Jupiteru v maximu a obraceng¢.

Derivaci rovnice 3.75 Lagrange zjistil, Ze maximum nebo minimum pro ) nastane,
jestlize

cos(bt+f —a) = —B/A



Kapitola 3. Joseph-Louis Lagrange 46

a pro X1, pokud
cos(bt+ B — ) = —B; /A.

Z téchto rovnic Lagrange odvodil vztahy udévajici roky, ve kterych nastdvaji maxima a
minima, pro Jupiter to jsou t = —7934 — 51150n, nebo t = 1331 —51150n, kde n € Z a
délky, ve kterych nastdvaji jsou 91°16’ a 117°23’ a rozsah librace je 26°27’. Pro Saturn
stanovil ¢ = 20342 — 51150n a t = 36806 — 511501 a odpovidajici délky jsou 72°16' a
136°24’ a rozsah librace uzli je 64°8’.

Dile Lagrange pokracoval odvozenim sekuldrnich zmén s; a u; pro zbyvajici planety
i =2,3,4,5, ale nesnazil se z divodu vétsi slozitosti zjistit, zda jsou uzly a sklony v
ohrani¢eném intervalu. Pro otdzku stability systému je dilezitéjsi omezeni sklonu. Jednim
ze zakladnich pfedpokladi této teorie je maly sklon mezi drahami, ktery by v piipadé
velkého zvétSeni sklonu mohl prestat platit.

3.5 O stfednim pohybu planet

Dalsi Lagrangeova dileZita prace [12] prednesend Berlinské akademii v roce 1776 se
zabyva zménami stfedniho pohybu planet. Ukdzal v ni, Ze stfedni thlové rychlosti planet v
délce nepodléhaji dlouhodobym neperidickym zménam i bez predpokladu témét kruhovych
drah.

Lagrange predpokladal, Ze vzdjemné gravitaéni pusobeni planet je vyrazné mensi, nez
pusobeni Slunce. Lze proto predpoklddat, Ze se planeta v kazdém okamZiku pohybuje
po elipse, v souladu s Keplerovym zdkonem ploch, a poruchy zpiisobuji postupné zmény
drahovych elementt této elipsy. Vzdélenost planety od Slunce je r = (x2 +y? + zz)%, sila,
kterou na ni pisobf, je F/r? a slozky celkové poruchové sily v pravothlych soufadnicich
jsou XY, Z a pohybové rovnice maji tvar

d*>y Fy d’*z  Fz
=—+—=4+Y O=—+—=+Z 3.79
dt2+r3+ ’ dt2+r3+ ( )

B d*x Fx

“ar T t% 0

Pro bezporuchovy pfipad, kdy X =Y = Z = 0 Lagrange urcil feSeni kazdé z nich.
Dohromady obsahuji Sest integracnich konstant, které jsou drahovymi elementy elipsy.
Derivaci téchto feSeni podle Casu ziskal dalSi tfi rovnice, kazdd obsahuje jednu in-
tegracni konstantu. Nalezl Sest diferencidlnich rovnic prvniho fadu se Sesti integrac-
nimi konstantami. Kazdou z té€chto rovnic Ize napsat ve tvaru V =k, kde V je funkce
V(x,y,z,t,dx/dt,dy/dt,dz/dt) a k je jedna z integraénich konstant. Pro diferencidl plati
dV = 0. Z rovnic 3.79 pro bezporuchovy piipad odvodil hodnoty diferenciald

dt

dt
r_37 3

dt
d(dx/dt) = —Fx d(dy/dt) = —Fy—, d(dz/dt)=—Fz—
r r
které pouzil ve vyjadieni dV'.
Dale vzal Lagrange v dvahu poruchové sily X Y, Z. Diferencidly odvozené z rovnic

3.79 maji tvar

d(dx/dr) = — <% +X) dt, d(dy/dt)=— (% +Y> dt, d(dz/dt)=— (% +Z> dt.
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Jejich dosazenim do dV a zohlednénim jeho vyjadieni pro bezporuchovy piipad nalezl:

A% A% 2A%
dv = W(—de) + W(—Ydt) + W(—Zdt)
Veli¢inu k je tieba brat jako proménnou, takze dV = dk a
av av av
k== \Stxjan™ " atayjan’ T atazjan’?| " (3.:80)

Dile tuto rovnici pouzil ke zkoumdni zmén hlavni osy eliptické drahy. PouZzil znamé
vzorce pro pohyb po elipse

1 1+ecos(¢ — )

r a(l—e?) (3.81)
d(1/r)  esin(¢ —a)
dp —  a(l—e?) "’ (3.82)
r*d¢?
e = Fa(l —é%), (3.83)

kde a je hlavni poloosa, e je jeji vystfednost, ¢ je thel, ktery svird privodic¢ planety s pevné
danou pfimkou a « je thel, ktery svird hlavni osa elipsy se zmifiovanou pifimkou. PouZitim
téchto rovnic odvodil vztah
1 r2do?+dr? 1

r 2Fd® 24
Tuto rovnici potom prevedl do tvaru V = k, kdyz vyjadfil r a ¢ v pravoihlych souradnicich.
To Ize provést snadno, kdyZ si uvédomime, Ze r>d¢? + dr? je &tverec vzdalenosti urazeny
za dobu dt, coZ je v pravouhlych soufadnicich dx* + dy? + dz?. Vysledkem je

1 dx® +dy? +dz? 1

(2 +y2 +Z2]% 2Fdt? 24’

Levou stranu této rovnice Lagrange ztotoZnil s V a pravou stranu s k. Pomoci rovnice 3.80
vypocetl vztah

J 1\ Xdx+Ydy+Zdz
2a) F

uddvajici zmény hlavni osy 2a eliptické drahy t&lesa, na které piisobf centralni sila F/r* a
poruchové sily X,Y,Z.

Nasledovné Lagrange vyjadfil sily X,Y,Z. Hmotnost Slunce oznacil S, T je hmotnost
studované planety, a T/, T”, ... jsou hmotnosti ostatnich planet. Slunce polozil do po&atku
soufadnic. Planeta T je proto pfitahovana ke Slunci silou (S+7T)/r> a F =S+T. Ze
stejného divodu pienesl Gcinky ostatnich planet ze Slunce na planetu T, ale s opacnym
znaménkem. Soufadnice planety 7’ oznadil jednou éarkou, soufadnice T” dvéma Cdrkami
a tak ddle. Vzdalenost planety T od T’ je v/ a od T” je V' a tak déle. Soucet téchto
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poruchovych sil rozloZenych do pfisluSnych soufadnicovych os dava
/ / /! /
(X=X x p(x—x"  x
/ / /! /!
g (YT y nf{yY—Y y
Y—T<VT+rT3)+T (\},—,34—”,—6)-1—...,

/ / " "
- / Z—2Z Z /i —Z
Z_T<VT+I‘T3)+T ( N -l-r,—,3)+....

I\

Veliciny 7/, r”,....,v/ V", ... jsou dané vztahy

S (x/2_|_y/2_|_Z/2)% A (x//2+yu2+zuz)%
1
V=[x + =)+ =)
Lagrange dosadil vyjadieni pro X,Y,Z do Xdx+ Ydy+ Zdz a vyraz integroval. Vy-
sledkem bylo

o_7 xx' +yy +77 B l T x4+ yy" + 27" _ i N
- 73 v 713 N

Vyjéadieni pro Q bylo pozdéji Laplacem oznaceno jako ,,poruchova funkce®. V podstaté
jde o potencidlovou funkci, ze které 1ze parcidlnimi derivacemi spocitat poruchové sily ve
smérech souradnicovych os.

Lagrange pro zjednoduSeni oznacil symbolem d diferencial podle proménnych x,y, z.

Potom

aQ aQ Q.
dQ = —dx+ —dy+ —=—dz=Xdx+Ydy+Zdz
dox dy dz

a zména hlavni osy 2a eliptické drahy planety T vyvolané pisobenim planet 7/, 7", ... byly

dany vztahem
1 dQ
dl — | =——=.
2a S+T

Dile Lagrange oznacil 6,60’,0”, ... sttedni dhlové vzdalenosti, které planety 7,7, T"
projdou kolem Slunce za ¢as ¢ a pomoci rozvojt do trigonometrickych fad vyjadfil vyraz
Q/(S+T) ve tvaru souctu ¢lent

sin / "
M{ cos }(m9+n9 +p07+..),

kde M zéavisi na drahovych elementech planet T, 7', T" ... am,n, p, ... € Z.
ProtoZe poloha planety 7 zévisi pouze na thlu 0, je dQ/(S+T) = d[1/(2a)] rovno
souctu ¢lent ve tvaru
j:mM{ . }(m@ +n6'+po" +...)d6. (3.84)
Za urtitych podminek 1ze predpoklidat, 7e M je konstantni. Upravou tietiho Keplerova
zakona Lagrange vyjadril

1 |
3\ 2 3\ 2
/ a " a
0 :9(%> , 0 :9(61/—/3) s eens
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kde a,d’,d”, ... 1ze brét jako konstanty. PouZitim téchto substituci 3.84 a jeji integraci
Lagrange obdrzel vyraz pro ¢leny 1/(2a):

sin

+mM {
cos

}{[m+n<a3/a'3>%+p<a3/a"3>%+...w}

: : (3.85)
m+n(a3/a®)2 +p(a’/a®)z + ...

Podle tohoto vyrazu podléhd 1 /2a pouze periodickym nerovnostem, jestlize jmenovatel
nebude nulovy. Lagrange k tomu poznamenal [12, 270]: ,,Je snadné se presvédcit, Ze tento
pFipad nemiiZe v nasem systému nastat, protoze hodnoty az,d %,a” %, ... jsou navzdjem
nesouméritelné.” Vyznam Lagrangeova slova ,,nesouméfitelné je zfeymé v tom, Ze pro
relativné malé hodnoty m,n, p, ... nebude jmenovatel nula.

Dalsi Lagrangeova prace o planetarnich poruchach [13] byla publikovana v roce 1779.
Lagrange v ni ukdzal vyuZiti poruchové funkce. UvaZzoval systém téles s hmotnostmi
M., M'.M", ... . Pravotihlé soufadnice t&lesa M jsou x,y, z, t&lesa M’ jsou x’,y', 7/, a tak ddle.
Poruchovou funkci tohoto systému definoval ve tvaru

MM’
Q= -+

[(x=x)2+ (y =¥+ (z—2)?)2

MM//

_|_
1

[(x=x")2+(y—y")?+(z—2")%2

M/M//

T+
[(x! —x”)2 +(y _y//)z + (7 — Z//)Z]%

Slozky urychlujicich sil pisobici na M vyvolané ostatnimi télesy jsou
1 0Q 1 0Q 1 dQ
Modx’ Mdy MJz’

podobné na M’ pisobi sily

1 dQ 1 dQ 1 dQ
M'ox'’ My’ M J7’
a tak déle pro ostatni télesa systému. Pohybové rovnice télesa M jsou

dx 19Q d> 1909 d*z 109

i L= = 3.86
dt? Mox' dt? MJdy'  di? M Iz’ (3.86)
podobné pro M’ jsou
2.7 2./ 2.1
d-x 1 dQ  d°y 1 0Q  d°z 1 dQ (3.87)

A~ M'oxX’  d? T M9y’ d?  M' 97’

a tak dale pro ostatni télesa.
Lagrange predpokladal, Ze kazdd proménnd x,x’,x”,... se zv&tsi o stejny piirtistek
o =dx =dx =dx" = ..., a stejné tak kazdd proménnd y,y’,y”,... se zvét§i o B = dy =
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dy =dy" = ... aproménné z,7,7"... se zvét§i 0 Y = dz = d7 = d7’ = ... . Tvar funkce Q
je takovy, Ze zménou proménnych ziistane Q konstantni a proto plati rovnice
0= Q L aQ n aQ n
S ox  dx  ox" 7
aQ dJdQ IQ
O=——+—+-—+... 3.88
ay + ay/ _|_ ay// _|_ Y ( )
0— dQ JdQ  IQ

- 3_Z+ 97 + 97"

PouZitim pohybovych rovnic pro t€lesa M, M’ ..., jako jsou 3.86 a 3.87, rovnice 3.88 ziskaji
tvar:

0— Mdzx +M,d2x’ +M,,d2x” N
~ T ar dr? 2
d2 dZ / d2 "
Osz—thrM’ dty2 +M" dzy2 +...,
dzZ /dZZI Y d2Z//

Soutadnice hmotného stfedu soustavy jsou dany rovnicemi

 Mx+MY MY+
T MAM M+

v My+M'y’+M”y”+...,
M+M+M"+ ...

_ Mz+M7 +M"7" + ...
T MMM+

Y

)

z ¢ehoz je vidét, Ze hmotny stied nepodléha zrychleni.
Dile Lagrange odvodil zdkon zachovani momentu hybnosti. Uvazoval rotace, napiiklad

kolem osy z

a tak ddle, kde « je sinus thlu rotace. Vlivem této rotace ma €2 stejny tvar. Za predpokladu,
7e « je velmi malé, Ize a zanedbat. Zmény promé&nnych x,x’,x”, ... jsou potom vlivem
rotace yat,y' o,y @, ...,azmény y,y’,y", ... jsou —ox, —ox’, —ax”, ... . ProtoZe se Q vlivem
této rotace nezméni, je jeji diferencidl Q podle téchto proménnych nulovy, takze

(3.89)
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Podobnym zptsobem lze odvodit analogické rovnice, staci uvazovat malé rotace kolem
zbylych dvou os. Opét pouzitim pohybovych rovnic pro M,M’ M" ... Lagrange ziskal
rovnice

d2 d2 / d2 d2 /
OZMyE;C +M/y/ d:; +...—MX5§—M/X/d—t)2]—...,
d2 d2 / d2 d2 /
OZMZd—tf+M’z’ d; +...—de—t§—M’x’ dé _
d?y dzy d’z a7
O0=Mz—=+M7—=+.. —My— My — —
e +Mz dr? + Yar Yoar

Jejich integraci Lagrange obdrzel rovnice popisujici zdkon zachovani momentu hybnosti:

Mydx—xdy +M,y’dx’—x’dy’ to—a,
dt dt
Mzdx—xdz +M,z’dx’—x’alz’ v b,
dt dt
d _ d /d !/ /d/
sz yZ—l—M/Z Yoy Z—I—...:c.
dt dt
Nakonec Lagrange pouzil uplny diferencial Q :
aIQ Q. , I , aQ Q. , I ,
dQ. :gdx—i— de +de +...+a—ydy+(9—y,dy —|—Wdy + ...

Q 2Q Q
—dz+ =—d7 + —d" + ...
+8Z Z+8z’ Z+8z” T+

Opét pomoci pohybovych rovnic 3.86,3.87, a podobnych nahradil parcidlni derivace:

dxd*x dx'd*x' dx"d*x"

@ =M dr? +M az " M dr?
+M df;lj - +M’di£ 3 +M”dZ;‘:22 S
Integral posledni rovnice vyjadfuje zachovéni forces vives:
Q:de2+dy2+dz2 LdxX? +dy? + d7? A (3.90)

2dt? 2d¢?

Coz je v podstaté zdkon zachovéani kinetické energie.

Pti feSeni otdzky stability Slune¢ni soustavy Lagrange rozdélil drahové elementy do
dvou skupin. V prvni skupiné jsou délka vystupniho uzlu, Sitka perihélia a okamZzik
prichodu perihéliem. Zmény téchto elementd nevedou k rozpadu systému. V druhé sku-
piné jsou velkd poloosa, vystiednost a sklon drahy. Zpiisob jejich zmén urcuje stabilitu
Slunec¢ni soustavy. Stabilita planetarnich drah proto byla zjistovana prostiednictvim studia
zmén téchto drdhovych elementl. S vyuZzitim poruchové funkce Lagrange ukazal, Ze hlavni
poloosa za predpokladu nesouméfitelnosti obéZnych dob podléha pouze periodickym zmé-
nam. Lagrange také za pomoci poruchové funkce odvodil integraly pohybu.



Kapitola 4

Pierre-Simon de Laplace

4.1 Pohybové rovnice

Ve své prvni préci o teorii pohybu planet [14] ,,Sur le principe de la gravitation universelle
et sur les inégalités séculaires des planétes qui en dépendent.* Laplace zavedl pouziti
symbolu & pied veli¢inou k oznaceni infinitezimalné malého rozdilu.

Pohybové rovnice napsal ve tvaru

do 1 v rdt
a@ _ 2 4.1
. r? (c+/ P ) ’ 1
dr 1 vrdt\* "
0=——— - 4.2
> r’ (c+/ p > p’ “2
o 45 2dsdr s +/Wdt vy 4.3)
Ta2 " e A\ p pr '

kde v’ oznacuje silu psobici ve sméru ristu ¢ a p je hmotnost planety a y” je sila plisobici
v radidlnim sméru. Symbol s ve tfeti rovnici oznacuje tangens $itky a y je sila ptisobici ve
sméru rustu Sitky.

Laplace vyjadfil zrychleni planety p zptisobené Sluncem a dalsi planetou s hmotnosti
/

P
v S+p Ly cos 6 r—1'cos@
p r2(1+s2)% r’2(1+s’2)% V3 | )
' 1 7]
I
p r’2(1+S’2)7 v |
Y (S+p)s Ly s rs—r's'|
p r2(1+s2)% r/2(1+s/2)% V3 |

Predpokladal hmotnosti planet nekonec¢né malé vzhledem k hmotnosti Slunce a oznacil je
p=0ma p’ = 8&m'. Vzdjemné sklony drah a jejich vystfednosti oznacil fadové velikosti
o, coZ je velmi mald veli¢ina a omezil se na &leny fadu a?8m’. Pro p' = m' = 0 maji

_52_
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rovnice 4.1 a 4.2 tvar

‘Z—z’ = (4.4)
2 2
Reseni t&chto rovnic Laplace vyjadfil ve tvarech:
¢ =nt +A' —20esin(nt +€) + %azez sin2(nt +€) + ..., (4.6)
r=all+ # +ecos(nt+¢€) — o cos2(nt+¢€)+ 1 : 4.7)

To vyjadiuje pohyb planety p, ktery neni ruSen pfitomnosti druhé planety. Symbol n znaci
stiedni uhlovou rychlost kolem centralniho t&lesa, A’ je stiedni uhlova vzdélenost planety
od pevné dané pifimky v Case t = 0 a € je uhel, o ktery je planeta pred svym aféliem v Case
t = 0.V piipadé, kdy 6m’ # 0 Laplace diferencoval rovnice 4.4 a 4.5 podle § a k tomu
pricetl ¢leny z rovnic 4.1 a 4.2 obsahujici m’. ObdrZel rovnice

ds 2. on 1 :
—¢:——C5t——m/rdtsin6 — 11, @8
dt r3 r F2(1+52) V2
d’sr  3c? 2(S+0m) om'r
0= + == or+ = y
2c6m’ . 1 r / 1 r 49
+— /rdtsmG ———5 — | +6m'cosf | ———— — <.
r r/2(1_|_S/2)§ % r/2(1_|_s/2)§ v

Podobnym zptisobem Laplace odvodil rovnici pro zmény $itky. U bezporuchového
ptipadu se rovnice 4.3 redukuje na

d’s 2dsdr c3s

0=+ 422 4.10
dt? + rdt? + r4 ( )

Pro s = aA, je feSenim rovnice 4.10 sple¢né s 4.4
s = aysin(¢ + 0), (4.11)

kde y a @ jsou integracni konstanty a oy je tangens sklonu drahy planety p ke vztazné
rovin€. Diferenciaci rovnice 4.10 a pfictenim ¢lend obsahujici poruchovou silu Laplace
dostal

0_d25/l 2dAdor  2drdoA c25l_4015r

T VT T T A rs
2cA ., . 1 r
_75m /rdtsm@ m—;] (4.12)
om'

+ A" —Acos 0]

r

1 r
r/2(1+512)% B
Zakladem je Kepleriv pohyb po elipse definovany rovnicemi 4.6, 4.7 a 4.11. Euler s

Lagrangem jako zdkladni bezporuchovou drahu ve svych pracech pouZzivali kruhovy pohyb.
Poruchové efekty Laplace popisuje pomoci rovnic 4.8, 4.9 a 4.12.
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4.2 Rozklady do trigonometrickych rad

Stejné jako jeho predchudci, také Laplace ve svych pracech pouZival rozloZeni prevracené
treti mocniny vzddlenosti mezi ruSenou a ruSicimi planetami do trigonometrickych fad.
Laplace vyjadfil vztah pro tuto funkci ve tvaru

[STIS%}

y3 :[r2 —2r cos O +r? + (r's’ — rs)z]_

3
.2 7 7 2,3 2rr/COSO 2
=[r"+r"+(rs —rs)7] 2 1_r2—|-r’2-|—(r’s’—rs)2 :
Poté zavedl substituci .~
rr
= 4.13
& r2 412+ (r's' —rs)? (4.13)
a presel k obecnéjsimu problému nalezeni koeficientl trigonometrické fady
(14+B%)79(1 — gcos8) 4 = by + b\ cos 0+ b cos 26 + .., (4.14)

kde 8 je pomér stfednich stfednich vzdalenosti planet od Slunce. Toto vyjadieni je podobné
Eulerovu. V Laplaceové pripadé€ je g proménna:

g=h+ak,
kde h = 2ad'/(a* +d"?), a je malé &islo vyjadiujici ¥4d zmén a /' je funkce zavisld na

()

polohach planet. Protoze jsou koeficienty bqj funkcemi g, 1ze kazdy z nich popsat fadami

2 0
G _ ) , 319) o h (3 b)

b — b)Y, + ah (— == (ZZ) +
1 ( 1 )g " 8g g=h 2! agz g=h

K uréeni derivaci koeficientl bgj ) podle g Laplace nejprve zderivoval rovnici 4.14:

5 . o) db]
qgcosO(14+B~)"9(1—gcosO) 9~ :a—;+a—;cos9+...,

vyndsobenim (1 — gcos 6) a pouzitim rovnice 4.14 ziskal

o0 pl
qcos@(béo)—i—bgl)c059+...):(l—gcose) 7 171 cosO+... .
dg ~ dg
Redukci ndsobkil kosinil na soucty kosini ndsobnych uhli a ndslednym porovnanim ko-
()

eficientli kosini stejnych argumentii Laplace nalezl vztahy mezi by~ a jejich derivacemi:

22%  _ pM) 4 o974 ’
ab(l) 0 ab(o) ab(Z)
2 q -2 b( )+ q + b(2)+ q ’

b y 3 by
2 I =qby;’ +g Jg +qby +g 9g
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Kombinaci téchto vztahi s rekurentnimi vzorci pro vypocet libovolného koeficientu pomoci

dvou predchozich Laplace nalezl prvni derivace koeficientli vyjadfené pomoci béo) a bgl):

oty _ by (g—1)+2404"s

deg 2(1 — g2 ’
(1) ’ (0) (1§ 28) (4.15)
db, _ 2gby” +bg (gg=—1)
dg g(1—¢2) ’

Vv

Vztahy pro derivace vyssich fada 1ze odvodit derivacemi rovnic 4.15.
Aby Laplace uréil ah’, rozvinul rovnici 4.13 do Taylorovy fady s pouZitim substituci

r=all+oaecos(nt+¢)|, r=d[l+aecos(nt'+e),
s=aysin(nt+®), § =aysin(n't+ o).

4.3 Problém ,,arcs de cercle

Laplace svou metodu pro eliminaci ,,arcs de cercle* predstavil v pracech [15] a [16]. Hlavni
myslenkou je variace konstat. Jednim z Laplaceovych vysvétleni je feSeni diferencidlni
rovnice 5

d-y 2

0= —=+4+y—L+ay, 4.16

g2 Ty Ltay (4.16)
kde o je velmi mald konstanta a L je také konstanta. Nejprve zanedbal ¢len s ¢ a nalezl
reSeni

y = L+ psint +gcost, 4.17)
kde p a g jsou integra¢ni konstanty, které Ize uréit z poéate¢nich podminek (y);—o = L+¢
a (%) 0= p. K partikularnimu feseni 4.17 pficetl dalsi ¢len:

t=
y =L+ psint+gcost + oz. (4.18)

Tento posledni vztah dosadil do diferencidlni rovnice 4.16 a zanedbal &leny s ot?. Vysled-
kem je rovnice

d42 224242 2_ 2
0= Eg +z+ % +2Lpsint +2Lgcost + pgsin2t + 4P cos 21,
jejiz reSeni po dosazeni do rovnice 4.18 dava
224 242
y=L— a% + (p— aLqgt)sint + (¢ + aLpt) cost
2 (4.19)
4 gl —P Pq

cos 2t + (x? sin2¢.

Poté cely proces opakoval, ale pro ¢as t =T +1t{, kde T je konstanta reprezentujici
veétsi Casovy tsek a 71 je nova proménnd. Vysledkem byla rovnice:

y=L— a# + (p1—aLqity)sinT +1, 4 (g1 + aLpit;)cosT + 1
o (4.20)
+ a% cos2T + 2t + aP1Q1 sin27T + 21;.
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Pro konstanty p; a g plati podminky (y),—7 =L+¢q; a (%) F=Pr Kdyz je v rovnicich
=
4.1924.20 o = 0, rovnice budou totozné s 4.17 a p a g; budou rovné p a g. Proto rozdily

p1—p=0paq —q=0q jsou fadu a. Po odecteni 4.19 od 4.20, nékolika tdpravach a
zanedbéni ¢lenti fadu o? a o Laplace ziskal rovnici

0= (8p+alLTq)sint+(6qg— oLT p)cost. (4.21)
Z rovnice 4.21 je zfejmé, Ze
op=—alLlTq, &6q=oLTp. (4.22)

Laplace zaved]l substituci € LT = x a funkce p; a g1, které zavisi na x, rozepsal do Taylorovy
fady:

d x2 d?
1n=p+5p=p+ﬁ£+~——§+nw
dx 2!dx
o (4.23)
:+6:—H@+iiﬁ—
N=aTod =T T org T

S pouzitim rovnic 4.22 a 4.23, pfi zanedbani ¢lenti fadu x2, 1ze nalézt rovnice

dp dg

d_x_ q? dx_p7

jejich fesenim je
p=ecos(x+®), g=esin(x+0).

Kdyzjex =0, je p= p; aq = qi, proto
p1 =ecos (LT +®), ¢q;=esin(oLT +®)
arovnice 4.20 v Case t; = 0 se stava

2L2 2 2
fﬂ——ijfil4—emnux14—aLy+aﬂ-—fgicoqu(14—aLy+2aﬂ. 4.24)

y=L-
Rovnice 4.24 je vyjadfenim y v libovolném Gase T pii zanedbani ¢lend fadu a®. Kdyz
budeme o y uvazovat jako o rotujicim radidlnim vektoru, miizeme vidét, Ze velikosti maxima
a minima y jsou konstanti, ale jejich polohy se méni. Z pohledu nebeské mechaniky tento
postup naznacuje, Ze feSeni problému dvou téles je pro kratky casovy tusek téméf platné, ale
pro del$i horizont se drahové elementy méni. Laplace dale ukazal, Ze pfi zapocitani ¢lent
fadu o? feSeni nebude obsahovat ,arcs de cercles a tvrdil, 7e potvrdil stejny vysledek i
pro kazdy vyssi fad. Problém s postupem Laplace je ten, Ze aby byl platny, musi byt x
radu «, ale x zavisi linearné na 7. Kdyz bude narustat ¢as, x také poroste a predpoklad po
dostatecné dlouhé dobé nebude platny.
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4.4 Sekularni nerovnosti

Nyni se vratime k Laplaceové praci [14] o planetdrnim pohybu. Po odvozeni pohybovych
rovnic zkoumal princip univerzalni gravitace a diskutoval vSechny mozné pficiny zpuso-
bujici sekuldarni zrychleni téles. Konstatoval, Ze Newton a jeho nédsledovnici ucinili Ctyfi
pfedpoklady: 1. gravitacni pfitazlivost je pfimo umérnd hmotnosti téles a nepiimo umérna
¢tverci vzdélenosti, 2. pritazlivé sila télesa je vysledkem pritazlivosti vSech jeho Casti, 3.sila

N

se $ifi okamzité, 4. na télesa v klidu pusobi stejnym zptisobem, jako na télesa v pohybu.
Prvnim dvéma pfedpokladim Laplace divéroval. Vyslovil vSak pochyby o okamzitém
pusobeni gravitacni sily.

Co se tyce Ctvrtého predpokladu, Laplace vyslovil nédzor, Ze téleso pohybujici se ve
sméru pasobisté sily podléhd mensi gravitacni pritazlivosti. Tato hypotéza vychazi z pred-
stavy, Ze gravitacni sily predstavuje impuls ¢astic éteru, ktery se pohybuje ke stfedu Zemé,
nebo od Slunce s kone¢nou rychlosti. Na zdklad¢ této hypotézy byl schopen vysvétlit seku-
larni zrychleni Mésice a planet. Po dikladné&jSich vypoctech ale tuto teorii vyvratil, kdyz
na zdkladée sekuldrniho zrychleni Mésice vypocetl sekularni zrychleni Jupiteru a Saturnu,
které bylo takika nedetekovatelné a neodpovidalo pozorovanim. Laplace také pochyboval
o vysvétleni sekuldrniho zrychleni Mésice vlivem tieni s éterem. Sdm o jeho existenci
pochyboval. Hypotéza, Ze Slunce pfi vyzarovani ztraci hmotnost a tim dojde ke zpomalen{
zemské drdhy, by pro pozorované zrychleni 1° za 2000let ve stfednim pohybu Mésice
vyZadovala zpomaleni stfedniho pohybu Zemé o nékolik stupiiti, coz je také v rozporu s
pozorovanim. Dal$im navrhem bylo zpomaleni rotace Zemé ptisobenim vétrii v tropické
z6né. Protoze dny by byly pomalejsi, Mésic by se zddl rychlejsi. Tuto hypotézu Laplace
také zamitl.

V posledni ¢asti prace se Laplace zabyval odvozenim sekuldrnich nerovnosti drahovych
elementl planet vyplyvajici z nemodifikované Newtonovy teorie bez predpokladu, Ze
velikosti sil zévisi na rychlosti planet. Laplace vySel z rovnic 4.8 a 4.9:

dé¢  2c om o 1 r
7 = ﬁ—r—z/m’tsm((]) —¢) m—‘?] s (425)
:d25r N 3_6‘25r_ 2(S+6m) Sra om'r

0

dt? r4 r3 3
2c6m’ 1 r
+ /rdt sin(o’ — _—
3 (9" —9) (1157 V3] (4.26)

+8m' cos(¢' — )

1 r
r/2(1+s/2)% 3l
V rovnici 4.26 nahradil ¢leny obsahujici faktor 6m’ Fadou

/ /

m
o Ccos(nt +¢€) + aa

om'

a3

om

/
a A+a2a 3'Bnt—l-oca
a

3 Dsin(nt +€).

ProtoZe ¢leny imérné ¢asu mohou vzniknout pouze integraci konstantnich ¢lend, zavedl
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Laplace v rovnici 4.25 substituci

!

’;1 /rdt sin(¢’ — ¢) — Bnt

1 r’] ,om’ a?
=a?

r/2(1+s/2)% )3 a’ 2c

ve které zanedbal periodické ¢leny. Na pravé strang této rovnice je a®/c = 1/n, protoZe pro
bezporuchovou elipsu plati:

o ¢ 20
> :67(1+a e+...)=n+....
ProtoZe pro systém dvou t&les plati (S + m)/a®> = an®, Laplace zavedl vyjadieni %% 5’" =
n?8u’ kde Sy’ = Sm'/S. Rovnice 4.25 a 4.26 piejdou na tvar
dé¢ 2¢ 5,u
— = 6r—a? 2 4.27
dt r3 2 Brt, 4.27)
d*Sr 3c%6r 2(S+ om) ;5
O_dt2 + g or+oadu'n“A 4.28)
+ aadpu'n*C cos(nt + 8) + oadp'n’Dsin(nt 4 €) + a*adu'Bn’t.
K jejich vyfeseni si Laplace napsal vyjadieni pro 6¢ a 6r s neznamymi koeficienty:
8¢ = du'gnt + a5’ hn’t?, (4.29)
8r=adu'|d + afntcos(nt + €) + ognt sin(nt + €) + o’ knt]. (4.30)

Jejich dosazenim do rovnic 4.27 a 4.28, pouZitim substituci » = a[l + ae cos(nt +¢€)],r > =

a3[1 —3aecos(nt +¢€)] ar*=a"*1 —4aecos(nt + €)] a porovnanim homologickych
¢lent nalezl

1 1 3 3
=24, d=-A, f=:D, q=-3eA— =ZeD—-B, h=-(B—eD).

Nyni Laplace mohl vyjadfit stfedni délku planety spolu s jeji sekularni zménou zpiso-
benou ruSenim ostatnich planet

3
¢ =nt+A' +8¢ =nt +A +2A8u'nt + a25u’Z(B —eD)n’t* + ..., (4.31)

kde A’ je stfedni délka planety v Case t = 0. Pro vzdélenost planety od Slunce spocetl vztah

1
=a {1 +aecos(nt+€) —ASu’ + EaS,u’Dntcos(nt +¢€)

D
—adu’ (3eA + g) nesin(nt + €) + a*Sp’ (365 - B) nt} ,

ktery lze pouZitim pfibliznych vztaht cos [Su' (3A+£)] ~ 1 asin[6u' (3A+£)] ~
Su’ (3A+ £) upravit na tvar

/
r:a{1—A5u'+a(e+5u'Dn%)cos{nt<1+3A5u'+C52—“>+8} } 4.32)
e
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Z rovnice 4.32 je zfejmé, ze sekuldrni nartst vystiednosti je
aadu'Dnt. (4.33)

Podle rovnice 4.31 je stfedni pohyb rusené planety (1+2A6u’)nt. Z argumentu kosinu v
rovnici 4.32 Ize urcit pohyb afélia

C
—ou'nt (A + —) (4.34)
2e
a z rovnice 4.31 ziskdme zrychleni stfedniho pohybu
3
ZaZS[,L’(B —eD)n*t*. (4.35)

K urceni sekuldrnich zmén sklonu a polohy uzlu obézné drahy Laplace vyuZil rovnici
4.12 pro poruchy:

_d262, N 26Adér N 2drdSA N 252 B 4¢2 ). 6r
d? rdt? rdt? r4 r

- %Sm'/rdtsin (0" —0)

0

1 B r
r,2(1+s,2)% V3 (4.36)

om’

r

+——[A" = Acos(¢'—9)]

1 r
r/2(1+sl2)% 3l

Laplace dospél k zavéru, Ze je potieba zapoCitat pouze ¢leny tmérné cos(nt + @) a sin(nz +
@), kde @ je Ghlova vzddlenost mezi planetou a uzlem v Case t = 0. Proto polozZil ¢leny
imérné 6m’ rovné

En?*Su/sin(nt + @) + Fn* 8’ cos(nt +®).
Také pro dA polozil
A = Su'gntsin(nt + @) + S’ fnt cos(nt +@).

Jejich dosazenim do 4.36 a porovnanim koeficientii homologickych ¢lent vyjadiil nezndmé
koeficienty:

E F
= — 2A = ——,

Nyni byl schopen vypocitat A + A a vyjadrit

E /
s=a (y— 6u’Fn%> sin [nt (1 +2A8u" + 25; ) +E} .

YV 2z

Z tohoto vztahu lze vycist sekuldrni zmenSeni sklonu obézné dréhy k referen¢ni roviné:

ocS,LL’Fn% (4.37)
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a zpétny pohyb uzli v referen¢ni rovingé

t
, —
ou Enzy' (4.38)

Po provedeni rozvoji do fad a vycisleni konstant A,B,C,D,E a F, pokud V je thel
mezi afélii dvou planet, rovnice pro sekuldrni narist vystiednosti 4.33 ma tvar

aadu'e sinVv {(1 + ﬁz)bgl) — 3ﬁb(30) } nt
2 )

a pohyb afélia 4.34 je

pol
o' § — +2—cosv[3ﬁbg°)—(1+B2)b(;)] nt.
e 2 2

YV _ s

Necht U je thel mezi vystupnimi uzly dvou planet, pokles sklonu obézné drahy 4.37 je dan

poy
aysu 42 sinU p nt

a zpétny pohyb uzlu 4.38 je

—
~—

B

3
ou' 42 {1—%005U}nt.

Tyto vzorce plati pro Jupiter. Pro ziskani odpovidajicich vztaht pro Saturn je tfeba nahradit
Su' = du,e wea—d, V-V U—=-UaB— 1/[3,19(;0) — bgo)/B3,bgl) — b(;)/BZ’.
Tento vysledek souhlasi s tim, ktery stanovil Lagrange. i i i ’

Zrychlent stfedniho pohybu 4.35, Laplace zjistil, je s presnosti do fadu a>S 1’ pro obé
planety nulové. Nejprve tento vysledek obdrzel dosazenim numerickych hodnot pro Jupiter
a Saturn a ihned pojal podezieni, Ze nejde o nic neobvyklého. Néasledné se mu podaftilo
dokazat, Ze tento vysledek musi platit pro jakékoli dvé planety.

V [14, 253] se Laplace k vysledku sekuldrnich zmén stfedniho pohybu vyjadiil takto:
,»Z porovndni pozorovdni Jupiteru a Saturnu z riiznych stoleti astronomové odvodili zrych-
lent stredniho pohybu Jupiteru a zpomaleni Saturnu. Nebudu se zabyvat diskuzi nejistot
méreni vzhledem k velikostem téchto zmén, staci uvést, Ze jejich existence se zdd velmi
pravdépodobnd a zpomaleni Saturnu je mnohem vétsi, neZ zrychleni Jupiteru za stejné
casové obdobi. Z predchozi teorie vyplyvd, Ze tyto zmény nelze pripisovat vzdjemnému pui-
sobeni téchto dvou planet. “ Laplace navrhl moZnost ovliviiovéni stfedniho pohybu planet
kometami.

Laplace v [14] uvedl jesté jedno odvozeni ukazujici, Ze gravitaci nelze vysvétlit seku-
larni zmény stfednich pohybtl Jupiteru a Saturnu. Vysel z principu Chevaliera d’Arcyho
[17], ktery je ve skutec¢nosti principem zachovani tihlové hybnosti. Na jeho zdkladé odvodil
vztah

4

'\ 3

Sn' = —5n§—5/ (”—) — —5n(0.84149).
n



Kapitola 4. Pierre-Simon de Laplace 61

Z.toho vylyva, Ze sekuldrni zmény Jupiterova stiedniho pohybu v ur¢itém ¢asovém intervalu
by mély byt k tém Saturnovym v poméru 1 : 0.84149 a mély by mit opacné znaménko.
Laplace k tomu poznamenal: ,, Pozorovdni spliiuji ve skutecnosti posledni podminku ale
ne prvni, protoZe sekuldrni zrychleni Saturnu, misto aby bylo mensi nez Jupiterovo, je
mnohem vétsi. “ [14, 257]

Laplacetiv zavér je chybny, jak pozdé&ji sam zjistil. Prace Laplace a Lagrange vychazi
z pohybu po eliptické draze v souladu s Keplerovym zakonem ploch. Kvili vzajemnému
pusobeni planety podléhaji nerovnostem, které narusuji keplerovsky pohyb. Nerovnosti
jsou dvojiho druhu. Prvni jsou oznacené ,,periodické* a zavisi na polohach planet. Druhé
jsou oznacené ,,sekuldrni* a méni elementy drah velmi pomalu béhem kazdého obéhu.
Ale dokonce 1 sekuldrni zmény jsou periodické s velmi dlouhymi periodami. Jak zjistil
Lagrange a Laplace to pfijal.

Problém s druhym Laplaceovym argumentem vyuZivajici zachoviani momentu hybnosti
je, nepouzil zdkon zachovéni energie. V té dobé si nejspiS nebyl védom nutnosti jeho
predpokladu.

4.5 Stabilita Slunecni soustavy

Laplace s kone¢nou platnosti vyfeSil problém anomalii ve stiednich pohybech Jupiteru a
Saturnu v praci [18] z roku 1785. Prvni ¢ast je vénovand mésiciim Jupiteru. Druhd sekce je
inspirovand Lagrangovymi pracemi [12] a [13]. Laplace uvazoval systém t&les m,m’,m”, ...
pohybujici se kolem télesa M s jednotkovou hmotnosti, kterd je mnohem vétsi nezZ hmotnost
ostatnich téles. Laplace nejprve definoval, po vzoru Lagrange, poruchovou funkci

mm'’ mm”’

+
(¢ =x)2+ (Y =Y+ (=222 [ —x)>+ (" =)+ (& —2)
+ m/m// +
1 4 1N\2 /" W2 n__ N2t
(¢ —=x')2+ (v = y)> + (& = )%
Poté presunul sily, kterymi ptsobi systém na téleso M do m a vytvofil pohybové rovnice
pro m:

A:

>  (14+m)x  m'y 1 A
OZW r3 r/3 +—%$, (439)
d’>y  (14+m)y my 1 oA
0= Fp ot e (4.40)
d*>z (14+m)z m'? 1 0A
= i s (4.41)

Podobné rovnice plati i pro m’,m”, ... .
V dal$im kroku vyndsobil rovnici 4.39 vyrazem
2m(mdx+m'dx' + ...)
l+m+m'+ ..

rovnici 4.40 podobnym vyrazem, kde za x se dosadil y a rovnici 4.41 opét stejnym vyrazem
kde ale figuruje z. Diferencidlni rovnice pro m’ vyndsobil odpovidajicimi ¢leny, ve kterych

2mdx —

Y
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nahradil dx,dy,dz za dx',dy’,d7' a obracen&. Obdobné& postupoval u diferencidlnich rovnic
ostatnich téles systému. VSechny takto ziskané rovnice secetl a s pouzitim Lagrangeovych
rovnic 3.88 pro poruchovou funkei, substituct r = (x% +y2 +22)2, 7 = (¥> +y2 +7%)z...
a zanedbanim ¢lend se soucinem tif libovolnych hmotnosti m,m’,m” ... ziskal rovnici

0 _zmdxdzx-i— dyd®y + dzd*z N Zm,dx’dzx/ +dy'd?*y +d7 d*7 N
N dr? dr?
_2mdx+m’dx'+ comd*x+m'd*x + ...
l+m+m +... dr?
2mdy+m’dy’+...md2y+m’d2y’+...
l+m+m +... dr?
2mdz+m’dz’+...md2z+m’d2z’—|—...
l+m+m' + ... dr?
mdr m'dr
+ (r—2—|-rT—|-) —2dA.

Po integraci této rovnice ziskal vztah pro energii systému:

dx>+dy> +dz>  dx* +dy?* +d7?

0=f+m dr? tm dr? +

B (mdx +m'dx' + ...)? B (mdy +m'dy' + ...)? B (mdz+m'd7 + ...)?
(I+m+m'+..)dt2  (1+m+m'+..)d2  (1+m+m +...)dt?

/
2 (ﬂ+ﬁ,+...) ~ 2.
roor

Rovnice 4.42 je komplikovanéjsi, nez Lagrangeova rovnice 3.90, protoZe Laplace umistil
pocatek soufadnic do stfedu centrédlniho télesa. Diky tomu doséhl vysledku, ktery ho pre-
svédcil, Zze anomdlie Jupiteru a Saturnu je zptisobena pouze jejich vzdjemnym piisobenim.

Laplace nejprve uvazoval vztah pro rychlost jediné planety obihajici kolem Slunce.
Nasledné, aby zahrnul ptisobeni ostatnich planet, pfidal k vyjadieni poruchovy ¢len y:

(4.42)

dx®+dy*+dz>  2(1+m) l+m
dt? N r a

v,

Podobné vztahy plati i pro ostatni planety m’,m”,.... Ty dosadil do rovnice 4.42 a upravil.
Déle zanedbal ¢leny obsahujici souciny dvou, nebo vice hmotnosti planet m,m’, ... a ziskal
vztah:

_nn.mo (4.43)
a a a

ProtoZe f,m,m’, ... jsou konstantni, rovnice 4.43 poskytuje ur¢itou podminku pro zmény
hlavnich poloos. Pokud se néktera z nich zvétSuje, musi se alespoii jedna z ostatnich poloos
zmensovat.

U pohybu Jupiteru a Saturnu Ize ptisobeni ostatnich planet zanedbat. Laplace vyuZil
tfetiho Keplerova zdkona a vhodnou volbou jednotek napsal ve tvaru n’a® = n’ 203 = 1.

Rovnice 4.43 pfechazi pro tento pfipad do tvaru

wIN

2 I,
f=mn3i+mn?3,
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ze kterého Laplace odvodil vztah

1
on' = —ﬁ/ (%) * 5n.
m' \a
Dosazenim pfisluSnych hodnot ukézal, Ze pokud jsou zmény stiedniho pohybu Jupiteru a
Saturnu zptisobené vzajemnym piisobenim, jejich pomér musi byt pfiblizné 7 : 3.
K ziskéani rovnic vyjadfujicich zachovéani thlového momentu, vynasobil rovnici 4.39
vyrazem
m(my+m'y' +...)
l+m+m'+ ...

—my +

Y

a rovnici 4.40
m(mx+m'x' +...)

l+m+m'+...~
Také prvni z rovnic vztahujici se k m’ vyndsobil

+mx —

m' (my+m'y +...)

./
my -+ 14+m+m + ...

Y

a druhou ) .
R (my+m'y + )
l+m+m'+ ...
a tak dale i prvni a druhé rovnice pro kazdou z ostatnich planet. VSechny takto ziskané
rovnice secetl a zanedbal ¢leny obsahujici souciny tfi hmotnosti planet a ke zjednoduSen{
pouzil Lagrangeovy rovnice 3.89 a prvni dvé rovnice 3.88. Takto nalezl rovnici

xd*y — yd*x Xd*yd*x
y—Yy ! y 4

0—
S dr?
mx+m'x' + ... md>y+m'd> +... my+my +.. md*x+m'd*x + ...
o / 2 + / 2 )
Il+m+m+.. dt I+m+m'+ ... dt

Jeji integrél dava

d _ d /d / /d/
mx y—J x_|_m/x Yy =) x_|_
dt dt
Comxtm'Y 4+ omdy+m'dy +.. omy+my' + . omdx+mdx + ...
l+m+m'+ .. dt l+m+m'+ .. dt '

(4.44)

Pfi pohybu planety kolem centrdlniho télesa opiSe jeji privodi¢ za Cas dt plochu
Zdtla(1 — ez)]%, kde a je stfedni vzdélenost od centrdlniho télesa a e je vystfednost.
Projekce této plochy do roviny xy, pokud 6 oznacuje tangens sklonu, je
di Ta(1—-)78 1

t —

[M} = —(xdy — ydx).

21 1+062 2
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Rovnost plati pouze za pfedpokladu eliptického pohybu. Analogické vztahy plati pro plochy
opsané privodici ostatnich planet. Laplace je dosadil do rovnice 4.44 a zanedbal konstantn{
a periodické veli¢iny Fadu m?. Obdrzel rovnici

1 1
a(l _62) 2 , a/(l _612) 2

Podobné rovnice l1ze odvodit i pro roviny yz a zx.

Laplace déle pripomenul teorii sekuldrnich zmén vytvotfenou o deset let diive Lagran-
gem a jim samotnym. Nechf e, ¢, €”, ... jsou vystfednosti planetarnich drah, V,V’, V" ... jsou
délky jejich afélii, 6,0’,0” ... jsou tangenty sklond ob&Znych drah a I,1,1” ... jsou délky
vystupnich uzld. Pro veli¢iny esinV,e’sinV’ " sinV”, ... ;ecosV, e cosV' " cosV”, ... a
Osinl,0’sinl’,0"sinl”, ..., 0 cosl, 0 cosl’, 0" cosI”, ... plati diferencidlni rovnice prvniho
fadu s konstantnimi koeficienty.

Reseni systému rovnic vztahujici se k vystfednostem jsou vyjadiena souétem koneéného
mnozstvi sind a kosint. K uréeni koeficienti vyskytujicich se u ¢asu ¢ v argumentech téchto
sinl a kosint je tieba vyfesit algebraickou rovnici stupné rovnému poctu planet. Pokud
jsou kofeny této rovnice redlné a riizné, feSeni nebude obsahovat ,,arcs de cercle®, ani
exponencidlni funkce. Pokud by ale nékteré kofeny byly stejné, nebo alespon jeden z nich
imaginérni, bude tomu naopak. V opou piipadech Ize napsat feSeni ve tvaru

esinV = of " +Bf 4+ ..+ A 4k, 446)
ecosV =pft+eff' + .+ +y . +k '

a také obdobné pro planety m’,m”, .... Zde f je zaklad piirozeného logaritmu. Koeficienty
o,B,u,¢€,....,a ,B', 1’ €, ..., musi byt funkcemi  a nebo periodické, ale bez exponencial.
Veliciny y,A,0,v,....h kY, A", ¢" v ... WK, ... jsou bud konstantni, nebo periodické
funkce.

Nechti > i > i" > .... Umocnénim a seétenim rovnic 4.46 Laplace spocetl

= (> +ud) P 4+ (P40 P+ (4.47)

Analogické rovnice I1ze odvodit pro Ctverce vystfednosti ostatnich planet a také pro druhé
mocniny tangent sklonti kazdé planety. ProtoZe jsou e,e’,¢” ;... a 6,6',6” ... velmi malé,
1ze rovnici 4.45 upravit na tvar

1 1 1 /
c=ma?+md? +..— Ema%(e2 +6%) — Em’a%(e’z e

Stfedni vzdélenosti planet od centrdlniho t€lesa a,a’,a”, ... nepodléhaji vyraznym sekulér-
nim zméndm. Proto Laplace napsal

1
ma? (e +6%) +m'a'? (e’2 + 6'2) + ... = konst.

Vystfednosti a sklony jsou v soucasnosti velmi malé, miizeme proto predpokladat, Ze jejich
zmény jsou na sobé nezavislé. Laplace proto separoval predchozi rovnici na dvé:

1
konst. = ma2e® +m'd’? ¢? +..., (4.48)

1
konst. = ma? 0> +m'a2 0" + ... (4.49)
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Do rovnice 4.48 dosadil vztah 4.47 a jemu podobné vztahy pro ostatni planety a nalezl
vztah

1 .
konst. =[ma2 (02 + p?) +m'ad’* (o> + ) + .. ] F 4 ..
+mad (P +92) +md 2 (Y +¢%) + ) + .. (4.50)
1
+ma%(h2 ~|—k2) +m’a’7(h’2 +k’2) N

Aby tato rovnice platila bez ohledu na hodnotu ¢, musi byt vyrazy u exponencidl a mocnin

Casu rovny nule. Veli¢iny ma2,m'd %, ... jsou kladné, exponenciala £ se ze vztahu 4.50
eliminuje pravé, kdyz « = o’ = ... = u = u’ = ... = 0. Ze stejného argumentu vyplyva,
Zetak y=y =..=¢ = ¢’ = ... = 0. Z toho je ziejmé, Ze ve vyrazech pro vystfednosti
se nenachdzi #4dné exponencidly ani Z4dné ,,arcs de cercles* a e = (h% + kz)% el = (h?+
K 2)% ,-.. . Podle rovnice 4.50 bude mezi nimi platit vztah

1
konst. = ma? (R +K) +m'd (W + K+ ...

Protoze h,k,h',k, ... jsou bud konstantni nebo periodické, musi byt vysledny koeficient
kazdého sinu nebo kosinu nulovy. Jinymi slovy, zmény ve vystfednostech mohou byt pouze
periodické a to tak, zZe kdyZ se vystiednost jedné planety zvétSuje, musi vystiednost ostat-
nich planet pfislusSnym zptisobem klesat. Podobny vysledek lze nalézt také pro tangenty
sklonii planetdrnich drah. Vystfednosti a sklony planetarnich drah proto zlistanou navzdy
malé. Zmény ostatnich drahovych parametrii jsou pro otdzku stability Slune¢ni soustavy
nepodstatné.

4.6 Analyticka teorie pohybu Jupiteru a Saturnu

YV

V kvétnu a Cervenci 1786 byla PatiZzské akademii ve dvou predndskach predstavena ,,Thé-
orie de Jupiter et de Saturne* [19]. Sklada se ze tif Casti, prvni zavadi analytickou teorii
pohybu Jupiteru a Saturnu a dalsi dvé ¢asti se vénuji aplikaci teorie na pohyb Saturnu a
Jupiteru.

Na tvod Laplace pfipomnél hlavni odchylky v pohybu studovanych planet a uvedl ucel
své prace [19, 95]:

»Doposud nebyla teorie univerzdlni gravitace schopna tyto jevy vysvétlit. V analytickych
vysledcich ziskanych matematiky nelze nalézt nic, co by je vysvétlilo. Zde chci ukdzat, Ze
nejde o vyjimku principu gravitace, ale jsou jejim nutnym diisledkem a predloZit dalsi
ditkaz tohoto podivuhodného principu. *

Laplaceova novd teorie bere v ivahu nerovnosti zdvislé na druhych a vy$Sich mocninéch
vystiednosti a sklonii obéznych drah. V piedchozich teoriich by jejich urceni bylo pracné.
Laplace ale nalezl jednoduchou metodu jejich urceni.

Na tvod definoval poruchovou funkci. Tentokrat ale pouze pro dvé planety s hmotnostmi
mam'.
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Definice se oproti té uvedené v predchozi kapitole 1i$i o faktor mm’. Pohybové rovnice se
v poruchové ¢asti mirné 1is{ o stejny faktor:

dx (L+m)x m'Y 0L

A R TS
>y (I+m)y mly 04
0= ﬁ }"3 r/3 —m a—y, (451)
d*z (1+m)z m'? 04
0=t T
aprom':
0 >  (1+m)x mx 92
 dr? 73 B o
azy'  (1+m)y my A
_ my A 452
0 dr? + r/3 r3 m3y17 ( )
0= d*7  (1+m)? mz  9A
e T TE T

Laplace pouzil poruchovou funkci k nalezeni rovnic vhodnych k urceni poruch. Déle ozna-
¢il poruchovou funkci planety m rusenou m’ za predpokladu pocatku soufadnic vztaZzeném
ke stfedu Slunce symbolem R:

oy

R
73

A

Po prechodu do polarnich soufadnic pievedl poruchovou funkci na tvar

1 -2 1
r="l Ry P cos(v/—v)— : . (4.53)
r [r2—=2rr' (1 —s"2)2 cos(V — v) + 2]z
Z rovnic 4.51 a 4.52 s vyuzitim Keplerovych zakonu Laplace odvodil rovnice:
d*(rér) n’a® JdR
0= i + 3 rér+ 2/dR + res (4.54)
+2cosV [ndtrsinv [dR+cosV [ ndtr? sinv%—k
Sr —2sinV [ndtrcosv [dR —sinV [ ndtr?cos v%
— = , (4.55)
a [1—e?)3
2rdor+ 6rd JdR
Sv=[1—e} $+3a/ndt/dR+2a/ndtr— . 456
a’ndt ar

Pravé tytorovnice vyuzil k nalezeni poruch. Jejich vyuziti Laplacem lze rozdélit do né€kolika
etap.

Nejprve hledal poruchy nezdvislé na druhych a vyssich mocnindch vystiednosti. Pro
tento pripad vzal vyjadieni 4.53 poruchové funkce, ve kterém zanedbal vliv heliocentrické
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Sitky. Za r,v,r’, v/ dosadil vyjadieni
r=all +hsin(nt + €) + kcos(nt + €)],
v =nt+ &+ 2hcos(nt + €) — 2ksin(nt + €),
r'=d[1+Hsin(n't+€")+k cos(n't +¢€),
v =n't + & +2h cos(n't + &) — 2k sin(nt + €'),
kde
h=esin®w, k=ecos®, Hh =ésinw, k' =écosw'.
Diky Taylorové rozkladu nalezl prevedl prevedl vztah 4.53 pro poruchovou funkci R do

tvaru:

as
R =S+ a—[hsin(nt + €) + kcos(nt + €)]

da
aS ! / / / /
- <S—|— %) [h'sin(n't + &)+ Kk cos(n't + €')]
+ n_2 ,aaS [hcos(nt + €) — ksin(nt + €))]

— [H'sin(nt + €") + K cos(n't + €)],
kde {
=3 ZA(i) cosi(n't —nt + € —¢).
1

Séitact index i € Z a A=) = Al,
Laplace v rovnicich 4.54 a 4.56 polozil R = S,r = a,0r = au a 0v = V. Vysledkem
jsou rovnice

d?u a’ 0A®  n? 0AW)  2paAl)
0= 2 - 4 2 w 4.57
d2+nu+ ng+ > 8a+2l. a aa+n—n’ cosW, ( )

0A0)
— 2 _ A )
V =3gnt+a 32 nt+ o7 ZZzn ) sinW vss
na®> 0AU (4.58)
—Z,— sinW.
~i(n—n') da

Kde W = i(n't —nt + € — €) a g je integraéni konstanta pochdzejici z integrdlu a [ dR.
Suma prochdzi pfes vSechny hodnoty indexti kromé i = 0. ProtoZe je nt empiricky uréeny
stiedni sidericky pohyb télesa m a rovnice 4.58 ma urcovat odchylky od tohoto pohybu,
musi byt celkovy vyraz imérny nt v této rovnici nulovy a

B a’ dA
8 3 da’
Reseni diferencialni rovnice 4.58 je
az 8A(0) n*a® 9Al) + n3aAl)

_ 2 0 nf’
M_E 32 +Zi a "_cosW

i
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Vypoctem du/dt a dosazenim do 4.58 Laplace nalezl vyjadieni pro V:
3,204 | 2ntaAl)
V= A(l) da_ nen inW.
Xi" [2i(n—n’)2a +i(n—n)z[zz(n—n’)z—nz] o

Tyto poruchy jsou nezdvislé na vystiednostech. K urceni nerovnosti umérnych prvnim
mocnindm vystiednosti Laplace znovu vyuZil rovnice 4.54 a 4.56. Tentokrat za 6r a dv
dosadila(u+u;)aV +Vj. Cleny au; a V; reprezentuji poruchy v radidlnim vektoru a délce,
které jsou imérné prvnim mocnindm vystfednosti. Tyto rovnice poté zjednodusil odectenim
¢lenti z rovnic 4.57 a 4.58 a zanedbanim ¢lend s druhymi mocninami vystiednosti.

d2
0= e —|—n u1+2n /Xndt+n2Y

2
+ [fl—z —3n u] [hsin(nt + €) + kcos(nt + €)] (4.59)

du
+ 2nd— [hcos(nt + €) — ksin(nt + €))]

2
duy 3//Xn2dt —|—2/Yndt
" ndt

2du
+ — [h sin(nt + €) + kcos(nt + €)]

(4.60)

+ul[hcos(nt + €) — ksin(nt + €)].

Pismeno X znaci zbytek dR po odecteni ¢lenti nezdvislych na vystiednosti a Y je zbytek
20dR
a
361

Reseni rovnice pro u; je
uy =fsin(nt + &) + f' cos(nt + €)

1 1
+ E(hB + h'C)nt cos(nt + €) — §<kB + K C)nt sin(nt + €)

D) 1y EG)
+Y n? {[n—z 7 +n T sin(W+nr+£)
kDY + K EW
[n_i(n_n/>]2_n2cos(W+nt—|—8) ,

kde f, f’ jsou integra¢ni konstanty, B a C jsou konstanty vyjadfené pomoci A0 A 5
jejich derivacich podle a, D) a E() jsou dal§i konstanty zdvisejici na i,a,n,n’ a A® a
jejich dervivacich podle a. ResSeni rovnice pro poruchu v délce dava

Vi=—(hB+ h'C)nt sin(nt + &) — (kB +k'C)nt cos(nt + €)+

Gl W) 4+ Gl

Konstanty f a f’ ur¢il Laplace tak, Ze vyjddieni V| obsahuje pouze siny a kosiny nf + €,
které jsou vynasobeny nt. Prvni dva ¢leny predstavuji sekuldrni zmény vystiednosti a délek
afélii planet a e a @ jsou hodnoty vystfednosti a délky afélia v ¢ase r = 0.
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Vysledek lze zapsat, pokud (r) a (v) odpovidaji nerusenému eliptickému pohybu, ve
tvaru
r=+mau+u), v=)+m'V+V).

P1i vypoctu nerovnosti vyssich fadii miZeme nalézt sinusoidalni ¢leny s novymi argumenty
ale také s t€mi, které se vyskytly u ¢lenti nizSich fadd. Laplace uvedl zdkon, kterym
se vyskyt t&chto argumentl ¥idi. Rdd, nebo soucet exponentli mocnin vystiednosti nebo
sklonti vyskytujici se v daném ¢lenu oznacime j. Pokud se dany argument sinu nebo kosinu
vyskytne v nékterém ¢lenu fadu j, objevi se znovu v ¢lenu fadu j+ 2, poté v ¢lenu faddu
J +4 atak dale. Divodem je, Ze kazdy sinusoidadlni argument vystupujici v poruchovych
Clenech je tvofen souc¢inem sinu nebo kosinu W = i(n't — nt + €' — €) a trigonometrické
fady pro neruseny radidlni vektor nebo délku ¢i $itku jedné z planet. V argumentech sint
nebo kosinti t&chto fad jsou thly N(nt + € — @) nebo N(n't + &' — '), a pokud je N sudé,
vSechny mocniny vystfednosti nebo sklonu vyskytujici se v piislusném koeficientu jsou
sudé a naopak. Argument soucinu sinu nebo kosinu W se sinem nebo kosinem N (nt + € — @)
lze vyjadrit ve tvaru
i(n't —nt+¢€ —¢€)+N(nt+¢)

kdei € Z a N € Ny. To umoziiuje urcit fdd N poruchovych vyrazi zavisejici na daném tdhlu.
Napiiklad thel 51't — 2nt +5¢' —2€ = 5(n't —nt + €' — €) +3(nt + €) odpovidd N = 3.

Dile se Laplace ve své praci [19] z roku 1786 vénoval sekuldrnim zméndm drdahovych
elementit Jupiteru a Saturnu. Ta se nelisi od té, kterou spole¢né s Lagrangem vytvofili o
deset let diive.

Hlavni inovaci této Laplaceovy prace v Casti poruchy Jupiteru a Saturnu, které zdvisi
na druhé a vyssich mocnindch vystrednosti a sklonii je novd metoda pouzitd k jejich
uréeni. Podle Laplace metoda pouzitd v diavéjsi ¢asti by vedla k ,, vypoctiim prilisné délky.
Nastésti ditvod, ktery nds nuti se témito nerovnostmi zabyvat ndm zjednodusuje jejich urceni
zanedbdnim nedetekovatelnych velicin.* [19, 143]

Tentokrat Laplace zacal rovnicemi 4.55 a 4.56. Predpokladal, Ze dR obsahuje sinus
nebo kosinus dhlu or + B, kde a je velmi mald konstanta. Dvojity integrdl [ndt [dR
obsahuje &len zdvisly na Ghlu of + B a md ve jmenovateli o?. KdyZ je @ = 0, dany &len
po je integraci umérny ¢tverci ¢asu. Laplace navrhnul nalézt takové ¢leny ve vyjadieni dr
aov.

V rovnici 4.55 se nachdzi dva dvojité integraly obsahujici dR a to [ndtrsinv [dR a
[ ndtrcosv [ dR. Pro neruseny elipticky pohyb planety m plati vztahy

r’dv _a(l-¢€%)

ndt = ——, = .
a?(1—e?)2 I —ecosv

4.61)

Pomoci druhého vztahu miZeme druhy integral upravit:
—a(l—é?
/ ndtrcos v / dR = / nar =L =€) / dR. (4.62)
e

Pouzitim rozkladu r = a (1 + % + ex) , kde x je trigonometrickd fada, upravil integral na

/ndtrcosv/dR:a/ndt <%+x> /dR.
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Dadle oznacil y' = [ nydt a pomoci integrace per partes ukézal, Ze

/nxdt/dsz’/dR—/x’dR

Na pravé stran€ se nevyskytuje Zadny dvojity integral dR a ve vyrazu proto neni ¢len, ktery
ma ve jmenovateli &>, Piivodni integral se redukuje na

/ndtrcosv/dR:?)zﬁ/ndt/dR.

Pouzitim vztahd 4.61 na prvni integrdl [ndtrsinv [dR a néslednou integraci per partes
ukézal, Ze neobsahuje Z4dny &len s o? ve jmenovateli.
Ve vyjadieni pro dr se Laplace omezil pouze na diskutované ¢leny:

o) 3
_r aesinVv /ndt/dR

a (1_82

aesinV _
gesinv_
(1_e2)} dt’

Protoze pfejde tato rovnice na tvar

3d
r r/ndt/dR
a

Pokud se ve vyjadieni pro radidlni vektor zapocitaji pouze poruchové &leny s o ve

jmenovateli, jeho tvar je
(r)+ dr 3 / dt / dR,
r=(r am [ n
ndt

kde (r) a () jsou hodnoty r a 4= u neporuseného eliptikého pohybu. Koeficient u
(n dt) je prirastek ke stfednimu pohybu nz. Pro zapocitani prislusnych poruch ve vyjadieni
radidlniho vektoru pro neporusenou elipsu staci ke stfedni délce nt + € pfidat veliinu

3am’ [ ndt [ dR. Podobnym zplsobem z rovnice 4.56 ukézal, 7e délka je dand vztahem

v:(v)+(%)3a/ndt/R

Konstantni ¢ast rozvoje (%) do trigonometrické fady je jedna. Vyjadfeni délky v proto
obsahuje ¢len 3am’ [ ndt [ dR. Za predpokladu kdy vystfednosti a vzdjemné sklony drah
jsou malé, 1ze poruchovou funkci R rozvinout do nekonecné trigonometrické fady se ¢leny

ve tvaru k ;Ons (int +i'n't +A), kde i,i’ € Z. Jeji diferenciél vzhledem ke stfednimu

pohybu nt planety m ma ¢leny
+ikndt ( e ) (int +i'n't +A),
sin
pokud pro nékteré dvojice i,i’ je in+i'n’ = 0, vyjadieni délky obsahuje sekuldrni ¢len

(3/2)am’kn?t?. Laplace zde opakoval Lagrange, Ze k tomu z diivodu nesouméfitelnosti
sttednich pohybti m a m’ v nasem systému nedochdzi.
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Laplace ddle zajimaly piipady, ve kterych je hodnota o = in+ i'n’ velmi mald. Kon-
krétné, protoze dvojnasobek stfedniho pohybu Jupiteru je t€émér roven pétinasobku stfed-
niho pohybu Saturnu, to nejprve bylo o = 51’ — 2n. Cést poruchové funkce R, ktera zavisi
na tomto thlu Laplace vyjadiil nasledovné:

ksin(5n't — 2nt + 5¢' — 2€) — K cos(5n't — 2nt + 5¢’ —2€). (4.63)

Zmény k a k' Laplace vyjadiil pouze jejich prvnimi derivacemi podle ¢asu a vy$3i derivace
zanedbal. Timto zptisobem pro Jupiter nalezl:

6am’n? , ~(9k/At)N\ . ,_, ,
_ _2 -2 -2
3am’ /ndt/dR G =) [<k . sin(5n't —2nt + 5¢" — 2¢)

ok’ /ot
+ (k—l— 2%) cos(5n't —2nt +5¢' — 28)1 :
Podobné spocetl odpovidajici nerovnost Saturnu, pouze pfi vypoctu dR derivoval podle n't
misto nt:

15a'mn’? ok/dt
3a m/ 'dt/dR Sna—m2nn) {(k’ Zgn 1 )) sin(5nt — 2nt + 5¢' — 2¢)

ok’ /ot
+ (k—l—Z%) cos(5n't —2nt +5¢' — 28)] :

K uréeni numerickych hodnot k a k” zavedl ve vyjadfeni poruchové funkce 4.53 apro-
ximace
s’ = ysin(v] — 1)

a
2 2
V=V - %sinZH - stin2(v{ —m),

kde ¥ je tangens sklonu Saturnovy drdhy k Jupiterové a II je uhlova vzdalenost vystupniho

uzlu Saturnu od pfimky, od které je méfeno v. Ve jmenovateli druhého vyrazu R eliminoval
N I . . . . . 241 .

proménnou v’ a nahradil ji v{ pomoci druhé z aproximaci a nahrazenim (1 —s'“)2 pomoci
v

-5 sinz(v{ — H)} . Z vysledku nésledné vyradil ¢leny, jejichZ rozvoje nedavaji sinus ¢i

kosinus Ghlu 5n't — 2nt + 5¢’ — 2€. Zbylé Cleny jsou:

1  (rV*/4)cos(v] +v —200)

[r2—2rr' cos(v] — V) + r’z]% 7 [r2—2rr'cos(vi —v) + 7/2]% '

Ty rozlozil do trigonometrickych fad a izoloval ¢leny, které maji v argumentu dany
uhel. Jejich soucet odpovida Casti poruchové funkce 4.63. Takto Laplace nalezl vyjadireni

k=M sin3@ + MV esin(20' + @) + M & sin(@ +20)
+M®) & sin3@ +M™ e’y sin( 2H—|—a))+M Jey? sin(2I1+ @), (64

K =-—MOe” cos3w — M )e ecos(20' + @) — M e'e? cos(@' +20)
—M®) &3 cos3m—M™ }/Zcos 201+ @) eyzcos( 1+ o). (469
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Diky blizkosti hodnot 51’ a 2n mohou ale vzniknout také jiné nezanedbatelné Cleny.
Laplace uvazoval takové sinusoudalni argumenty, které by v pfipad€ rovnosti 5n a 2n vedly
k argumentu nt pro Jupiter a n't pro Saturn. UvaZované nerovnosti by pfizpivaly k rovnici
sttedu. Jednim z takovych argumentt je thel 2nt — 4n't. Pt feSeni rovnice 4.54 daji ¢leny
zévisejici na tomto thlu ve vysledku 787 vyrazy ve tvaru

a 4'Q2{z2;}(bn—4#r+28—4d)
— n—an

Jmenovatel zlomku se da rozloZit na soucin (57" —2n)(2n — 3n’) a prvni ze soudiniteld je,
maly.

Aby Laplace nalezl vyrazy zédvisejici na thlu 2nt — 4n't a ve jmenovateli maji 51’ — 2n,
pouZil variantu rovnice 4.54 pro Saturn a navrhl omezit R na ¢leny zdvisejici na thlu
5n't —2nt + 5€’ — 2¢€. Poté z této rovnice vynechal ¢leny, které nemohou mit 57" — 2n ve
jmenovateli. Rovnice se redukuje na

12 3

r6r+2/dR (4.66)

r

Y vz

Laplace prvni ¢len rozdélil na dv& ¢asti. V prvni, kterd zdvisi na Ghlu (5n't —2nt + 5€’ —2¢)

a md ve jmenovateli 51’ —2n, oznadil ¥ 8 jako p. Ve druhé &asti, kterd zédvisi na dhlu
(2nt —4n't + 2€ — 4¢’) a md stejny délitel oznacil 67 /a’ dvoj¢lenem

P'sin(2nt —4n't +2¢ — 4€') + Q' cos(2nt — 4n't 4 2 — 4€’). (4.67)

Navic pouil substituci 2 = a' 2[1 — 2¢/ cos(nt + € — ®)] a rovnici 4.66 upravil na tvar
0= % + €' P'sin(5n't — 2nt + 5¢' — 26 —@')

“ (4.68)

—e'Q' cos(5n't —2nt +5¢' —2e —@') + 2a'/dR

Nasledné se vratil ke svym obecnym rovnicim pro thlovou hybnost a ukdzal, Ze

,de
dar _m/d’a r

R L .
kde ¢ = [/ (1 — ¢'*)]2. Diferenciaci této rovnice nalezl vztah:

dsv  2cor 1dtaR
dt - r’3 r’2 ov!’

KdyZ R zavisi pouze na &lenech, které maji v argumentu dhel (51’ — 2nr + 5¢’ — 2¢), je
O0v' =3d [n'dt [ dR a proto je

d5v /dR
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Laplace slouc¢il tyto posledni dvé rovnice a pouZil substituce 4.67 a r/ S =d _3[1 —
3¢/ cos(n't + € — @')]. Nové rovnice omezena na ¢leny, které maji v argumentu (5n't —
2nt + 5€’ — 2¢€) ma tvar

2

2
3d / dR = — P 3P sin(5n't — 2nt + 5¢' — 26 — @)
a

JdR
+3e' Q' cos(5n't — 2nt + 5¢' —2¢ — @) —a’/n’dtw.

K této rovnici pficetl dvojndsobek rovnice 4.68 a tim eliminoval p:

¢'P'sin(5n't — 2nt +5¢' —2¢ —®@') — ¢'Q cos(5n't —2nt + 5¢' —2e —@')

JdR
:a/ <dR—I’l/dl'&—vl> .

Na pravé stran€ Laplace za R dosadil ¢leny poruchové funkce, které maji v argumentu thel
5n't —2nt + 5¢’ — 2¢. Po zdlouhavych vypoctech nalezl vztahy pro P’ a Q':

'd dk oK
P na <—cosE’ + — sinﬁ’) ,

~ 50— 2n \ de de’
n'd oKk, dk . _
Q, = m <wCOS(J)/+ wSlnw/) .

Poruchy v radidlnim vektoru Saturnu jsou
&r' =d' P'sin(2nt — 4n't + 2e — 4€') +d' Q' cos(2nt — 4n't +2¢ — 4¢').

Pro nalezeni odpovidajicich poruch v délce Laplace vyuZil rovnici 4.56. Pro zapocitani
Clend zdvisejicich na dhlu (2nr — 4n't + 2€ — 4€’) a které maji (5n' — 2n) ve jmenovateli ji
sta¢{ omezit na tvar

2r'dér

an'dt

Za 1’ zde dosadil d' a protoze se 5n’ pfiblizné rovnd 2n, poloZil (2n —4n')/n’ = 1. Pro
poruchy v délce poté nalezl vztah

SV =

v/ = 2P cos(2nt —4n't +2e — 4€') — 2Q' sin(2nt — 4n't +2¢ — 4¢’).

Laplace s kone¢nou platnosti vyfesil stabilitu Slune¢ni soustavy.Tento problém pochédzi
z dob Newtona, kdy astronomové nalezli poruchy v pohybu Jupiteru a Saturnu. Konkrétné
zrychlovani stfedniho pohybu Jupiteru a zpomalovani Saturnu. Na zakladé kratkodobych
pozorovani nebylo mozné zjistit, zda jsou periodické, ¢i nikoli. Laplace ukézal, Ze jejich
pricinou je pomér obéznych dob Jupiteru a Saturnu, ktery je priblizné 5 : 2. Pfi studiu
stability Slune¢ni soustavy zjistil, Ze pro stfedni vzdalenosti, vystiednosti a sklony drah
planet plati omezujici podminky 4.48 a 4.49. V obou jsou soucty vyrazi pro planety
konstantni.



Pro vysvétleni nerovnosti v pohybech Jupiteru a Saturnu vypsala v letech 1748, 1750 a 1752
Parizska akademie soutéZe. Euler je vyhral v letech 1748 a 1752 i pres to, Ze nevysvétlil
kvantitativn€ zrychleni stfedniho pohybu Jupiteru a zpomaleni stfedniho pohybu Saturnu.
Lagrange ve svych pracech z let 1776 a 1779 naznacil, Ze tyto zmény by mohly byt
dlouhoperiodické. Laplace ve svych pracech z roku 1776 ukézal, Ze sekuldrni zrychlent,
nebo zpomaleni stiednich pohybl nemtiZze byt zptisobeno jejich vzdjemnym gravitatnim
pasobenim. Ke zméné doslo, kdyZz Laplace ve své praci ,,Théorie de Jupiter et de Saturne*
[19] z roku 1786 zavedl poruchy vyssich fadu, které zavisi na mocninach a soucinech
vystfednosti a sklonli obéznych drah druhé, nebo vyssi dimenze. Euler a Lagrange se pro
velkou slozitost vypocti nechtéli poustét do hledani téchto poruch. Laplace ukazal cestu,
jak jednoduse nalézt nezanedbatelné poruchy vyssich fadd, a tim predloZil ndstroj vhodny
ke zdokonaleni teorii pohybu a tabulek poloh vSech planet. Uvedl, jak ucinit rozumny
odhad druhu poruch vyssich fadul, které mohou byt vyznamné a nasledné navrhl postup,
jak tyto poruchy z diferencidlnich rovnic nalézt.

Pii feSeni diferencidlnich rovnic pohybu zavadéli matematici fadu aproximaci. Euler
ve svych prvnich dvou pracech pfi feSeni pohybu Jupiteru a Saturnu problém postupné
fesil pro Ctyfi rizné varianty zjednoduseni. V prvni z nich zvolil pro obé planety kruhové
drdhy s nulovym sklonem. Ve druhé zavedl vystfednost Saturnovy drahy, zatimco ostatni
pfedpoklady nechal beze zmény. Ve tieti toto obritil a vystfednost pfedpoklddal u drahy
Jupiteru a Saturnovu uvazoval kruhovou. V posledni Euler zjiSfoval, jak by mohl byt
pohyb ovlivnén nenulovym sklonem mezi kruhovymi drahami. Lagrange ve svych prvnich
pracech na téma problému vice téles predpokladal, Ze t€lesa se pohybuji po eliptickych
drahdch maélo odliSnych od kruhovych. Proto je také aproximoval kruhovymi drahami s
malymi vzdjemnymi sklony. Eliptické drdhy Lagrange poprvé uvaZoval ve své prici z
roku 1776. Laplace ve svych pracech na dané téma od zacatku jako zdkladni neruseny
predpoklddal pohyb po elipse.

Laplace bezpochyby hodné Cerpal z praci Eulera a Lagrange. Ackoli byly Eulerovy
dvé prace na téma Jupiteru a Saturnu nepresné a obsahovaly mnoho vypocetnich chyb,
pfinesly mnoho dilezitych myslenek. Prvni z nich byl ndpad vyjadieni vzdalenosti mezi
rusici a ruSenou planetou pomoci trigonometrickych fad a také uvedl nékolik metod, jak
koeficienty téchto fad vypocitat. Z Lagrangeovy prace ,,Recherches sur les inégalités des
satellites de Jupiter* [8] z roku 1766 vime, Ze vzhledem k pohybu afélia planetdrni drahy
dostaneme pii obvyklém zpisobu fesSeni diferencidlnich rovnic pohybu ,,arcs de cercle®.
Tyto vyrazy umérné ¢asu jsou odstranitelné a zddny skuteény projev v pohybu planet.
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Poruchova funkce, chdpana jako potencidlova funkce, ze které 1ze odvodit sily pasobici
mezi télesy systému a z ni odvozené zdkony zachovani byla zavedend Lagrangem. Ten ji
vyuzil ve svém dikazu neménnosti stfednich pohybti planet a také k nalezeni integralt
pohybu, a to zachovani momentu hybnosti a energie. Pro Laplace byla tato funkce velmi
dilezita. VyuZil ji ve svém odvozeni zakona zachovani energie diky kterému ukézal, Ze
empiricky odvozené sekularni zrychleni pro Jupiter a Saturn jsou zptisobené vzajemnym
gravitatnim pasobenim. Laplace také za pomoci poruchové funkce prevedl diferencialni
rovnice pohybu do takového tvaru, diky kterému mohl snadno nalézt vyznamné poruchové
Cleny.
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