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dopplerovské zobrazováńı povrchu

horkých hvězd
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Jan Skalický
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Anotace

Dopplerovské zobrazováńı (nebo též tomografie) je nepř́ımou metodou mapováńı povr-
chových struktur hvězd a jiných vzdálených astrofyzikálńıch objetk̊u (např. akrečńıch
disk̊u). V př́ıpadě hvězd je možné detekovat povrchové skvrny (jejich velikost a rozložeńı na
povrchu) a to jak skvrny slunečńıho typu (u chladných hvězd) nebo skvrny s neobvyklým
chemickým složeńım (u chemicky pekuliárńıch hvězd). Právě mapováńı nehomogenit na
povrchu chemicky pekuliárńıch hvězd je ćılem této práce.

Metoda je založená na principu Dopplerova jevu, přesněji na skutečnosti, že jednotlivé
body na povrchu rotuj́ıćı hvězdy mohou mı́t v daný okamžik r̊uznou radiálńı rychlost a tedy
i vlnová délka zářeńı, které k nám od tohoto bodu přicháźı, je r̊uzně posunuta. Pokud se na
povrchu hvězdy vyskytuje nehomogenita, tak na profilu spektrálńı čáry vznikne nerovnost,
která se během rotace hvězdy po profilu přemı́st’uje. Pomoćı profil̊u źıskaných během celého
rotačńıho cyklu je možné zpětně zrekonstruovat rozložeńı skvrn na povrchu.

V práci jsou použity dva př́ıstupy. Prvńı z nich je tzv. př́ımé zobrazováńı, které je
založeno na hledáńı modelových profil̊u, které se nejméně lǐśı od pozorovaných. Je disku-
továno, pro které konfigurace je tato metoda použitelná a kdy naopak nedává správné
výsledky. Dále je vyvinut a popsán formalismus, který umožňuje provést rekonstrukci
povrchu pomoćı inverze spektrálńıch profil̊u. Bohužel se nepodařilo touto metodu źıskat
správné výsledky, jej́ı vyladěńı by znamenalo daľśı výzkum nad rámec této práce.

Abstract

Doppler imaging (or tomography) is indirect method for mapping of stellar surfaces and
surface structures of other astrophysical objects (e.g., accretion discs). It allows to recon-
struct surface spots (their sizes and distribution) on both cold stars (solar-like spots) and
hot stars (abundance inhomogeneities). The aim of this thesis is to describe mapping chem-
ical inhomogeneities on surfaces of chemically peculiar stars.

Doppler imaging is based on the Doppler effect. This means that Doppler shift of emit-
ted light incoming from different points on the surface of rotating star can be also different.
In case of surface inhomogeneity, resulting spectral line profile is not smooth, but contains
a bump, which is moving across the profile during rotation cycle.

The thesis deals with two various methods. The first one is based on minimization of
variation between observed and modelled spectral line profiles. This method is called direct
imaging. Advantages and disadvantages as well as suitability of this method for various
surface–spot configurations are discussed. The second is surface mapping based on inverse
of the line profiles. For this purpose theoretical inverse procedure was developed. However,
of testing this method did not provide reasonable results.
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Úvod

Základńım problémem astronomického a astrofyzikálńıho výzkumu je fakt, že naprostá
většina objekt̊u, které jsou ćılem tohoto bádáńı, lež́ı v nedosažitelných vzdálenostech. Proto
je jediným zdrojem informaćı o těchto objektech světlo, které k nám od nich přicháźı.
V př́ıpadě hvězd jsme limitovańı ještě t́ım, že většinu z nich neńı možné rozlǐsit jako plošné
objekty, ale jev́ı se jako bodové zdroje světla. Na prvńı pohled to tedy vypadá, že naše
možnosti jejich studia jsou značně omezené. Opak je ale pravdou. Existuje řada nepř́ımých
metod, d́ıky kterým můžeme tuto bariéru překonat a dozvědět se o těchto základńıch
kamenech vesmı́ru mnohem v́ıce, než se může zdát.

Jednou ze zmiňovaných nepř́ımých metod je tzv. dopplerovské mapováńı (nebo dopp-
lerovská tomografie). Umožňuje nám rekonstruovat rozložeńı hodnot vybraných veličin na
povrchu hvězdy na základě pozorováńı jej́ıho spektra v r̊uzných rotačńıch fáźıch. Je možné
mapovat např́ıklad chemické složeńı nebo povrchové magnetické pole. Ćılem této práce je
navrhnout, popsat, implementovat a otestovat metodu, pomoćı ńıž bude možné mapovat
chemické složeńı povrchových vrstev atmosfér skupiny horkých hvězd s nestandardńım
chemickým složeńım.

Dopplerovské zobrazováńı se použ́ıvá ale i pro daľśı druhy objekt̊u, jako např́ıklad
skvrny na povrchu chladných hvězd a akrečńı disky u interaguj́ıćıch dvojhvězd. Jejich
detailńı popis ale zasahuje mimo rámec práce, nebude jim tedy věnována větš́ı pozornost.
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Kapitola 1

Chemicky pekuliárńı hvězdy a
magnetická pole

1.1 Chemicky pekuliárńı hvězdy a historie jejich ma-

pováńı

Chemicky pekuliárńı (CP) hvězdy tvoř́ı poměrně bohatou množinu horkých hvězd (hvězd
hlavńı posloupnosti). Jejich označeńı je d̊usledkem jejich podivných – pekuliárńıch spek-
ter, ve kterých je možné pozorovat intenzivńı čáry prvk̊u, které se obvykle ve hvězdných
atmosférách vyskytuj́ı v menš́ım množstv́ı. Důvodem zvláštńıch charakter̊u spekter může
být ale i kromě zvýšené abundance některých prvk̊u naopak abundance sńıžená. Efek-
tivńı teploty chemicky pekuliárńıch hvězd je možné vymezit spodńı hranićı 6000 K a horńı
30000 K (Mikulášek & Krtička, 2007).

Zaj́ımavou skupinou těchto hvězd jsou magnetické CP hvězdy (označované také mCP).
Tyto hvězdy vykazuj́ı fotometrickou proměnnost, stejně jako proměnnost spektra a mag-
netického pole. Všechny tyto změny jsou periodické a jejich periody se shoduj́ı. To vedlo
k hypotéze, že tyto změny jsou zapř́ıčiněny rotaćı hvězdy a perioda je rovna periodě ro-
tace (viz Stibbs, 1950). Podle této hypotézy neńı rozložeńı chemických prvk̊u na povrchu
hvězdy rovnoměrné, ale vyskytuj́ı se zde skvrny s jejich zvýšenou abundanćı, jejichž roz-
ložeńı může (resp. v některých př́ıpadech tomu tak je) souviset s globálńım magnetickým
polem hvězdy. Během rotace jsou na povrchu viditelné r̊uzné skvrny, což zp̊usobuje výše
zmı́něnou proměnnost. Tento model se nazývá model skloněného rotátoru. Předpokládá,
že rotačńı osa, která nemuśı být kolmá na směr k pozorovateli, a osa magnetického pole
nejsou rovnoběžné.

Na základě modelu skloněného rotátoru byl vytvořen v polovině 20. stolet́ı (Deutsch
1958, 1970) prvńı postup mapováńı povrchových nehomogenit pomoćı proměnných profil̊u
spektrálńıch čar. Šlo o harmonickou analýzu spektrálńıch charakteristik jako je ekvivalentńı
š́ı̌rka a radiálńı rychlost. Pojem dopplerovské zobrazováńı zavedl Goncharsky (1982), který
vybudoval formalismus pro inverzi proměnných rotačně rozš́ı̌rených profil̊u. Tato metoda
a jej́ı modifikace byly použ́ıvány pro rekonstrukci povrchových skvrn u chladných hvězd
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stejně jako u hvězd horkých. Z praćı věnuj́ıćıch se mapováńı skvrn na povrchu chladných
hvězdách (zde se jedná o skvrny s rozd́ılnou teplotou, nikoliv chemickým složeńım) je možné
zmı́nit např́ıklad Vogt & Penrod (1983), Vogt, Penrod & Hatzes (1987) nebo Kürster
(1993). Pokud se pod́ıváme na studie týkaj́ıćı se Ap hvězd, tak můžeme zmı́nit článek
autorek Khokhlova & Ryabchikova (1975) nebo přehledovou práci Piskunova (1990) a
daľśı práce již zmı́něných autor̊u (Rice, 1996 a Hatzes, 1996). Existuje i tzv. magnetické
dopplerovské mapováńı (např. Piskunov & Kochukhov, 2002), kdy lze ze zeemanovsky
rozštěpených spekter (pozorovaných pomoćı spektrografu se Zeemanovým analyzátorem)
mapovat kromě distribuce chemických prvk̊u na povrchu hvězdy také lokálńı magnetická
pole.

Mezi hvězdy, které byly mapovány patř́ı dnes tři deśıtky zástupc̊u, z nichž pouze jediná
neńı magnetickou hvězdou. Prvky, jejichž rozložeńı po povrchu se zkoumá, jsou ty, u nichž
pozorujeme největš́ı anomálie. Jsou to (podle Ryabchikova, 2003) helium (He) u heliově
slabých (He-weak) a silných (He-strong) hvězd, křemı́k (Si) a helium u křemı́kových hvězd
a křemı́k, chrom (Cr), železo (Fe), vzácné zeminy u CrSi a Sr-Cr-Eu hvězd a některé daľśı
prvky. V př́ıpadě křemı́kové hvězdy 56 Ari se podařilo źıskat mapy povrchu v rozmeźı let
1986 až 2001 (v́ıce než 5700 rotačńıch cykl̊u) a rozložeńı nehomogenit na povrchu se během
této doby nezměnilo (Ryabchikova, 2003). Dá se tedy očekávat, že jsou tyto struktury sta-
bilńı a v čase se neměńı. To je rozd́ıl oproti chladným hvězdám, mezi které patř́ı i Slunce,
v jejichž př́ıpadě se počet a rozložeńı skvrn měńı v pr̊uběhu cykl̊u aktivity.

Z výsledk̊u magnetické dopplerovské tomografie (Piskunov & Kochukhov, 2002) vyplývá,
že v př́ıpadě mCP hvězd existuje korelace mezi strukturou magnetického pole a rozložeńım
povrchových nehomogenit. Prvky jako He, Li, Cl, vzácné zeminy se koncentruj́ı v bĺızkosti
magnetických pól̊u a podél magnetického rovńıku je možné nalézt skvrny kysĺıku (O). Cr
a Fe se vyskytuj́ı v mı́stech mezi póly a rovńıkem, v tomto př́ıpadě je spojeńı s geometríı
magnetického pole méně prokazatelné. Existuj́ı ale i prvky (Ca), které se na povrchu hvězd
vyskytuj́ı bez závislosti na magnetickém poli. Rozložeńı těchto nehomogenit (skvrn) muśı
být tedy závislé i na jiných faktorech než je konfigurace magnetického pole.

1.2 Chemické složeńı atmosfér CP hvězd, nehomoge-

nity na jejich povrchu

Výskyt skvrn na povrchu, tedy chemických nehomogenit v horizontálńım směru, může sou-
viset s př́ıtomnost́ı magnetického pole. Jaké jevy ale zp̊usobuj́ı, že atomy daného prvku
neklesnou do hlubš́ıch vrstev atmosféry, nebo je naopak neodnese hvězdný v́ıtr? Jakými
mechanismy je zapř́ıčiněna nehomogenita právě ve směru vertikálńım?

U některých prvk̊u, které se projevuj́ı ve spektru, pozorujeme jejich rozd́ılnou abundanci
v r̊uzných optických hloubkách. To se projevuje tak, že neńı možné s jednou hodnotou abun-
dance namodelovat současně střed a kř́ıdla čáry, které pozorujeme ve spektrech chemicky
pekuliárńıch hvězd. Zároveň se lǐśı abundance téhož prvku určená z jeho slabých a silných
čar. Vertikálńı stratifikace abundance je poměrně složitý jev pro modelováńı. Proto dnes
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existuje pouze několik hvězd, pro které byl vertikálńı pr̊uběh abundance modelován pro
v́ıce než jeden prvek. Ukazuj́ı se rovněž rozd́ıly mezi jednotlivými izotopy téhož prvku.
Vertikálńı stratifikace prvk̊u je d̊usledkem dvou protich̊udných jev̊u. Prvńı z nich je gra-
vitačńı usazováńı, kdy v d̊usledku t́ıhové śıly částice klesaj́ı do nižš́ıch vrstev. Druhým
podstatným efektem je difúze pod vlivem zářivé śıly. Zářivá difúze se v podstatné mı́̌re
vyskytuje pouze u hvězd s relativně vysokou efektivńı teplotou a ovlivňuje pouze povr-
chové části hvězdy. U chladných hvězd se uplatňuje ve vyšš́ı mı́̌re konvekce, která neumožńı
vznik zářivé difúze. Naopak hvězdy s nejvyšš́ımi efektivńımi teplotami (spektrálńı typ O)
chemickou pekuliaritu nevykazuj́ı, protože jej́ımu vzniku zabráńı silný hvězdný v́ıtr.

Nejdř́ıve se pod́ıvejme na difúzi v př́ıpadě nemagnetických hvězd. Difúźı máme na
mysli vzájemný pohyb některých prvk̊u v̊uči jiným. Nemagnetické horké hvězdy, které ro-
tuj́ı relativně pomalu (ale dostatečně rychle pro dopplerovské mapováńı) můžeme popsat
za předpokladu sférické symetrie. V př́ıpadě těchto hvězd může zp̊usobit difúze vertikálńı
stratifikaci jednotlivých prvk̊u, ale můžeme očekávat, že se neprojev́ı v podobě povrchových
(horizontálńıch) nehomogenit. Koncentraci ci prvku i můžeme popsat rovnićı kontinuity

∂ci
∂t

= − ∂

∂r
(civD(i)), (1.1)

v ńıž vystupuje difúzńı rychlost, kterou můžeme přepsat (podle Babel & Michaud, 1991)

vD(i) = Di

{

−∂ci
∂r

+
Aimp

kT
(grad;i − g) + α

∂ lnT

∂r
+ . . .

}

. (1.2)

Ve vztahu 1.2 je Di difúzńı koeficient, který záviśı na srážkových účinných pr̊uřezech a
na stupni ionizace prvku i. Je to pr̊uměr difúzńıch koeficien̊u pro jednotlivé ionizačńı
stavy atomů. Člen s teplotńım gradientem odpov́ıdá za teplotńı difúzi. Je násobený fak-
torem α, který opět záviśı na srážkových účinných pr̊uřezech. Nejd̊uležitěǰśı člen, který
určuje výsledné znaménko (a tedy směr rychlosti vD(i)), je rozd́ıl zářivého grad;i a t́ıhového
zrychleńı g. Pokud plat́ı grad;i − g ≥ 0, pak se atomy vznáš́ı, naopak při grad;i − g < 0
klesaj́ı ńıž. Ai je relativńı atomová hmotnost vyjádřená v jednotkách hmotnosti protonu
mp. Pokud nedocháźı ke ztrátě hmoty, tak je stratifikace určena vlivem gravitace, tlaku
zářeńı a konvektivńıho promı́cháváńı. Zářivá śıla na jeden atom klesá s rostoućı abundanćı
daného prvku a je rovněž v menš́ı mı́̌re závislá na abundanci jiných prvk̊u. Pokud je v at-
mosféře hvězdy podstatný hlavně tlak zářeńı a gravitace, ustav́ı se rovnováha mezi t́ıhovým
a zářivým zrychleńım.

Pokud má hvězda dostatečně silné magnetické pole, dojde k několika změnám. Mag-
netické pole má vliv na drift ionizovaných částic. Difúzńı koeficient pro pohyb ve směru
kolmém na magnetické siločáry je sńıžen v závislosti na velikosti indukce pole a náboji
částic (Michaud, Mègessier & Charland, 1981). V d̊usledku tohoto jevu může docházet ke
driftu iont̊u podél magnetických siločar. Magnetické pole ovlivňuje i zářivé zrychleńı, které
vzniká hlavně v d̊usledku absorpce zářeńı v čarách. U nich může doj́ıt k rozštěpu v d̊usledku
sejmut́ı degenerace energiových hladin. V d̊usledku toho může zářivé zrychleńı výrazně
vzr̊ust (Borsenberger, Michaud & Praderie, 1981; Alecian & Stift, 2002). Př́ıtomnost mag-
netického pole může ovlivnit i konvekci. Ta může být potlačena vertikálńım polem a to i při
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relativně ńızkých hodnotách magnetické indukce zhruba 10 kG (Balmforth a kol., 2001).
Konvekce nemuśı být potlačena na magnetickém rovńıku, ale může zde doj́ıt ke stabilizaci
turbulentńıch pohyb̊u nad konvektivńı zónou. Výsledkem p̊usobeńı magnetického pole na
výše zmı́něné procesy je porušeńı sférické symetrie difúze a vznik nehomogenit chemického
složeńı na povrchu. Rovněž vertikálńı stratifikace se lǐśı od hvězdy bez magnetického pole.

Při započteńı vlivu magnetického pole na stratifikaci prvk̊u v atmosféře (at’ už vertikálńı
nebo horizontálńı) je možné modelovat pozorované skvrny na povrchu těchto mCP hvězd.
Jde o velmi jednoduché modely, které popisuj́ı magnetická pole mCP hvězd pomoćı dipólové
aproximace (Turcotte, 2003). Nejprve se zaměřme na magnetické póly. Tam jsou siločáry
kolmé na povrch hvězdy a docháźı tedy k potlačeńı konvektivńıch prouděńı. Naopak únik
hmoty z povrchu prostřednictv́ım hvězdného větru neńı nijak bržděn. Podobná rychlost
ztráty hmoty se pozoruje i u nemagnetických hvězd spektrálńı tř́ıdy A. Konvekce v těchto
oblastech je srovnatelná s konvekćı u nemagnetických HgMn hvězd. Vertikálńı stratifikace
je zde určena mı́rou ztráty hmoty a zářivou difúźı. Helium, které je jen minimálně zářivě
urychlováno, klesá do nižš́ıch hloubek (Vauclair, Dolez & Gough, 1991). Některé ostatńı
prvky jsou odnášeny hvězdným větrem, zat́ımco jiné se hromad́ı v oblastech formováńı
spektrálńıch čar.

Nyńı se soustřed’me na region v bĺızkosti magnetického rovńıku. Zde jsou magnetické
indukčńı čáry rovnoběžné s povrchem hvězdy, takže pole nebráńı konvekci ale naopak
zde nedocháźı úniku látky prostřednictv́ım větru. Konvekce u těchto horkých hvězd ale
zdaleka neprob́ıhá v takové mı́̌re jako např́ıklad u Slunce. Oblasti nad touto konvektivńı
slupkou zde stabilizuje magnetické pole a může zde dochátet k vertikálńımu rozvrstveńı
jednotlivých chemických prvk̊u. Výsledkem těchto proces̊u je vytlačeńı prvk̊u, které nej-
sou zářivě urychlovány (He, O) z oblast́ı bĺızko magnetického rovńıku a kumulace prvk̊u,
které zářivě urychlovány jsou, v těchto magnetických kapsách, kde pak pozorujeme jejich
zvýšenou abundanci.

V oblastech, kde se vyskytuje velké množstv́ı neutrálńıch atomů (tj. částic bez náboje),
je situace mnohem komplikovaněǰśı. U některých prvk̊u, jako je např́ıklad Si, docháźı
k zářivému vyzdvižeńı jeho neutrálńıch atomů, zat́ımco ionizovaný křemı́k z̊ustává v nižš́ıch
vrstvách. Magnetické siločáry pak zameźı úniku neutrálńıho křemı́ku z povrchu hvězdy a
ten pak může vytvořit pás okolo magnetického rovńıku. Na obrázku 1.1 je zobrazena hvězda
HD 37776, jej́ıž mapováńı provedla Khokhlova a kol. (2000). Jde o rozložeńı helia a křemı́ku
na jej́ım povrchu. Obrázek je převzat z článku Krtička a kol. (2007).
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Obrázek 1.1: Na obrázku je hvězda HD 37776. Khokhlova a kol. (2000) mapovali rozložeńı
helia a křemı́ku na jej́ım povrchu. Odst́ıny červené je vyznačena abundance He a na modrém
panelu pak Si. Hvězda je zobrazena v několika fáźıch během celého rotačńıho cyklu. pól
hvězdy je vyznačen černým kř́ıžkem. Obrázek je převzat z Krtička a kol. (2007).
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Kapitola 2

Rozš́ı̌reńı spektrálńıch čar

2.1 Mechanismy zp̊usobuj́ıćı rozš́ı̌reńı čar

Profily čar, které pozorujeme ve spektrech hvězd jsou formovány mnoha mechanismy. V je-
jich d̊usledku nejsou spektrálńı čáry nekonečně tenké, ale zasahuj́ı do širš́ıho intervalu vl-
nových délek. Proto se mluv́ı o mechanismech zp̊usobuj́ıćıch rozš́ı̌reńı čar. Při popisu těchto
mechanismů jsem vycházel předevš́ım z Rutten (2003).

Přirozené rozš́ı̌reńı

Žádná spektrálńı čára nemůže mı́t nulovou š́ı̌rku. Tato skutečnost vycháźı ze základ̊u kvan-
tové mechaniky. Doba existence excitovaných stav̊u v elektronovém obalu je dána stati-
stickou rozdělovaćı funkćı a z Heisenbergovy relace neurčitosti svazuj́ıćı dobu existence
kvantového stavu s jeho energíı plyne rozmazáńı energiových rozd́ıl̊u jednotlivých hladin.
Tomuto mechanismu se ř́ıká přirozené rozš́ı̌reńı. Označme si γrad pravděpodobnost deexci-
tace pro dvouhladinovaný atom v excitovaném stavu vztaženou na jednotku času. Středńı
doba existence tohoto stavu je tedy ∆t = 1/γrad. Neurčitost energie bude tedy ∆E = h

2π∆t
.

Přirozené rozš́ı̌reńı je popsáno tzv. Lorentzovým profilem se středem v klidové frekvenci ν0

ψ(ν − ν0) =
γrad/4π2

(ν − ν0)2 + (γrad/4π)2
, (2.1)

pro který plat́ı
∫

∞

0
ψ(ν − ν0) dν = 1. Pomoćı symbolu ψ(ν − ν0) obecně označujeme profil

emisńı. V tomto př́ıpadě tak budeme značit i absorpčńı profil, protože maj́ı stejný tvar.

Rozš́ı̌reńı tlakem

Daľśım mechanismem formuj́ıćım tvar profilu je je rozš́ı̌reńı tlakem (nebo srážkami). Je
zp̊usobeno srážkami vyzařuj́ıćıch částic v atmosféře a tedy jejich coulolombovskými inte-
rakcemi. Pro jeho popis slouž́ı dva př́ıstupy. Prvńı je impaktńı aproximace. Popisuje rychle
se pohybuj́ıćı částice, které naráž́ı do vyzařuj́ıćıho atomu. Jde hlavně o volné elektrony, ale
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tento popis je možné použ́ıt i pro srážky s atomy neutrálńıho vod́ıku. Tvar profilu je opět
Lorentzovský, jen je parametr γrad zvýšen o γcol odpov́ıdaj́ıćı srážkám. Pod́ıvejme se nyńı
na kvazistatickou aproximaci. Ta popisuje srážky s velkým množstv́ım pomalých iont̊u nebo
proton̊u. Jejich hustota definuje elektrické pole, které ovlivňuje vázané stavy vyzařuj́ıćıch
atomu. Tvar tohoto profilu se od Lorentzova lǐśı. Pod́ıvejme se tedy nyńı jednotlivé typy
tlakového rozš́ı̌reńı. Zavedeme si interakčńı konstantu Cn

Cn

rn
≡ ∆E

h
= ∆ν (2.2)

a r jako vzdálenost největš́ıho přibĺıžeńı interaguj́ıćıch částic (při uvažováńı impaktńı apro-
ximace) nebo vzdálenost nejbližš́ıho sousedńıho iontu (pokud pracujeme s kvazistatickou
aproximaćı). Exponent n pak určuje rychlost poklesu rozš́ı̌reńı čáry s rostoućı hodnotou r.

Lineárńı Stark̊uv jev Pro tento druh rozš́ı̌reńı je n rovno 2. Uplatňuje se zejména u čar
H I (se stálým dipólovým momentem) a vysvětluje jejich velkou š́ı̌rku ve spektrech
horkých hvězd. Dále hraje roli u čar He II. Je zp̊usoben srážkami s elektrony a protony.
Starkovof rozš́ı̌reńı je zp̊usobené srážkami s protony. Energiové hladiny H I jsou
v d̊usledku jejich elektrického pole rozštěpené na v́ıce složek. Rozd́ıl jejich vlnových
délek je úměrný intenzitě tohoto pole. Výsledkem p̊usobeńı mnoha interaguj́ıcich
částic v r̊uzných vzdálenostech je Holtsmark̊uv profil.

Rezonančńı rozš́ı̌reńı Jde o interakci neutrálńıch atomů vod́ıku mezi sebou, jej́ıž inten-
zita klesá úměrně s třet́ı mocninou vzdálenosti (n = 3). Uplatňuje se např́ıklad u čáry
Hα ve spektru Slunce.

Kvadratický Stark̊uv jev n je v tomto př́ıpadě rovno 4. Jedná se o srážky s elektrony a
ionty. Hraje roli u atomů bez dipólového momentu. Srážky prob́ıhaj́ı rychle, je tedy
platná impaktńı aproximace a výsledný profil je opět lorentzovský. K parametru γ rad

se zde přič́ıtá daľśı člen γ4. Toto rozš́ı̌reńı zp̊uspbené srážkami s elektrony se projevuje
u atomů r̊uzných od vod́ıku v prostřed́ı s vysokou elektronovou hustotou a ńızkou
koncentraćı neutrálńıho vod́ıku.

Van der Waalsovo rozš́ı̌reńı Tento efekt s n = 6 můžeme nalézt u chladných hvězd
a je zp̊usoben vzájemnými srážkami atomů neutrálńıho vod́ıku. Můžeme ho popsat
impaktńı aproximaćı a výsledný profil je tedy opět lorentzovský. Podobné rozš́ı̌reńı
se vyskytuje i u jiných než vod́ıkových atomů (např. He II). Často se ale namı́sto
modelováńı samostatného rozš́ı̌reńı pro tyto atomy započ́ıtá tento efekt jako větš́ı
Van der Waalsovo rozš́ı̌reńı vlivem srážek neutrálńıho vod́ıku.

Dopplerovské rozš́ı̌reńı

Doppler̊uv posun vlnové délky nebo frekvence je zp̊usoben pohybem vyzařuj́ıćı částice
vzhledem k pozorovateli, tedy je-li radiálńı rychlost ξ r̊uzná od nuly. Pak pro ξ � c plat́ı

∆λ

λ
= −∆ν

ν
=
ξ

c
. (2.3)
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Pro termálńı pohyb částic v atmosféře hvězdy se velikost radiálńıch rychlost́ı ř́ıd́ı Maxwe-
llovým rozděleńım

n(ξ)

N
dξ =

1

ξ0
√
π

e−ξ2/ξ2
0 dξ, ξ0 =

√

2kT

m
, (2.4)

kde n(ξ) je počet částic pohybuj́ıćıch se rychlost́ı ξ a N celkový počet částic. Výsledný
profil čáry má potom tvar Gaussovy funkce

ϕ(ν − ν0) =
1√
π∆νD

e−(∆ν/∆νD)2 , ∆νD =
ξ0
c
ν0. (2.5)

Voigt̊uv profil

Pokud budeme brát v potaz přirozené rozš́ı̌reńı spolu se srážkovými ve formě Lorentzova
profilu a dopplerovské rozš́ı̌reńı v d̊usledku termálńıho pohybu, pak je výsledný profil
spektrálńı čáry výsledkem konvoluce těchto dvou profil̊u (Lorentzova a Gaussova). Popisuje
ho Voigtova funkce

ϕ(ν − ν0) =
H(a, v)

∆νD

√
π
. (2.6)

Symbolický zápis H(a, v) můžeme rozepsat (včetně významu jednotlivých člen̊u)

H(a, v) =
a

π

∫

∞

−∞

e−y2

(v − y)2 + a2
dy, (2.7)

y =
ξ

c

λ0

∆λD

, (2.8)

v =
ν − ν0

∆νD

=
λ− λ0

∆λD

, (2.9)

a =
γ

4π∆νD
=

λ2

4πc

γ

∆λD
, (2.10)

kde ∆λD = ξ0
c
λ0. Můžeme rovněž použ́ıt aproximativńı tvar

H(a, v) ≈ e−v2

+
a

v2
√
π
, (2.11)

ze kterého je patrné, že ve středu čáry se profil bĺıž́ı gaussovskému a v kř́ıdlech naopak
lorentzovskému profilu.

2.2 Rotačńı rozš́ı̌reńı spektrálńıch čar

Z mnoha proces̊u, které formuj́ı výsledný tvar čar ve spektru hvězd, je pro nás nejd̊uležitěǰśı
rotačńı dopplerovské rozš́ı̌reńı, d́ıky kterému je možné pro rychle rotuj́ıćı hvězdy použ́ıt
metody dopplerovského mapováńı. Pod́ıvejme se tedy, jak rotace hvězdy deformuje tvar
spektrálńıch čar. Všechny výpočty prob́ıhaj́ı za předpokladu, že hvězda má sférický tvar
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(neńı rotačně zploštělá) a rotuje jako tuhé těleso. I když tyto podmı́nky nebývaj́ı v př́ıpadě
skutečných hvězd splněny, jde o dostačuj́ıćı aproximaci. Postup při odvozeńı rozačńıho
rozš́ı̌reńı spektrálńıch profil̊u je převzat z Gray (1992).

Pro odvozeńı tvaru rotačně rozš́ı̌rených čar budeme použ́ıvat dvě souřadné soustavy.
V prvńı z nich (x, y, z) směřuje osa x k pozorovateli a osy y a z definuj́ı rovinu kolmou na
směr k pozorovateli. Druhá soustava (x

′

, y
′

, z
′

) je oproti prvńı otočená kolem osy y o úhel
rovný doplňku sklonu i do 90◦ a jej́ı osa z

′

splývá s osou rotace hvězdy. Definice těchto
souřadicových soustav je zobrazena na obrázku 2.1.

y = y
′

z
′

x

x
′

i

Ω

z

vx

θ

R

v

Obrázek 2.1: Definice souřadnic použ́ıvaných při popisu rotačńıho rozš́ı̌reńı čar

Necháme tedy hvězdu rotovat s úhlovou rychlost́ı Ω = (Ωx,Ωy,Ωz), jej́ıž složky jsou rovny

Ωx = Ω cos i,

Ωy = 0,

Ωz = Ω sin i.

Pro rychlost bodu na jej́ım povrchu určeného vektorem R = (x, y, z) pak plat́ı

v = Ω × R. (2.12)

Pr̊umět rychlosti v do směru k pozorovateli, tj. vx, je tedy roven

vx = zΩy − yΩz = zΩy − yΩ sin i = −yΩ sin i. (2.13)
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To je prvńı d̊uležitý závěr. Je totiž vidět, že body na disku hvězdy se stejnou hodnotou
souřadnice y maj́ı zároveň stejnou radiálńı rychlost a tedy i stejný Doppler̊uv posun střed̊u
spektrálńıch čar (v́ıce na obrázku 2.2). Doppler̊uv posun můžeme popisovat i pomoćı jiných
než délkových jednotek. Mı́sto nich použijeme jednotky radiálńı rychlosti. V př́ıpadě, že
se střed hvězdy vzhledem k pozorovateli nepohybuje, tak je radiálńı rychlost ve středu
čáry rovna nule. Od středu čáry směrem ke kratš́ım vlnovým délkám radiálńı rychlost
klesá, směrem k deľśım vlnovým délkám naopak roste. Jej́ı absolutńı hodnota je pro stejné
vzdálenosti od středu čáry oběma směry stejná. Při použit́ı této notace můžeme Doppler̊uv
posun přepsat takto

∆λ = −vx = −yΩ sin i. (2.14)

∆λ dosahuje svého maxima ∆λL pro y = R

∆λL = RΩ sin i = v sin i, (2.15)

kde v je rotačńı rychlost. Pro tok F plat́ı

Fν =

∮

Iν cos θ dω. (2.16)

Iν nyńı záviśı na Dopplerově posunu. Přeṕı̌seme-li si ted’ dω = dA/R2, kde A je př́ır̊ustek
povrchu, který normujeme poloměrem hvězdy R. Vrat’me se ale k našim p̊uvodńım souřad-
nićım a pomoćı dy dz = dA cos θ dostaneme

Fν =

∫∫

Iν
dy dz

R2
. (2.17)

Dále si definujeme funkci H(λ) jako pod́ıl specifické intenzity a specifické intenzity v kon-
tinuu

H(λ) = Iν(λ)/Ic(λ). (2.18)

Analogicky pro pod́ıl tok̊u plat́ı

Fν

Fc

=

∮

H(λ)Ic cos θ dω
∮

Ic cos θ dω
. (2.19)

Pokud H(λ) nezáviśı na poloze na povrchu hvězdy, potom se dá vztah 2.19 zjednodušit do
podoby

Fν/Fc = H(λ). (2.20)

Pokud ale hvězda rotuje, pak se ve vyjádřeńı Fν objev́ı Doppler̊uv posun

Fν =

∮

H(λ− ∆λ)Ic cos θ dω. (2.21)

Nyńı si přeṕı̌seme rovnici 2.21 do tvaru rovnice 2.17

Fν =

∫∫

H(λ− ∆λ)Ic
dy dz

R2
=

∣

∣

∣

∣

∆λ/∆λL = y/R
d∆λ/∆λL = dy/R

∣

∣

∣

∣

=

=

∫ R

−R

H(λ− ∆λ)

∫ z1

−z1

Ic
dz

R

d∆λ

∆λL

.

(2.22)
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Integračńı meze druhého integrálu jsou rovny

z1 = (R2 − y2)1/2 = R

[

1 −
(

∆λ

∆λL

)2
]1/2

.

Definujeme si funkci G(∆λ)

G(∆λ) =
1

∆λL

∫ z1

−z1
Ic dz/R

∮

Ic cos θ dω
, pro |∆λ| ≤ ∆λL,

G(∆λ) = 0, pro |∆λ| > ∆λL,

(2.23)

která je pro |∆λ| > ∆λL rovna 0. Nyńı se dostáváme k daľśımu velmi d̊uležitému závěru.
Můžeme totiž přepsat pod́ıl tok̊u a tedy i normovaný profil spektrálńı čáry

Fν

Fc
=

∫

∞

−∞

H(λ− ∆λ)G(∆λ) d∆λ = H(λ) ⊗G(λ) (2.24)

jako konvoluci profilu nerotuj́ıćı hvězdy s rotačńım profilem (je použita notace G(λ) ≡
G(∆λ)).

Nyńı se pod́ıvejme na kvantitativńı popis rotačńıho profilu G(λ). Disk hvězdy nezář́ı
rovnoměrně, ale jeho jas klesá směrem od jeho středu k okraji. To můžeme pozorovat
např́ıklad u Slunce, ale ani v př́ıpadě hvězd, které se jev́ı jako bodové zdroje, neńı možné
tento efekt zanedbat. Jde o tzv. okrajové ztemněńı (limb darkening) a popisuje se obvykle
pomoćı pod́ılu specifické intenzity v daném bodě na disku ku specifické intenzitě uprostřed
disku. Střed disku je bod, ve kterém je úhel θ mezi normálou k povrchu a směrem k po-
zorovateli nulový. Pro popis okrajového ztemněńı zvoĺıme následuj́ıćı aproximaci

Ic/I
0
c = 1 − ε+ ε cos θ. (2.25)

V této rovnici vystupuje koeficient okrajového ztemněńı ε, který je ve skutečnosti funkćı
vlnové délky. Měńı se ale jen pozvolna, takže je možné považovat ho v rozsahu vlnových
délek jedné spektrálńı čáry za konstantńı. Kosinus úhlu normály k povrchu a směru k po-
zorovateli se také často přepisuje jako cos θ = µ. Toto značeńı bude použito i v daľśıch
kapitolách této práce. Pod́ıvejme se nyńı, jak vypadá člen

∮

Ic cos θ dω z rovnice 2.23.
S použit́ım závislosti 2.25 dostaneme

∮

Ic cos θ dω = 2π

∫ π/2

0

I0
c (1 − ε+ ε cos θ) sin θ cos θ dθ =

∣

∣

∣

∣

cos θ = µ
− sin θ dθ = dµ

∣

∣

∣

∣

=

= 2πI0
c

[
∫ 1

0

µ dµ− ε

∫ 1

0

µ dµ+ ε

∫ 1

0

µ2 dµ

]

=

= πI0
c

(

1 − ε

3

)

.
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Nyńı se pod́ıvejme na člen
∫ z1

−z1
Ic dz/R z téže rovnice (s použit́ım tabulkového integrálu

∫

(A2 − z2)1/2 dz),

∫ z1

−z1

Ic dz/R =

∣

∣

∣

∣

cos θ = [R2 − (y2 + z2)]
1/2

/R
∫

(A2 − z2)1/2 dz = 1
2
[z(A2 − z2)1/2 + A2 sin−1(z/A)]

∣

∣

∣

∣

=

= 2I0
c (1 − ε)[1 − (∆λ/∆λL)2]1/2 +

1

2
πεI0

c [1 − (∆λ/∆λL)2].

A nyńı už máme vše potřebné pro vyjádřeńı funkce G(λ),

G(λ) =
2(1 − ε)[1 − (∆λ/∆λL)2]1/2 + 1

2
πε[1 − (∆λ/∆λL)2]

π∆λL(1 − ε/3)
=

= c1[1 − (∆λ/∆λL)2]1/2 + c2[1 − (∆λ/∆λL)2].

(2.26)

y

z

∆λ = konst.

Obrázek 2.2: Na tomto obrázku je schematicky znázorněn disk pozorované hvězdy spolu
se souřadnými osami. Jak bylo ukázáno, hodnota Dopplerova posunu středu čáry záviśı
pouze na souřadnici y. Tyto body na disku tedy tvoř́ı svislé úsečky. U skutečných spek-
troskopických měřeńı jsme ale omezeni rozlǐsovaćı schopnost́ı detekčńı soustavy a namı́sto
úsečky jsou body se stejným posunem shromážděny ve svislém pásu (na obrázku je sym-
bolicky vyznačen šedou barvou). Č́ım vyšš́ı je rozlǐseńı spektra, t́ım je ale tento pás užš́ı a
bĺıž́ı se ideálńımu př́ıpadu.

Pokud zanedbáme okrajové ztemněńı, tj. ε = 0, tak druhý člen v rovnici 2.26 bude roven
nule a G(∆λ) bude rovnice elipsy, což je ukázáno i na obrázku 2.3, kde je vynesena funkce
G(∆λ) pro ε = 0,6 (prvńı a druhý člen, jejich součet).
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Obrázek 2.3: Na obrázku jsou vyneseny tvary křivek použ́ıvaných pro výpočet rotačńıho
profillu. Tvar výsledného rotačńıho profilu G(∆λ) je vykreslen plnou čarou. Tečkovanou
čarou je vykreslen prvńı člen z rovnice 2.26 (má tvar elipsy, jak je uvedeno v textu),
čárkovanou potom člen druhý. Koeficient okrajového ztemněńı ε byl zvolen 0,6.
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Kapitola 3

Základńı model pro výpočty

3.1 Souřadnice popisuj́ıćı povrch hvězdy

Na obrázku 3.1 jsou vyneseny všechny potřebné informace, které budeme použ́ıvat v této
kapitole. Začněme ale nejprve fundamentálńı definićı souřadnic, které popisuj́ı povrch
hvězdy. Podobně jako na zemském glóbu, můžeme definovat i na povrchu hvězdy úhlové
souřadnice korotuj́ıćı spolu s hvězdou. Mějme tedy obdobu zemské zeměpisné š́ı̌rky (dále
jen š́ı̌rka) ϑ a zeměpisné délky (dále opět jen délka) ϕ. Pomoćı nich lze snadno popsat
polohu bodu na povrchu, když známe poloměr hvězdy. Ten budeme značit R. Z těchto
sférických souřadnic můžeme přej́ıt do souřadnic kartézských

x∗ = R sin ϑ cosϕ,

y∗ = R sin ϑ sinϕ,

z∗ = R cos ϑ.

(3.1)

V soustavě (ϑ, ϕ) budeme popisovat i polohu povrchových skvrn. V našem zjednodušeném
př́ıpadě se budeme zabývat skvrnami kruhového tvaru. Geometrii skvrny na povrchu
hvězdy (ve většině př́ıpad̊u bude na povrchu hvězdy pouze jedna skvrna) můžeme po-
psat trojićı č́ısel. Jsou to úhlové souřadnice středu skvrny (š́ı̌rka ϑS a délka ϕS) a jej́ı
úhlový poloměr ρS.

Vedle souřadnic korotuj́ıćıch spolu s hvězdou budeme použ́ıvat i souřadnou soustavu
spojenou s pozorovatelem. Tu zavedeme pomoćı veličiny fáze f , jej́ıž hodnota se pohybuje
v intervalu [0, 1] a určuje, v jakém okamžiku rotačńıho cyklu se hvězda nacháźı. Úhel ϕ je
v této soustavě nahrazen úhlem φ, pro nějž plat́ı

φ = ϕ+ 2πf.

Máme tedy sférickou soustavu (ϑ, φ) a kartézskou (x
′

, y
′

, z
′

)

x
′

= R sinϑ cos φ,

y
′

= R sinϑ sin φ,

z
′

= R cosϑ.

(3.2)
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Obrázek 3.1: Souřadnice použité v numerickém modelu pro výpočet profil̊u spektrálńıch
čar. Sklon rotačńı osy hvězdy je i. Na povrchu je jedna kruhová skvrna popsaná dvojićı
souřadnic a úhlovým poloměrem ϑS , ϕS, ρS.

Posledńı použ́ıvanou soustavou je kartézský souřadný systém (x, y, z), jehož osa y splývá
s osou y

′

, osa x směřuje k pozorovateli a úhel mezi ńı a osou z
′

je zároveň sklon rotačńı osy
hvězdy i. Jej́ı hlavńı účel tkv́ı v tom, že umožňuje snadno rozhodnout, zda je bod P v daný
časový okamžik (v dané fázi) na viditelné hemisféře. Pokud ano, tak je jeho souřadnice xP

nezáporná. V př́ıpadě, že je i = 90◦, pak tato soustava splývá se soustavou (x
′

, y
′

, z
′

).

3.2 Radiálńı rychlost, výpočet profilu spektrálńı čáry

Dopplerovská tomografie je postavená na faktu, že r̊uzné body na povrchu hvězdy maj́ı
r̊uznou radiálńı rychlost. Ve skutečnosti neńı rychlostńı pole tolik obecné a body se stej-
nou souřadnićı y na viditelné polokouli maj́ı i stejnou radiálńı rychlost, jak bylo ukázáno
v předchoźı kapitole. Mějme tedy na povrchu hvězdy bod se souřadnicemi ϑ, φ. Jeho radiálńı
rychlost je dána vztahem

vR(ϑ, φ) =
2π

P
R sinϑ sinφ sin i. (3.3)

P v předchoźım vztahu je rotačńı perioda a výraz 2π
P
R udává rovńıkovou rotačńı rychlost

v a jej́ı pr̊umět do směru k pozorovateli v sin i je jednou z d̊uležitých spektrálńıch charak-
teristik rotuj́ıćıch hvězd. Pokud je λ0 laboratorńı vlnová délka středu spektrálńı čáry, pak
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je Dopplerovsky posunutá vlnová délka téže čáry z povrchu hvězdy

λ0,R(ϑ, φ) = λ0

(

1 +
vR(ϑ, φ)

c

)

. (3.4)

V každém bodě povrchu hvězdy je střed spektrálńı čáry posunutý podle vztahu 3.4. Výsled-
ný profil je pak dán integrálem lokálńıch profil̊u H(λ,∆λ(ϑ, φ)) přes viditelnou hemisféru
hvězdy

Fν

Fc

=

∫

vis

H(λ,∆λ(ϑ, φ)) dS =

∫

vis

H(λ,∆λ(ϑ, φ)) cos θ dS. (3.5)

V oblastech hvězdy, které se k nám přibližuj́ı, jsou lokálńı profily posunuté směrem ke
kratš́ım vlnovým délkám, zat́ımco v oblastech vzdaluj́ıćıch se od nás, jsou profily posunuté
k deľśım vlnovým délkám. Výsledkem integrace 3.5 je rozš́ı̌rený profil charakteristického
tvaru (viz dále).

V praxi se integrál 3.5 poč́ıtá numericky. Výpočet je výsledkem diskretizace výše pop-
saného modelu skloněného rotátoru. Celý povrch hvězdy se rozděĺı na malé elementy, v je-
jichž středech se spoč́ıtaj́ı hodnoty radiálńıch rychlost́ı, lokálńı dopplerovské posuny a in-
tegrace se nahrad́ı sč́ıtáńım přes ty elementy, které se v dané fázi nacházej́ı na viditelné
polokouli.

Pod́ıvejme se nyńı na použité děleńı povrchu hvězdy. V práci jsem použil ekvidistantńı
śıt’, která vznikne rozděleńım povrchu podle ϑ, ϕ s konstantńım krokem stejným v obou
souřadnićıch. Jej́ı hlavńı výhodou je jednoduchá implementace. V literatuře (např. Vogt,
Penrod & Hatzes, 1987) je uvedeno složitěǰśı děleńı, které odstraňuje nejvýznaměǰśı ne-
dostatek mnou uvedené śıtě. To je proměnná plocha jednotlivých element̊u, která dosahuje
maxima pro ϑ = 90◦ a směrem k pól̊um klesá. V uvedené práci autoři použili děleńı, pro
nějž je plocha všech povrchových element̊u přibližně stejná. Jeho implementace je ale mno-
hem náročněǰśı, než v př́ıpadě ekvidistantńı śıtě.

Vrat’me se ale k výpočtu rotačně rozš́ı̌reného profilu spektrálńı čáry. Po diskretizaci
dostaneme namı́sto integrálu 3.5

Fν

Fc

=
∑

ϑ

∑

φ

H(λ,∆λ(ϑ, φ))R2 cos θ sin ϑ∆φ∆ϑ

=
∑

ϑ

∑

φ

H(λ,∆λ(ϑ, φ))R2µ sinϑ∆φ∆ϑ.
(3.6)

Integraci přes viditelnou polokouli zajist́ıme správně zvolenou množinou ϑ, φ, nebo přecho-
dem ke kartézským souřadnićım (x, y, z). Souřadnice x všech bod̊u na viditelné hemisféře
dosahuje nezáporných hodnot. Daľśı možnost je následuj́ıćı definice

µ =

{

cos θ, pro θ ≤ 90◦

0, pro θ > 90◦
(3.7)
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3.3 Okrajové ztemněńı

Ve vztahu 3.6 byl zanedbán jeden d̊uležitý efekt. Disk hvězdy (nejlépe je to patrné při
pozorováńı Slunce) nezář́ı rovnoměrně, ale směrem k okraji je tmavš́ı. To je zp̊usobeno
t́ım, že zářeńı, které k nám z r̊uzných mı́st disku přicháźı, vzniká v r̊uzných optických
hloubkách a tedy i v prostřed́ıch s rozd́ılnými teplotami. Tomuto jevu se ř́ıká okrajové
ztemněńı a při výpočtech profil̊u jsem ho bral do úvahy (zanedbal jsem ho až při výpočtu
inverze profil̊u v posledńı kapitole). Okrajové ztemněńı je možné popsat pomoćı několika
r̊uzných aproximaćı, z nichž zde poṕı̌su lineárńı přibĺıžeńı. Zavedeme si funkci okrajového
ztemněńı W (µ), která je rostoućı v µ = cos θ

W (µ) = 1 − ε + εµ. (3.8)

Koeficient okrajového ztemněńı ε je ve výpočtech zvolen 0,7. Po aplikaci tohoto efektu se
změńı vztah pro výpočet výsledného profilu do následuj́ıćı podoby

Fν

Fc

=
∑

ϑ

∑

φ

H(λ,∆λ(ϑ, φ))W (µ)R2µ sinϑ∆φ∆ϑ. (3.9)

Na obrázku 3.2 je pak porovnáńı profilu poč́ıtaného se zanedbáńım okrajového ztemněńı a
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Obrázek 3.2: Rotačně rozš́ı̌rené profily. Plnou čarou je vynesen profil bez okrajového
ztemněńı, čárkovanou pak s jeho započteńım. Pod́ıl I/Ic označuje intenzitu pozorovaného
zářeńı. Nejde tedy o specifickou intenzitu uvedenou v kapitole o výpočtu rotačńıho rozš́ı̌reńı.
Vlnová délka středu čáry je 6400 Å.

s jeho započ́ıtáńım. Popis výpočtu výsledného tvaru rotačně rozš́ı̌reného profilu následuje za
touto podkapitolou. Pokud nebude uvedeno jinak, jsou všechny následuj́ıćı profily poč́ıtány
pro v sin i = 50,6 km · s−1.
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3.4 Lokálńı a výsledné profily, povrchové skvrny

Nyńı se pod́ıvejme na jádro celého dopplerovského mapováńı – povrchové skvrny. Jak jsem
již zmı́nil výše, omeźıme se na skvrny kruhového tvaru. V diskrétńım modelu je nutné
rozhodnout, zda bod na použité śıti lež́ı uvnitř nebo vně skvrny. Pro body uvnitř skvrny
plat́ı jednoduchá trigonometrická relace (viz Rektorys, 2000)

cosϑS cosϑ + sinϑS sinϑ cos(ϕS − ϕ) ≥ cos ρS. (3.10)

V př́ıpadě chemicky pekuliárńıch hvězd jsou povrchové skvrny mı́sta, která maj́ı jiné
chemické složeńı než okolńı fotosféra. To se může projevit změnou lokálńıho profilu spek-
trálńı čáry nějakého prvku. V mém modelu jsem použil dva r̊uzné lokálńı profily. H2 pro
body uvnitř skvrny a H1 pro body vně. Oba profily jsou absorpčńı a ve tvaru Gaussovy
funkce (jsou vykresleny i na obrázku 3.3) a jsou centrovány na λ0 = 6400 Å. Podobný popis
lokálńıch profil̊u byl použit např́ıklad v Falk & Wehlau (1974).

H1(λ) = 1 − A1 · e−
(λ−λ0)2

w1 ,

H2(λ) = 1 − A2 · e−
(λ−λ0)2

w2 .

(3.11)

Hodnoty parametr̊u jsou A1 = 0,8, A2 = 0,1, w1 = 2 · 10−22 m2 a w2 = 10−21 m2.

H1(λ)
H2(λ)
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Obrázek 3.3: Lokálńı profily čar pro skvrnu (čárkovaně) a mimo skvrnu (plnou čarou).

Ted’ už máme všechny potřebné informace k tomu, abychom mohli poč́ıtat výsledné rotačně
rozš́ı̌rené spektrálńı čáry. Nejprve se pod́ıvejme na tvar výsledného profilu, který můžeme
srovnat s rotačńım profilem vypoč́ıtaným pomoćı konvoluce lokálńıho profilu spektrálńı
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čáry s rotačńım profilem. Ten je vygenerován programem ROTIN [18]. Oba výsledné profily
ukazuje obrázek 3.4. Na spodńım obrázku 3.4 je pak porovnáńı rotačně rozš́ı̌rených profil̊u
pro r̊uzné rovńıkové rychlosti. Na obou obrázćıch jsou profily hvězd bez povrchových skvrn.
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Obrázek 3.4: Na horńım panelu jsou vykresleny rotačně rozš́ı̌rené spektrálńı profily. Plnou
čarou je poč́ıtaný integraćı pomoćı mého programu pro výpočet čar, profil vykreslený
čárkovaně je výsledek konvoluce lokálńıho a rotačńıho profilu poč́ıtaný programem ROTIN.
Na spodńım panelu jsou ukázány rotačně rozš́ı̌rené profily v závislosti na rychlosti rotace.
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Kapitola 4

Př́ımé zobrazováńı

Př́ımé zobrazováńı (Direct Doppler imaging) je jednou z metod mapováńı rozložeńı skvrn
na povrchu hvězdy. Neńı to ale řešeńı inverzńıho problému. Je možné ho provést d́ıky silným
omezuj́ıćım podmı́nkám. Předpokládáme, že množina řešeńı je určena několika parametry.
V našem př́ıpadě, kdy uvažujeme model hvězdy s jednou kruhovou skvrnou, jsou těmito
parametry úhlové souřadnice skvrny (ϑS, ϕS) a jej́ı poloměr ρS. Budeme tedy hledat takové
hodnoty těchto parametr̊u, pro které bude minimálńı suma kvadrát̊u odchylek vypočteného
výsledného souboru čar (dále jen modelu) M0 z množiny model̊u M od vstupńıch dat D.
Tedy plat́ı

M0(ϑ
′

S, ϕ
′

S, ρ
′

S) εM(ϑ, ϕ, ρ) −→ {χ2(D,M0(ϑ
′

S, ϕ
′

S, ρ
′

S))} = min. (4.1)

Jde tedy o minimalizaci v konfiguračńım prostoru R
n (prostoru parametr̊u), kde n je rovno

třem. Jako vstupńı data pro př́ımé zobrazováńı jsou použity vypoč́ıtané profily se zadanou
kombinaćı ϑS, ϕS, ρS, zašumněné aditivńım šumem se středńı hodnotou 0 a amplitudou
0,004 źıskaným pomoćı generátoru pseudonáhodných č́ısel (viz obrázek 4.1).

Nejistota určeńı výsledk̊u pro redukované minimalizace

Přesnost určeńı hodnot parametr̊u, které hledáme, je dána přesnost́ı nalezeńı minima funkce
χ2. Ta byla ve všech př́ıpadech poč́ıtána na diskrétńı śıti s krokem 5◦ pro ϑS a ϕS a krokem
2◦ pro ρS. Jak ale bude vidět, tak skutečné hodnoty parametr̊u mohou ležet mimo chybové
rozsahy jejich nalezených hodnot dané rozlǐseńım śıtě. Funkce χ2 bude v následuj́ıćıch
př́ıpadech vizualizována jako 2D mapa, kde jsou jej́ı hodnoty reprezentovány stupni šedé
a isoliniemi. Jejich absolutńı škála neńı podstatná (vesměs se lǐśı pro r̊uzné situace), ale
tmavš́ı odst́ıny odpov́ıdaj́ı nižš́ım hodnotám χ2 než odst́ıny světlé. Nejtmavš́ı mı́sto pak
odpov́ıdá minimálńı funkčńı hodnotě. Profily jsou poč́ıtány pro v sin i = 50,6 km · s−1.

4.1 Minimalizace pro konstantńı ϕS

Pokud jeden z parametr̊u nastav́ıme na jeho správnou hodnotu, pak se problém redukuje
na minimalizaci v prostoru s dimenźı o jedna nižš́ı. Pod́ıvejme se nyńı na to, jak se změńı
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Obrázek 4.1: Ukázka syntetických zašuměných dat slouž́ıćıch jako vstup pro minimalizace.
Jsou vynesena zelenými kř́ıžky. Červenou čarou pak model bez šumu pro stejné parametry
(v sin i = 50,6 km · s−1, bez skvrny na povrchu)

čáry při změně ϕS. V př́ıpadě, že zbylé dva parametry z̊ustanou stejné, tak jediné, k čemu
dojde, je posun profil̊u ve fázi. Jejich tvar bude ale stejný. Proto má smysl zabývat se
př́ıpadem, kdy je délka středu skvrny ϕS pevně zadána.

Parametr ϕS je tedy zafixován na hodnotě 180◦. Ćılem je nalézt hodnoty zbývaj́ıćıch
parametr̊u, tj. ϑS a ρS pomoćı minimalizace χ2(ϑ, ρ). Na následuj́ıćıch stranách uvedu
výsledky numerických experiment̊u pro několik typ̊u povrchových skvrn (r̊uzná poloha i
poloměr skvrny).

Menš́ı skvrna na rovńıku (i = 90◦)

Prvńı př́ıpad je hvězda se skvrnou o poloměru 20◦, která lež́ı na rovńıku (ϑS = 90◦). Rotačńı
osa hvězdy je kolmá na směr k pozorovateli (i = 90◦). Na obrázku 4.2 je vykreslena funkce
χ2. Nabývá výrazného minima pro ϑ

′

S = 85◦ a ρ
′

S = 20◦, což je ve velmi dobré shodě
s parametry, pro které byl testovaćı soubor čar generován (profily jsou na obrázku 4.4).

Větš́ı skvrna lež́ıćı na rovnoběžce 50◦ (i = 90◦)

Daľśım př́ıpadem je hvězda se skvrnou s parametry ϑS = 50◦, ϕS = 180◦, ρS = 30◦. Plocha
χ2 je složitěǰśı než v prvńım př́ıpadě (obrázek 4.3). Vzhledem k tomu, že sklon rotačńı osy
je 90◦, tak jsou profily čar pro tento př́ıpad identické profily, kdy lež́ı skvrna na ϑS = 130◦.
Proto jsou v grafu χ2 dvě prakticky stejně výrazná lokálńı minima. Globálńı minimum
nastává pro parametry ϑ

′

S = 130◦, ϕ
′

S = 180◦, ρ
′

S = 32◦ (diskriminace jednoho z lokálńıch
minim je d̊usledkem př́ıtomnosti šumu ve vstupńıch datech).

Na obrázćıch 4.4 jsou tvary vstupńıch profil̊u a profil̊u vypoč́ıtaných na základě určených
parametr̊u. V obou př́ıpadech je nalezený výsledek v dobré shodě s hodnotami parametr̊u,
pro které byla simulovaná data poč́ıtána.
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Obrázek 4.2: Vrstevnicový graf funkce χ2 poč́ıtané pro vstupńı soubor čar s parametry ϑS =
90◦, ϕS = 180◦, ρS = 20◦. Stupně šedi označuj́ı hodnotu χ2. Tmavš́ı odst́ıny odpov́ıdaj́ı
nižśım hodnotám. Minimum nastává pro ϑ

′

S = 85◦, ϕ
′

S = 180◦, ρ
′

S = 20◦
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Obrázek 4.3: Funkce χ2 poč́ıtaná pro vstupńı soubor čar s parametry ϑS = 50◦, ϕS =
180◦, ρS = 30◦, minimum nastává pro ϑ

′

S = 130◦, ϕ
′

S = 180◦, ρ
′

S = 32◦ (dvě velmi podobná
lokálńı minima jsou d̊usledkem symetrie)
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Obrázek 4.4: Profil čar v jednotlivých rotačńıch fáźıch (fáze je uvedena na svislé ose).
Posun jednotlivých profil̊u je v intenzitńı škále roven 0,075. Zelenými kř́ıžky jsou vykreslena
vstupńı data, červenou čarou vypočtený model. Nahoře př́ıpad (ϑ

′

S = 90◦, ρ
′

S = 20◦), dole
(ϑ

′

S = 50◦, ρ
′

S = 30◦)
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Skvrny s parametry ϑS = 15◦, ρS = 30, 20, 10◦, (i = 70◦)

Nyńı se pod́ıváme na situace, kdy je sklon osy rotace hvězdy r̊uzný od pravého úhlu,
konkrétně 70◦. Tvar χ2 (obrázek 4.5) se podobá předchoźımu př́ıpadu, ale tady je jedno
z minim výrazněǰśı, protože v d̊usledku sklonu osy rotace došlo k narušeńı symetrie.
Výsledek pro tuto situaci je ϑ

′

S = 15◦ a ρ
′

S = 32◦, tedy opět ve shodě se vstupem.
V daľśım př́ıpadě je skvrna menš́ı. Má poloměr ρS = 20◦. Opět můžeme pozorovat na

pr̊uběhu funkce χ2 pozorovat dvě lokálńı minima (viz obrázek 4.6), i když tentokrát jsou již
méně výrazná. Hlubš́ı z nich odpov́ıdá hledanému řešeńı, a nastává pro hodnoty parametr̊u
ϑ

′

S = 10◦, ρ
′

S = 22◦.
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Obrázek 4.5: χ2 pro ϑS = 15◦, ϕS = 180◦, ρS = 30◦ dosahuje minima pro ϑ
′

S = 15◦, ϕ
′

S =
180◦, ρ

′

S = 32◦

Posledńı model z této série s konstantńımi souřadnicemi je skvrna o poloměru ρS = 10◦.
Zde už jsou minima, která byla pozorovatelná v předchoźıch př́ıpadech, téměř neznatelná
(obrázek 4.7). Takto malá skvrna v poloze pobĺıž pólu (tedy s ńızkou radiálńı rychlost́ı)
se ve tvaru profilu téměř neprojev́ı, proto je prakticky nemožné identifikovat jej́ı polohu
pomoćı př́ımého zobrazováńı. Tomu odpov́ıdá i naprostý neúspěch při určeńı správných
parametr̊u pomoćı nalezeńı minima funkce χ2. Výsledné parametry jsou ϑ

′

S = 175◦ a
ρ

′

S = 48◦. Vstupńı profily a profily vypoč́ıtané na základě určených parametr̊u jsou na
obrázćıch 4.8 a 4.9.
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Obrázek 4.6: χ2 pro ϑS = 15◦, ϕS = 180◦, ρS = 20◦, ϑ
′

S = 15◦, ϕ
′

S = 180◦, ρ
′

S = 22◦
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Obrázek 4.7: χ2 pro ϑS = 15◦, ϕS = 180◦, ρS = 10◦, ϑ
′

S = 175◦, ϕ
′

S = 180◦, ρ
′

S = 48◦
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Obrázek 4.8: Profily čar pro modely s ϑS = 15◦, i = 70◦ (nahoře ρS = 30◦, dole ρS = 20◦).
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Obrázek 4.9: Profily čar pro nejmenš́ı skvrnu z této skupiny (ρS = 10◦). Syntetická data
a modelové profily źıskané pro parametry určené jako minimum χ2 jsou v dobré shodě,
přestože nalezené řešeńı je zcela špatné. To je zp̊usobeno t́ım, že skvrna je malá a lež́ı
v polárńı oblasti (jej́ı radiálńı rychlost nedosahuje velké amplitudy).
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4.2 Minimalizace pro konstantńı ρS

Daľśım zaj́ımavým problémem je opět redukovaná minimalizace tentokrát se známou hod-
notou úhlového poloměru hvězdy ρS. V předchoźıch př́ıkladech jsme viděli, že pokud je
poloha skvrny na povrchu hvězdy stejná a měńı se pouze jej́ı poloměr, tak celkový charak-
ter χ2 se př́ılǐs neměńı, lǐśı se pouze hloubka minim (vyjma př́ıpadu s nejmenš́ım poloměrem
skvrny ρS = 10◦). V následuj́ıćıch př́ıpadech se pod́ıváme, jak vypadá minimalizace pro
poloměr poloměr skvrny a měńıćı se ϑS, ϕS.

Skvrna na rovńıku s poloměrem ρS = 30◦ pro i = 90◦

Funkce χ2 pro tento př́ıpad je na obrázku 4.10. Můžeme na něm vidět dvě výrazná maxima a
jedno minimum odpov́ıdaj́ıćı správné kombinaci parametr̊u. Přesněji funkce dosahuje svého
minima pro ϑ

′

S = 90◦ a ϕ
′

S = 180◦. Na obrázku 4.12 nahoře jsou pak profily spektrálńıch
čar pro tento př́ıpad.

Skvrna s ρS = 20◦ lež́ıćı na ϑS = 50◦ pro i = 90◦

Zde se dá očekávat opět symetrický tvar χ2. V d̊usledku toho, že sklon rotačńı osy je roven
90◦, tak neńı možné rozlǐsit polohu skvrny nad a pod rovńıkem. To potvrzuje graf 4.11.
Ten se do jisté mı́ry podobá předchoźımu př́ıpadu. Jediným rozd́ılem je rozštěpeńı na dvě
rovnocenná lokálńı minima pro polohy skvrny na obou hemisférách. Globálńıho minima
dosahuje funkce pro ϑ

′

S = 50◦, ϕ
′

S = 180◦. Spektrálńı čáry pro tuto situaci ukazuje obrázek
4.12 (dolńı soubor čar).

Polárńı skvrna s úhlovým poloměrem ρS = 30◦ pro i = 70◦

Daľśı zaj́ımavou konfiguraćı parametr̊u je situace, kdy je střed skvrny na pólu hvězdy.
Pro jednoznačné rozlǐseńı, který pól je zvolen, je sklon osy rotace r̊uzný od 90◦. Na tvaru
funkce χ2 můžeme pozorovat dvě minima. Jedno je poměrně nevýrazné, to hlubš́ı je pak
centrováno právě na pól (ϑ

′

S = ϕ
′

S = 0◦). Situaci ukazuje obrázek 4.13 a profily spektrálńıch
čar, které jsou shodné pro všechny fáze, obrázek 4.14. Pozornost si zaslouž́ı i skutečnost,
že profil čáry je neproměnný v čase (proto i stejný ve všech fáźıch). Bez znalosti jeho
formováńı neńı možné skvrnu identifikovat.
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Obrázek 4.10: Funkce χ2 poč́ıtaná pro rovńıkovou skvrnu o poloměru ρS = 30◦, která
dosahuje minima pro ϑ

′

S = 90◦, ϕ
′

S = 180◦.
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Obrázek 4.11: Při sklonu i = 90◦ opět neńı možné rozlǐsit mezi skvrnami lež́ıćımi oběma
směry od rovńıkové roviny (minimum nastává pro ϑ

′

S = 50◦ a ϕ
′

S = 180◦).
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Obrázek 4.12: Profily čar pro předchoźı modely. Nahoře profily pro hvězdu s parametry
ϑS = 90◦, ρ = 30◦ (skvrna na rovńıku), profily na spodńım obrázku jsou poč́ıtané pro
hodnoty parametr̊u ϑ

′

S = 50◦, ρS = 20◦.
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Obrázek 4.13: χ2 pro polárńı skvrnu (protože jde o projekci sférické plochy do roviny, tak
pól odpov́ıdá celé spodńı hraně grafu)
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Obrázek 4.14: Profily čar pro př́ıpad polárńı skvrny

38



Skvrny lež́ıćı na ϑS = 50◦ s poloměry ρS = 10, 20, 30◦ (sklon rotačńı
osy i = 70◦)

Posledńı skupina př́ıklad̊u jsou skvrny r̊uzných pr̊uměr̊u s ϑS = 50◦, ϕS = 180◦. Charakter
χ2 je pro ρS = 30, 20, 10◦ velice podobný, pozorujeme jedno lokálńı minimum a dvě ma-
xima. Pro nejmenš́ı poloměr je minimum stejně jako v podobných předchoźıch př́ıpadech
méně výrazné.
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Obrázek 4.15: Funkce χ2 pro př́ıpad s největš́ı skvrnou z této skupiny (minima dosahuje
pro hodnoty ϑ

′

S = 50◦, ϕ
′

S = 180◦.)

Shrňme si nyńı výsledky minimalizace. Pro prvńı př́ıpad (ρS = 30◦) źıskáme ϑ
′

S = 50◦, ϕ
′

S =
180◦. Pro skvrnu s ρS = 20◦ dostaneme opět ϑ

′

S = 50◦, ϕ
′

S = 180◦ a pro nejmenš́ı skvrnu
(ρS = 10◦) je výsledek ϑ

′

S = 50◦, ϕ
′

S = 180◦. Ve všech př́ıpadech tedy minimalizace vedla
k nalezeńı správných hodnot hledaných parametr̊u. Pr̊uběhy χ2 a tvary profil̊u jsou vyne-
seny na obrázćıch 4.15 až 4.19.
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Obrázek 4.16: χ2 pro hvězdu se skvrnou o poloměru ρS = 20◦ (ϑ
′

S = 90◦, ϕ
′

S = 180◦)
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Obrázek 4.17: Pr̊uběh χ2 pro skvrnu s úhlovým poloměrem ρS = 10◦ je podobný jako pro
předchoźı dva př́ıpady (obrázky 4.15, 4.16). Shodná je i poloha minima.
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Obrázek 4.18: Tvary čar pro modely s ϑS = 50◦, i = 70◦ (nahoře skvrna s ρS = 30◦, dole
pro ρS = 20◦).
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Obrázek 4.19: Profily spektrálńıch čar pro ϑS = 50◦, i = 70◦, ρS = 10◦. Distorze je zde
minimálńı, ale stále je dobře pozorovatelná.

42



4.3 Obecná minimalizace

Nyńı se pod́ıvejme na př́ımé zobrazováńı obecněǰśım pohledem. Můžeme hledat minimum
funkce χ2 i bez znalosti hodnoty jednoho (nebo v́ıce) parametr̊u. Jediné, co se v tomto
př́ıpadě změńı, je dimenze prohledávaného konfiguračńıho prostoru. V našem př́ıpadě tedy
hledáme vektor (ϑS, ϕS, ρS) pro nějž dosahuje suma kvadrát̊u odchylek od pozorovaných
dat minima. Do podobné situace bychom se dostali i v př́ıpadě, že by náš model byl složitěǰśı
a závisel by na větš́ım počtu volných parametr̊u. Muśıme tedy použ́ıt nějaký numerický
optimalizačńı algoritmus.

V práci jsem použ́ıval následuj́ıćı optimalizačńı metody. Prvńı z nich je jednoduchý al-
goritmus, který hledá v sousedńıch bodech diskrétńı śıtě (6-sousedstv́ı pro tř́ırozměrnou śıt’)
bod, ve kterém dosahuje χ2 minimálńı hodnoty a v př́ıpadě, že je tato hodnota menš́ı než
hodnota χ2 v aktuálńım bodě, tak se do tohoto bodu přesune. V opačném př́ıpadě nahláśı
nalezeńı lokálńıho minima a skonč́ı. Druhou použ́ıvanou metodou je simplexová metoda
(popis např́ıklad v Press a kol., 2002). V př́ıpadě simplexové metody je na diskrétńı (obecně
nemuśı být nutně diskrétńı) śıti umı́stěn simplex, tedy objekt s n+1 vrcholy (n je dimenze
prohledáváného prostoru). Pro minimalizaci v R

2 by to byl trojúhelńık, v našem př́ıpadě
je to čtyřstěn. Hodnota minimalizované funkce se poč́ıtá ve vrcholech simplexu. Ten se
pomoćı expanźı, kontrakćı a zrdcadleńı pohybuje v konfiguračńım prostoru, dokud jeden
jeho vrchol nelež́ı v hledaném minimu (nebo v jeho dostatečné bĺızkosti). Testoval jsem
obě výše popsané metody, ale při výpočtech jsem použ́ıval metodu hledáńı v sousedńıch
bodech. Oba algoritmy jsem implementoval sám.

V předchoźıch př́ıpadech byly jako vstupńı data použity profily zašuměné aditivńım
šumem. V této části práce jsem šum záměrně potlačil , protože se nedá předem odhad-
nout charakter funkce χ2 a nechtěl jsem, aby na ńı z d̊uvodu př́ıtomnosti šumu měla
funkce lokálńı minima, která by mohla ovlivnit pr̊uběh a výsledek minimalizačńı proce-
dury. Ukázalo se, že i přesto končily často optimalizačńı algoritmy mimo očekávaný bod,
χ2 tedy i bez šumu má v́ıce lokálńıch minim.

Shrňme si nyńı výhody a nevýhody obou výše zmı́něných minimalizačńıch procedur.
V př́ıpadě simplexové metody záviśı do velké mı́ry výsledek na parametrech výchoźıho sim-
plexu, hlavně na jeho poloze. Jej́ı hlavńı výhodou je urychlená konvergence d́ıky možnosti
expanze simplexu. To naznačuje, že by bylo možné poměrně rychle nalézt minimum i při ini-
cializaci ve větš́ı vzdálenosti od něho. Ve většině př́ıpad̊u se bohužel podařilo nalézt pouze
lokálńı minima, která neodpov́ıdala tomu hledanému. Z toho d̊uvodu jsem použ́ıval pouze
prvńı uvedenou metodu (hledáńı v sousedńıch bodech śıtě) i přes jej́ı hlavńı nevýhodu.
Tou je skutečnost, že čas potřebný k nalezeńı minima je úměrný vzdálenosti (resp. 6-
vzdálenosti1) počátečńıho odhadu od hledaného minima. pod́ıvejme se nyńı na výsledky
obecného př́ımého zobrazováńı.

1Nejde o Euklidovskou vzdálenost, ale o vzdálenost při použ́ıváńı 6-sousedstv́ı. Tato vzdálenost je rovna
délce cesty (path) mezi danými body śıtě. Tato cesta sestává ze 6-soused́ıćıch bod̊u.
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Př́ımé zobrazováńı hvězdy s rovńıkovou skvrnou ρ = 30◦ a sklonem
rotačńı osy 90◦ (ϕS = 180◦)

Prvńı konfiguraćı, na které jsem testoval př́ımé zobrazováńı, je hvězda se skvrnou o poloměru
30◦ lež́ıćı na rovńıku. Jej́ı rotačńı osa je kolmá ke směru k pozorovateli. Minimalizačńı al-
goritmus jsem spustil z sedmi r̊uzných počátečńıch bod̊u. Výsledky minimalizace shrnuje
tabulka. V prvńım sloupci jsou souřadnice bodu, ve kterém byla inicializována optima-
lizačńı procedura, následuje nalezený bod, hodnota χ2 v tomto bodě a označeńı dané
minimalizace v grafu 4.20, který graficky znázorňuje pr̊uběh procedury.

inicializace (ϑ, ϕ, ρ) výsledek (ϑS, ϕS, ρS) χ2 označeńı

(100, 170, 28) (90, 180, 30) 0,00 1
(90, 160, 28) (90, 180, 30) 0,00 2
(80, 150, 24) (90, 180, 30) 0,00 4
(70, 140, 24) (90, 180, 30) 0,00 5
(70, 130, 20) (90, 180, 30) 0,00 6
(90, 240, 34) (95, 360, 14) 6,64 9
(80, 250, 20) (80, 360, 4) 6,63 12
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Obrázek 4.20: Grafické znázorněńı pr̊uběh̊u minimalizačńı procedury. Na vodorovné ose
(označené n) jsou vyneseny iterace, na svislé ose pak hodnota χ2 pro danou iteraci. Je
patrné, že výsledkem většiny iteraćı bylo správné řešeńı, pouze ve dvou př́ıpadech skončila
minimalizace v jiných lokálńıch minimech. Č́ıslováńı jednotlivých pr̊uběh̊u koresponduje
s tabulkou.
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Při inicializaci v prvńıch pěti bodech bylo nalezené minimum správné hledané. V posledńıch
dvou uvedených procedurách, které startovaly z jiné oblasti konfiguračńıho prostoru se
podařilo nalézt pouze lokálńı minima, kterých bylo ve skutečnosti ještě v́ıce. Je tedy
zřejmé, že funkce χ2 má složitý pr̊uběh a př́ımé zobrazováńı je v tomto př́ıpadě citlivé
na počátečńı odhad minima. Na následuj́ıćım obrázku 4.21 jsou profily čar vstupńıch dat
spolu s vypočtenými profily pomoćı nesprávných hodnot parametr̊u nalezených pomoćı
minimalizace (ϑS = 95◦, ϕS = 360◦, ρS = 14◦). Tvar profil̊u pro druhé špatné řešeńı je
velmi podobný.
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Obrázek 4.21: Profily čar pro tuto konfiguraci skvrny (ϑS = 90◦, ϕS = 180◦, ρS = 30◦, i =
90◦). Zelenou barvou jsou vstupńı data, červenou model vypočtený na základě nalezených
parametr̊u (záměrně uvád́ım nesprávně nalezené řešeńı).

Hvězda se skvrnou s parametry ϑS = 60◦, ϕS = 170◦, ρS = 20◦ (sklon

rotačńı osy 90◦)

Nyńı se pod́ıvejme na hvězdu s menš́ı skvrnou než v minulém př́ıpadě, která ale lež́ı mimo
rovńık. To má spolu se sklonem rotačńı osy, který je roven 90◦, za následek shodnost pro-
fil̊u pro konfiguraci, kdy je úhel ϑS roven 120◦. To by se mělo promı́tnout i do výsledk̊u
minimalizace v závislosti na jej́ı inicializaci.

Opět jsem provedl sedm minimalizačńıch běh̊u. Za pozornost stoj́ı zejména ten s označe-
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ńım 7. Ten byl inicializován v bĺızkosti zmı́něného symetrického minima a jeho výsledkem
je opravdu toto minimum (s nulovou hodnotou χ2). Výsledky pro tuto hvězdu shrnuje
následuj́ıćı tabulka a doprovodný graf. V pěti př́ıpadech se podařilo nalézt správné (nebo
symetrické) řešeńı, při dvou pokusech byla nalezena pouze lokálńı minima.

inicializace (ϑ, ϕ, ρ) výsledek (ϑS, ϕS, ρS) χ2 označeńı

(70, 180, 20) (55, 180, 20) 1,31 1
(60, 160, 18) (60, 170, 20) 0,00 2
(45, 150, 16) (60, 170, 20) 0,00 3
(40, 150, 20) (60, 170, 20) 0,00 4
(30, 150, 20) (60, 170, 20) 0,00 5
(90, 240, 34) (80, 180, 30) 1,30 6
(125, 160, 26) (120, 170, 20) 0,00 7
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Obrázek 4.22: Minimalizace pro hvězdu s parametry skvrny ϑS = 60◦, ϕS = 170◦, ρS = 20◦.
Pr̊uběhy minimalizaćı s č́ısly 2, 3, 4, 5 nalezly úspěšně hledané minimum, u pr̊uběhu 7 jde
o minimum symetrické. V ostatńıch př́ıpadech nebyla minimalizace úspěšná.

Na obrázku 4.23 jsou vstupńı data společně s modelovými profily poč́ıtanými z nalezených
parametr̊u. Jde o výsledky obou neúspěšných optimalizaćı. I přesto, že jde o chybné hod-
noty parametr̊u, některé vypočtené křivky se od vstupńıch dat výrazně neodlǐsuj́ı, jako
tomu bylo v předchoźım př́ıpadě.
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Obrázek 4.23: Profily pro vstupńı data s parametry ϑS = 60◦, ϕS = 170◦, ρS = 20◦ a
modely poč́ıtané na základě určených hodnot parametr̊u (minimalizace č́ıslo 1 horńı graf,
č́ıslo 2 spodńı graf).
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Hvězda se skvrnou s parametry ϑS = 60◦, ϕS = 170◦, ρS = 20◦ (sklon
rotačńı osy 70◦)

Daľśı testovaná konfigurace se lǐsila od té předchoźı pouze sklonem rotačńı osy hvězdy,
který byl v tomto př́ıpadě odlǐsný od pravého úhlu. Dojde tedy k porušeńı symetrie a
druhé minimum, které bylo v předchoźım př́ıpadě rovnocenné s očekávaným minimem,
bude méně výrazné. Ale i zde se dá očekávat citlivost na nastaveńı inicializace minimali-
začńıho procesu.

Pro tuto konfiguraci jsem provedl minimalizaci celkem devětkrát. Pouze ve třech př́ıpa-
dech se však podařilo nalézt správné řešeńı. Výsledky jsou shrnuty v následuj́ıćı tabulce.

inicializace (ϑ, ϕ, ρ) výsledek (ϑS, ϕS, ρS) χ2 označeńı

(90, 160, 30) (92, 170, 22) 0.99 1
(70, 160, 18) (70, 170, 20) 0,62 2
(70, 180, 24) (68, 180, 16) 1,74 3
(50, 160, 14) (60, 170, 20) 0,00 4
(54, 150, 26) (60, 170, 20) 0,00 5
(80, 150, 36) (70, 170, 20) 0.62 6
(66, 174, 26) (60, 174, 18) 0,66 7
(60, 160, 16) (60, 170, 20) 0,00 8
(126, 174, 26) (118, 174, 26) 1,28 9

9
8
7
6
5
4
3
2
1

n

χ
2

242220181614121086420

7.0

6.0

5.0

4.0

3.0

2.0

1.0

0.0

Obrázek 4.24: Minimalizace pro hvězdu s parametry skvrny ϑS = 60◦, ϕS = 170◦, ρS = 20◦.

48



λ [Å]
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Obrázek 4.25: Profily pro vstupńı data s parametry ϑS = 60◦, ϕS = 170◦, ρS = 20◦ a
modely poč́ıtané na základě určených hodnot parametr̊u (minimalizace 2 a 6 horńı graf,
minimalizace 9 spodńı graf).
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Zaj́ımavé je, že ve dvou př́ıpadech skončily minimalizace ve stejném (nesprávném) bodě.
Jedna minimalizace byla také inicializována v bĺızkosti očekávaného méně významného
symetrického minima. Modely pro oba zmı́něné výsledky spolu se vstupńımi daty jsou
vykresleny na grafech v obrázku 4.25.

Polárńı skvrna o poloměru ρS = 30◦

Posledńı testovanou konfiguraćı byla skvrna lež́ıćı na pólu hvězdy, jej́ıž osa rotace je
skloněná pod úhlem 70◦. Optimalizačńı algoritmus jsem inicializoval třikrát. V prvńıch
dvou př́ıpadech byly určeny akceptovatelné hodnoty parametr̊u (prvńı lze považovat za
správně nalezené řešeńı), nebot’ byla zvolena inicializačńı hodnota ϑS = 0◦, posledńı mini-
malizace dopadla výrazně h̊uře.

inicializace (ϑ, ϕ, ρ) výsledek (ϑS, ϕS, ρS) χ2 označeńı

(30, 0, 40) (8, 0, 34) 0,75 1
(20, 0, 20) (0, 0, 28) 0,00 2
(40, 150, 20) (40, 150, 8) 2,30 3

Tabulku shrnuj́ıćı pr̊uběhy minimalizaćı doplňuje ještě následuj́ıćı graf a tvary profil̊u
poč́ıtaných pro výsledky běhu č́ıslo 3 jsou na obrázku 4.27.
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Obrázek 4.26: Minimalizace pro hvězdu s polárńı skvrnou.
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Obrázek 4.27: Vstupńı data společně s modelem pro parametry ϑS = 40◦, ϕS = 150◦, ρS =
8◦ (minimalizace č́ıslo 3). Model poč́ıtá profily pro malou skvrnku (viz nalezené parametry),
která má za následek vlnku, která se přesunuje po profilu ve fázi.
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Kapitola 5

Řešeńı inverze spektrálńıch profil̊u

5.1 Formulace inverzńıho problému

V předchoźı kapitole byl popsán zp̊usob, jak nalézt hodnoty hledaných parametr̊u, které
budou splňovat určité kvantitativńı kriterium. Nelze však ř́ıci, že hledané řešeńı je správné.
Šlo pouze o nalezeńı takových parametr̊u modelu, aby se výsledné profily čar lǐsily co možná
nejméně od profil̊u pozorovaných. V této části práce se ale budeme zabývat skutečnou in-
verzńı metodou, která by měla být schopná nalézt rozložeńı hledané veličiny po povrchu,
nebo pro každý povrchový element určit, zda se jedná o skvrnu, nebo ne. Dále popsaný
model inverzńıho problému byl vyvinut na základě diskuse s N. Piskunovem (Piskunov,
2008).

Nejprve si opět muśıme zadefinovat podmı́nky, které aplikujeme jako vstupńı předpoklad
pro formulaci inverzńı procedury. Mějme tedy dva lokálńı čárové profily I 1(λ) a I2(λ), je-
den může být pro povrch a druhý pro skvrnu stejně jako v předchoźım př́ıpadě (nahrazuj́ı
zde lokálńı profily H1(λ) a H2). Definujme si koeficient αj, který určuje pro j-tý element
povrchu zastoupeńı obou druh̊u profil̊u. Přesněji výsledńı lokálńı profil vznikne lineárńı
kombinaćı (1 − αj)I

1
j (λ) + αjI

2
j (λ). Celý povrch hvězdy tedy můžeme popsat jedńım vek-

torem (α1, . . . , αj, . . . , αn) s počtem prvk̊u n rovným počtu povrchových element̊u. Soubor
pozorovaných dat můžeme zapsat ve tvaru R(λ, ϕ), protože jde o závislost na vlnové délce
λ a fázi φ. Pro tato pozorováńı se snaž́ıme naj́ıt takový vektor α, pro který bude nabývat
následuj́ıćı funkcionál minima

Φ =
∑

λ,φ

{R(λ, φ) −
∑

j

µj(φ)
[

(1 − αj)I
1
j (λ, φ) + αjI

2
j (λ, φ)

]

∆δj}2. (5.1)

V lokálńıch profilech I1
j (λ, φ) a I2

j (λ, φ) je započten v každé fázi dopplerovksý posun.
Význam daľśıch výraz̊u je jasný z předchoźıho textu, zbývá jen µj(φ), což je člen popisuj́ıćı
geometrii. Může v něm být zahrnuto např́ıklad okrajové ztemněńı, ale pro začátek je nej-
vhodněǰśı zvolit jeho hodnotu rovnu jedné, pokud je j-tý element ve fázi φ na viditelné
hemisféře a nule v opačném př́ıpadě. ∆δj je plocha daného plošného elementu. Ta neńı
v př́ıpadě použité śıtě konstantńı, ale klesá směrem k pól̊um. Nutný požadavek na mini-
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mum můžeme formulovat následuj́ıćım zp̊usobem

∂Φ

∂αi
= 0. (5.2)

Derivace výrazu 5.1 má následuj́ıćı podobu

∂Φ

∂αi
= 2

∑

λ,φ

{R(λ, φ) −
∑

j

µj(φ)
[

(1 − αj)I
1
j (λ, φ) + αjI

2
j (λ, φ)

]

∆δj}×

× µi(φ)
[

I1
i (λ, φ) − I2

i (λ, φ)
]

∆δi.

(5.3)

Derivaci polož́ıme rovnu nule. Po úpravách dostaneme soustavu lineárńıch rovnic, kterou
můžeme symbolicky zapsat takto

∑

j

Qijαj = Si. (5.4)

Nyńı si rozepǐsme matici soustavy Q a pravou stranu S

Qij =
∑

λ,φ

µi(φ)µj(φ)
[

I2
j (λ, φ) − I1

j (λ, φ)
] [

I1
i (λ, φ) − I2

i (λ, φ)
]

∆δi∆δj,

Si =
∑

λ,φ

µi(φ)R(λ, φ)
[

I1
i (λ, φ) − I2

i (λ, φ)
]

∆δi−

− µi(φ)
∑

j

µj(φ)
∑

λ,φ

I1
j (λ, φ)

[

I1
i (λ, φ) − I2

i (λ, φ)
]

∆δi∆δj.

(5.5)

5.2 Výsledky źıskané pomoćı inverze

Jak bylo zmı́něno v kapitole o výpočetńım modelu, povrch hvězdy jsem rozdělil na elementy
po 5◦ v úhlové š́ı̌rce i délce. Celkový počet povrchových element̊u je 2522. Matice soustavy
je tedy poměrně velká, nicméně má blokovou strukturu a většina prvk̊u je nulových.

Při stejné hodnotě v sin i je tato matice v př́ıpadě, že zanedbáme okrajové ztemněńı,
shodná pro libovolnou konfiguraci skvrny. Popisuje totiž geometrii problému a nezáviśı na
tvaru vstupńıch profil̊u. To samé ale neplat́ı pro pravou stranu. V té vystupuj́ı vstupńı
data (viz 5.5) a je tedy nutné poč́ıtat j́ı pro každý př́ıpad znovu. Jako vstupńı data sloužily
vypočtené profily, v tomto př́ıpadě opět bez degradace šumem.

Bohužel výsledky této metody nenaplnily očekáváńı. Nepodařilo se numericky korektně
vyřešit danou soustavu, resp. nalezené řešeńı bylo zcela nesprávné. Neznamená to ovšem, že
je tato metoda nevhodná pro použit́ı k řešeńı zadaného problému. Jen je nejsṕı̌s náročněǰśı
odladit ji do podoby použitelné k reálnému nasazeńı. Jej́ı teoretické pozad́ı je dobrým
základem pro daľśı vývoj, který ale přesahuje rámec této práce. Na obrázku 5.1 je źıskaná
mapa povrchu mapované hvězdy (poč́ıtáno pro v sin i = 50,6 km · s−1). Vstupńı data byla
poč́ıtána pro kruhovou skvrnu o poloměru 30◦ lež́ıćı na souřadnićıch ϑS = 60◦, ϕS = 180◦.
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Obrázek 5.1: Na horńım grafu je schematicky znázorněna poloha a velikost skvrny, pro
kterou byla poč́ıtána vstupńı data. Na spodńım grafu je zrekonstruovaná mapa povrchu
źıskaná pomoćı inverze spektrálńıch profil̊u. Ve stupńıch šedi nejsou vyneseny př́ımo hod-
noty α, ale jsou naškálovány. V každém př́ıpadě nelze tvrdit, že by se na takto spoč́ıtané
mapě povrchu nacházely nějaké struktury odpov́ıdaj́ıćı horńımu grafu.
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Závěr

Diplomová práce se věnuje dopplerovskému zobrazováńı povrchu chemicky pekuliárńıch
hvězd, na kterém pozorujeme skvrny se zvýšenou, nebo sńıženou abundanćı některých
chemických prvk̊u. Pro tyto účely byly v rámci práce vyvinuty a samostatně implemen-
továny dvě metody: metoda př́ımého zobrazováńı a formalismus pro řešeńı inverze spek-
trálńıch profil̊u.

Metoda př́ımého zobrazováńı je založena na minimalizaci odchylek pozorovaných (vstup-
ńıch) a modelových dat. Tuto minimalizaci lze provést se znalost́ı některého z parametr̊u
modelu (v našem př́ıpadě jsem provedl redukované minimalizace se znalost́ı úhlové délky
skvrny ϕS, nebo jej́ıho úhlového poloměru ρS), nebo zcela obecně. V př́ıpadě těchto reduko-
vaných minimalizaćı (at’ již s předem známou hodnotou ϕS nebo ρS) se ve většině př́ıpad̊u
podařilo dosáhnout spolehlivých výsledk̊u. Metoda nevede k věrohodným výsledk̊um při
identifikaci skvrny o malém úhlovém poloměru zhruba 15◦ a menš́ı. Dá se rovněž před-
pokládat, že při nižš́ı kvalitě dat (nižš́ı rozlǐseńı ale hlavně vyšš́ı mı́ra šumu) by limitńı
úhlový poloměr skvrny, kterou je možné pomoćı př́ımého zobrazováńı diagnostikovat, ještě
vzrostl. Pro větš́ı skvrny ale prob́ıhá tento algoritmus bez větš́ıch problémů.

Dále se podařilo potvrdit, že pro dopplerovské mapováńı nejsou vhodné hvězdy se
sklonem rotačńı osy bĺızkým 90◦. Pokud je na povrchu takové hvězdy pouze jedna skvrna,
pak neńı možné ze spektroskopie určit, na které polokouli se nacháźı. V př́ıpadě, že bychom
pozorovali skvrn v́ıce (na severńı i jižńı hemisféře), mohli bychom dostat zcela nesprávné
výsledky.

Interpretace výsledk̊u obecné minimalizace je komplikovaněǰśı. Pr̊uběh χ2 je ve tř́ı-
rozměrném konfiguračńım prostoru zřejmě mnohem složitěǰśı, než by se dalo vyvozovat
z jej́ıho tvaru při redukovaných minimalizaćıch. Byl zjǐstěn častý výskyt lokálńıch minim,
které zkreslovaly výsledky. Zaj́ımavé je, že zat́ımco hodnotu úhlové délky středu skvrny ϕS

se téměř vždy podař́ı nalézt správnou, u š́ı̌rky ϑS je rozptyl jej́ıch hodnot výrazně vyšš́ı.
Podobně jako v př́ıpadě asi všech minimalizačńıch postup̊u ve fyzice, je velmi d̊uležité
správně zvolit počátečńı odhad parametr̊u. Je proto vhodné źıskat např́ıklad odhad hod-
not hledaných parametr̊u źıskaný jinou metodou. Důležité je zmı́nit, že i když modelované
profily poměrně dobře souhlaśı s vstupńımi daty, nalezené řešeńı nemuśı být správné. Proto
je nutné být při interpretaci určených hodnot parametr̊u opatrný a při aplikaci př́ımého
zobrazováńı na reálná data si uvědomovat limity této metody.

Druhou studovanou metodou je metoda založená na inverzi spektrálńıch čar. Podařilo
se vytvořit formalismus pro popis použitého modelu, který je konzistentńı s modelovými
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výpočty čar. Jde o variačńı metodu, která převád́ı minimalizačńı problém na řešeńı soustavy
lineárńıch rovnic. Bohužel se nepodařilo źıskat pomoćı této metody smyslupné výsledky.
Nelze ovšem ř́ıci, že popsaná metoda je pro výpočet zcela nevhodná. Pouze by bylo potřebné
provést jej́ı detailněǰśı analýzu a navrhnout jiné numerické postupy, které by měly být
schopné poskytovat použitelné výstupy.
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