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Anotace

Dopplerovské zobrazovani (nebo téz tomografie) je nepitimou metodou mapovani povr-
chovych struktur hvézd a jinych vzdalenych astrofyzikdlnich objetku (napt. akrecnich
disku). V pripadé hvézd je mozné detekovat povrchové skvrny (jejich velikost a rozlozeni na
povrchu) a to jak skvrny sluneéniho typu (u chladnych hvézd) nebo skvrny s neobvyklym
chemickym slozenim (u chemicky pekulidrnich hvézd). Pravé mapovani nehomogenit na
povrchu chemicky pekulidrnich hvézd je cilem této prace.

Metoda je zalozena na principu Dopplerova jevu, pfesnéji na skutecnosti, ze jednotlivé
body na povrchu rotujici hvézdy mohou mit v dany okamzik ruznou radialni rychlost a tedy
i vilnova délka zareni, které k nam od tohoto bodu ptichézi, je ruzné posunuta. Pokud se na
povrchu hvézdy vyskytuje nehomogenita, tak na profilu spektralni ¢ary vznikne nerovnost,
kterd se béhem rotace hvézdy po profilu premistuje. Pomoci profilii ziskanych béhem celého
rotacniho cyklu je mozné zpétné zrekonstruovat rozlozeni skvrn na povrchu.

V praci jsou pouzity dva pristupy. Prvni z nich je tzv. piimé zobrazovani, které je
zalozeno na hledani modelovych profili, které se nejméné 1isi od pozorovanych. Je disku-
tovano, pro které konfigurace je tato metoda pouzitelnd a kdy naopak nedava spravné
vysledky. Déle je vyvinut a popsan formalismus, ktery umoznuje provést rekonstrukci
povrchu pomoci inverze spektralnich profili. Bohuzel se nepodarilo touto metodu ziskat
spravné vysledky, jeji vyladéni by znamenalo dalsi vyzkum nad ramec této prace.

Abstract

Doppler imaging (or tomography) is indirect method for mapping of stellar surfaces and
surface structures of other astrophysical objects (e.g., accretion discs). It allows to recon-
struct surface spots (their sizes and distribution) on both cold stars (solar-like spots) and
hot stars (abundance inhomogeneities). The aim of this thesis is to describe mapping chem-
ical inhomogeneities on surfaces of chemically peculiar stars.

Doppler imaging is based on the Doppler effect. This means that Doppler shift of emit-
ted light incoming from different points on the surface of rotating star can be also different.
In case of surface inhomogeneity, resulting spectral line profile is not smooth, but contains
a bump, which is moving across the profile during rotation cycle.

The thesis deals with two various methods. The first one is based on minimization of
variation between observed and modelled spectral line profiles. This method is called direct
imaging. Advantages and disadvantages as well as suitability of this method for various
surface—spot configurations are discussed. The second is surface mapping based on inverse
of the line profiles. For this purpose theoretical inverse procedure was developed. However,
of testing this method did not provide reasonable results.
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Uvod

Zakladnim problémem astronomického a astrofyzikalnitho vyzkumu je fakt, Ze naprosta
vétsina objekt, které jsou cilem tohoto badani, lezi v nedosazitelnych vzdalenostech. Proto
je jedinym zdrojem informaci o téchto objektech svétlo, které k nam od nich ptichazi.
V ptipadé hvézd jsme limitovani jesté tim, ze vétSinu z nich neni mozné rozlisit jako plosné
objekty, ale jevi se jako bodové zdroje svétla. Na prvni pohled to tedy vypada, ze nase
moznosti jejich studia jsou zna¢né omezené. Opak je ale pravdou. Existuje fada nepiimych
metod, diky kterym muzeme tuto bariéru prekonat a dozvédét se o téchto zakladnich
kamenech vesmiru mnohem vice, nez se muze zdat.

Jednou ze zminovanych nepiimych metod je tzv. dopplerovské mapovani (nebo dopp-
lerovska tomografie). Umoznuje nam rekonstruovat rozlozeni hodnot vybranych veli¢in na
povrchu hvézdy na zakladé pozorovani jejiho spektra v ruznych rotacnich fazich. Je mozné
mapovat naptiklad chemické slozeni nebo povrchové magnetické pole. Cilem této prace je
navrhnout, popsat, implementovat a otestovat metodu, pomoci niz bude mozné mapovat
chemické slozeni povrchovych vrstev atmosfér skupiny horkych hvézd s nestandardnim
chemickym slozenim.

Dopplerovské zobrazovani se pouziva ale i pro dalsi druhy objektu, jako napiiklad
skvrny na povrchu chladnych hvézd a akreéni disky u interagujicich dvojhveézd. Jejich
detailni popis ale zasahuje mimo ramec prace, nebude jim tedy vénovana vétsi pozornost.



Kapitola 1

Chemicky pekuliarni hvézdy a
magneticka pole

1.1 Chemicky pekuliarni hvézdy a historie jejich ma-
povani

Chemicky pekulidrni (CP) hvézdy tvoii pomérné bohatou mnozinu horkych hvézd (hvézd
hlavni posloupnosti). Jejich oznaceni je dusledkem jejich podivnych — pekulidrnich spek-
ter, ve kterych je mozné pozorovat intenzivni ¢ary prvku, které se obvykle ve hvézdnych
atmosférach vyskytuji v mensim mnozstvi. Duvodem zvlastnich charakteru spekter muze
byt ale i kromé zvySené abundance nékterych prvku naopak abundance snizend. Efek-
tivni teploty chemicky pekulidrnich hvézd je mozné vymezit spodni hranici 6000 K a horni
30000 K (Mikulasek & Krticka, 2007).

Zajimavou skupinou téchto hvézd jsou magnetické CP hvézdy (oznac¢ované také mCP).
Tyto hvézdy vykazuji fotometrickou proménnost, stejné jako proménnost spektra a mag-
netického pole. VSechny tyto zmény jsou periodické a jejich periody se shoduji. To vedlo
tace (viz Stibbs, 1950). Podle této hypotézy neni rozlozeni chemickych prvku na povrchu
hvézdy rovnomérné, ale vyskytuji se zde skvrny s jejich zvySenou abundanci, jejichz roz-
lozeni muze (resp. v nékterych piipadech tomu tak je) souviset s globalnim magnetickym
polem hvézdy. Béhem rotace jsou na povrchu viditelné ruzné skvrny, coz zpusobuje vyse
zminénou promeénnost. Tento model se nazyva model sklonéného rotatoru. Predpoklad4,
ze rotacni osa, kterd nemusi byt kolméd na smér k pozorovateli, a osa magnetického pole
nejsou rovnobeézné.

Na zakladé modelu sklonéného rotétoru byl vytvoren v poloviné 20. stoleti (Deutsch
1958, 1970) prvni postup mapovani povrchovych nehomogenit pomoci proménnych profilu
spektralnich ¢ar. Slo o harmonickou analyzu spektralnich charakteristik jako je ekvivalentni
sitka a radidlni rychlost. Pojem dopplerovské zobrazovdni zavedl Goncharsky (1982), ktery
vybudoval formalismus pro inverzi proménnych rotacné rozsitenych profila. Tato metoda
a jeji modifikace byly pouzivany pro rekonstrukci povrchovych skvrn u chladnych hvézd



stejné jako u hvézd horkych. Z praci vénujicich se mapovani skvrn na povrchu chladnych
hvézdéch (zde se jedné o skvrny s rozdilnou teplotou, nikoliv chemickym slozenim) je mozné
zminit napiiklad Vogt & Penrod (1983), Vogt, Penrod & Hatzes (1987) nebo Kiirster
(1993). Pokud se podivame na studie tykajici se Ap hvézd, tak muzeme zminit ¢lanek
autorek Khokhlova & Ryabchikova (1975) nebo prehledovou praci Piskunova (1990) a
dalsi prace jiz zminénych autoru (Rice, 1996 a Hatzes, 1996). Existuje i tzv. magnetické
dopplerovské mapovéani (napt. Piskunov & Kochukhov, 2002), kdy lze ze zeemanovsky
rozstépenych spekter (pozorovanych pomoci spektrografu se Zeemanovym analyzatorem)
mapovat kromé distribuce chemickych prvka na povrchu hvézdy také lokalni magneticka
pole.

Mezi hvézdy, které byly mapovany patii dnes tii desitky zastupcu, z nichz pouze jedina
neni magnetickou hvézdou. Prvky, jejichz rozlozeni po povrchu se zkouma, jsou ty, u nichz
pozorujeme nejvetsi anomélie. Jsou to (podle Ryabchikova, 2003) helium (He) u heliové
slabych (He-weak) a silnych (He-strong) hvézd, kiemik (Si) a helium u kfemikovych hvézd
a kiemik, chrom (Cr), zelezo (Fe), vzacné zeminy u CrSi a Sr-Cr-Eu hvézd a nékteré dalsi
prvky. V piipadé kiemikové hvézdy 56 Ari se podafilo ziskat mapy povrchu v rozmezi let
1986 az 2001 (vice nez 5700 rotacnich cyklu) a rozlozeni nehomogenit na povrchu se béhem
této doby nezménilo (Ryabchikova, 2003). D4 se tedy ocekdvat, ze jsou tyto struktury sta-
bilni a v ¢ase se neméni. To je rozdil oproti chladnym hvézddm, mezi které patii i Slunce,
v jejichz pripadeé se pocet a rozlozeni skvrn méni v prubéhu cyklu aktivity.

Z vysledkti magnetické dopplerovské tomografie (Piskunov & Kochukhov, 2002) vyplyva,
ze v ptipadé mCP hvézd existuje korelace mezi strukturou magnetického pole a rozlozenim
povrchovych nehomogenit. Prvky jako He, Li, Cl, vzacné zeminy se koncentruji v blizkosti
magnetickych pélu a podél magnetického rovniku je mozné nalézt skvrny kysliku (O). Cr
a Fe se vyskytuji v mistech mezi pély a rovnikem, v tomto piipadé je spojeni s geometrii
magnetického pole méné prokazatelné. Existuji ale i prvky (Ca), které se na povrchu hvézd
vyskytuji bez zavislosti na magnetickém poli. Rozlozeni téchto nehomogenit (skvrn) musi
byt tedy zavislé i na jinych faktorech nez je konfigurace magnetického pole.

1.2 Chemické slozeni atmosfér CP hvézd, nehomoge-
nity na jejich povrchu

Vyskyt skvrn na povrchu, tedy chemickych nehomogenit v horizontdlnim sméru, muze sou-
viset s pritomnosti magnetického pole. Jaké jevy ale zpusobuji, ze atomy daného prvku
neklesnou do hlubsich vrstev atmosféry, nebo je naopak neodnese hvézdny vitr? Jakymi
mechanismy je zapticinéna nehomogenita pravé ve sméru vertikalnim?

U nékterych prvku, které se projevuji ve spektru, pozorujeme jejich rozdilnou abundanci
v ruznych optickych hloubkach. To se projevuje tak, ze neni mozné s jednou hodnotou abun-
dance namodelovat soucasné stied a kiidla ¢ary, které pozorujeme ve spektrech chemicky
pekuliarnich hvézd. Zaroven se lisi abundance téhoz prvku urcéena z jeho slabych a silnych
car. Vertikalni stratifikace abundance je pomérné slozity jev pro modelovani. Proto dnes



existuje pouze nékolik hvézd, pro které byl vertikalni prubéh abundance modelovan pro
vice nez jeden prvek. Ukazuji se rovnéz rozdily mezi jednotlivymi izotopy téhoz prvku.
Vertikalni stratifikace prvku je dusledkem dvou protichudnych jevi. Prvni z nich je gra-
vitacni usazovani, kdy v dusledku tihové sily céstice klesaji do nizsich vrstev. Druhym
podstatnym efektem je diftize pod vlivem zafivé sily. Zariva difize se v podstatné mite
vyskytuje pouze u hvézd s relativné vysokou efektivni teplotou a ovliviiuje pouze povr-
chové ¢asti hvézdy. U chladnych hvézd se uplatiuje ve vyssi mite konvekce, ktera neumozni
vznik zafivé difize. Naopak hvézdy s nejvyssimi efektivnimi teplotami (spektralni typ O)
chemickou pekuliaritu nevykazuji, protoze jejimu vzniku zabrani silny hvézdny vitr.
Nejdiive se podivejme na diftizi v pripadé nemagnetickych hvézd. Diftizi méame na
mysli vzajemny pohyb nékterych prvku vuci jinym. Nemagnetické horké hvézdy, které ro-
tuji relativné pomalu (ale dostateéné rychle pro dopplerovské mapovani) muzeme popsat
za predpokladu sférické symetrie. V piipadé téchto hvézd muze zpusobit difize vertikalni
stratifikaci jednotlivych prvki, ale muzeme ocekavat, ze se neprojevi v podobé povrchovych
(horizontélnich) nehomogenit. Koncentraci ¢; prvku ¢ muzeme popsat rovnici kontinuity

8Ci 0 .
0 (1.1

v niz vystupuje difizni rychlost, kterou muzeme prepsat (podle Babel & Michaud, 1991)

N dc;  Aim, OlnT
UD(Z)_Di{_aT—i_ T (grad;i_g>+a or +}

(1.2)

Ve vztahu 1.2 je D; diftzni koeficient, ktery zavisi na srazkovych uc¢innych prufezech a
na stupni ionizace prvku ¢. Je to prumeér diftiznich koeficieni pro jednotlivé ionizacni
stavy atomi. Clen s teplotnim gradientem odpovids za teplotni diftzi. Je ndsobeny fak-
torem «, ktery opét zavisi na srazkovych tcinnych pritezech. Nejdilezitéjsi clen, ktery
urcuje vysledné znaménko (a tedy smeér rychlosti vp(7)), je rozdil zafivého gyaq.; a tthového
zrychleni g. Pokud plati graay — ¢ > 0, pak se atomy vznasi, naopak pii graqi — g < 0
klesaji niz. A; je relativni atomova hmotnost vyjadiena v jednotkdch hmotnosti protonu
m,,. Pokud nedochézi ke ztraté hmoty, tak je stratifikace urcena vlivem gravitace, tlaku
zateni a konvektivniho promichavani. Zariva sila na jeden atom klesé s rostouci abundanci
daného prvku a je rovnéz v mens$i mite zavisla na abundanci jinych prvku. Pokud je v at-
mosfére hvézdy podstatny hlavné tlak zareni a gravitace, ustavi se rovnovaha mezi tthovym
a zarivym zrychlenim.

Pokud mé hvézda dostatecné silné magnetické pole, dojde k nékolika zménam. Mag-
netické pole mé vliv na drift ionizovanych ¢astic. Diftizni koeficient pro pohyb ve sméru
kolmém na magnetické silocary je snizen v zavislosti na velikosti indukce pole a naboji
castic (Michaud, Megessier & Charland, 1981). V dusledku tohoto jevu muze dochézet ke
driftu iontu podél magnetickych silocar. Magnetické pole ovliviiuje i zarivé zrychleni, které
vznikd hlavné v dusledku absorpce zateni v ¢arach. U nich muze dojit k rozstépu v dusledku
sejmuti degenerace energiovych hladin. V dusledku toho muze zafivé zrychleni vyrazné
vzrust (Borsenberger, Michaud & Praderie, 1981; Alecian & Stift, 2002). Pfitomnost mag-
netického pole muze ovlivnit i konvekci. Ta muze byt potla¢ena vertikalnim polem a to i pii



relativné nizkych hodnotédch magnetické indukce zhruba 10 kG (Balmforth a kol., 2001).
Konvekce nemusi byt potlacena na magnetickém rovniku, ale muze zde dojit ke stabilizaci
turbulentnich pohybu nad konvektivni zénou. Vysledkem pusobeni magnetického pole na
vysSe zminéné procesy je poruseni sférické symetrie difize a vznik nehomogenit chemického
slozeni na povrchu. Rovnéz vertikalni stratifikace se 1isi od hvézdy bez magnetického pole.

Pti zapocteni vlivu magnetického pole na stratifikaci prvki v atmosféie (at uz vertikdln{
nebo horizontélni) je mozné modelovat pozorované skvrny na povrchu téchto mCP hveézd.
Jde o velmi jednoduché modely, které popisuji magneticka pole mCP hvézd pomoci dipélové
aproximace (Turcotte, 2003). Nejprve se zaméime na magnetické pély. Tam jsou silocary
kolmé na povrch hvézdy a dochazi tedy k potlaceni konvektivnich proudéni. Naopak tnik
hmoty z povrchu prostrednictvim hvézdného vétru neni nijak brzdén. Podobna rychlost
ztraty hmoty se pozoruje i u nemagnetickych hvézd spektrdlni t¥idy A. Konvekce v téchto
oblastech je srovnatelna s konvekci u nemagnetickych HgMn hvézd. Vertikalni stratifikace
je zde urc¢ena mirou ztraty hmoty a zarivou diftzi. Helium, které je jen minimélné zarive
urychlovéno, klesd do nizsich hloubek (Vauclair, Dolez & Gough, 1991). Neékteré ostatni
prvky jsou odndseny hvézdnym vétrem, zatimco jiné se hromadi v oblastech formovani
spektralnich car.

Nyni se soustfedme na region v blizkosti magnetického rovniku. Zde jsou magnetické
indukéni ¢ary rovnobézné s povrchem hvézdy, takze pole nebrani konvekci ale naopak
zde nedochédzi uniku latky prostiednictvim vétru. Konvekce u téchto horkych hvézd ale
zdaleka neprobihd v takové mite jako napiiklad u Slunce. Oblasti nad touto konvektivni
slupkou zde stabilizuje magnetické pole a muze zde dochétet k vertikalnimu rozvrstveni
jednotlivych chemickych prvku. Vysledkem téchto procesu je vytlaceni prvku, které nej-
sou zatrive urychlovany (He, O) z oblast{ blizko magnetického rovniku a kumulace prvkd,
které zarive urychlovany jsou, v téchto magnetickych kapsach, kde pak pozorujeme jejich
zvySenou abundanci.

V oblastech, kde se vyskytuje velké mnozstvi neutralnich atomu (tj. ¢astic bez naboje),
je situace mnohem komplikovanéjsi. U nékterych prvku, jako je napiiklad Si, dochazi
k zarivému vyzdvizeni jeho neutralnich atomu, zatimco ionizovany kiemik ztstava v nizsich
vrstvach. Magnetické silo¢ary pak zamezi uniku neutralniho kiemiku z povrchu hvézdy a
ten pak muze vytvorit pas okolo magnetického rovniku. Na obrazku 1.1 je zobrazena hvézda
HD 37776, jejiz mapovani provedla Khokhlova a kol. (2000). Jde o rozlozeni helia a kfemiku
na jejim povrchu. Obrézek je prevzat z clanku Krticka a kol. (2007).
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Obrazek 1.1: Na obrazku je hvézda HD 37776. Khokhlova a kol. (2000) mapovali rozlozeni
helia a kfemiku na jejim povrchu. Odstiny cervené je vyznacena abundance He a na modrém
panelu pak Si. Hvézda je zobrazena v nékolika fazich béhem celého rota¢niho cyklu. pol
hvézdy je vyznacen ¢ernym kiizkem. Obrazek je prevzat z Krticka a kol. (2007).
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Kapitola 2

Rozsireni spektralnich car

2.1 Mechanismy zpusobujici rozsifeni car

Profily car, které pozorujeme ve spektrech hvézd jsou formovany mnoha mechanismy. V je-
jich dusledku nejsou spektralni ¢ary nekonecné tenké, ale zasahuji do sirsiho intervalu vl-
novych délek. Proto se mluvi o mechanismech zpusobujicich rozsiteni car. Pfi popisu téchto
mechanismu jsem vychéazel predevsim z Rutten (2003).

Prirozené rozsireni

Z4dné spektralni ¢dra nemuze mit nulovou &fiku. Tato skuteénost vychdzi ze zdkladu kvan-
tové mechaniky. Doba existence excitovanych stavu v elektronovém obalu je ddna stati-
stickou rozdélovaci funkei a z Heisenbergovy relace neurcitosti svazujici dobu existence
kvantového stavu s jeho energii plyne rozmazani energiovych rozdilu jednotlivych hladin.
Tomuto mechanismu se ik pfirozené rozsireni. Oznacme si 4*#4 pravdépodobnost deexci-
tace pro dvouhladinovany atom v excitovaném stavu vztazenou na jednotku ¢asu. Stiedni
doba existence tohoto stavu je tedy At = 1/4*4. Neurcitost energie bude tedy AE = 5

2wAt”
Ptirozené rozsiteni je popsano tzv. Lorentzovym profilem se sttedem v klidové frekvenci v

,Yrad/4ﬂ_2
v =) + (7/4m)”

(v — 1) = (2.1)

pro ktery plati [~ (v —1p) dv = 1. Pomoci symbolu (v — 1) obecné oznacujeme profil
emisni. V tomto pripadé tak budeme znacit i absorpéni profil, protoze maji stejny tvar.

Rozsireni tlakem

Dalsim mechanismem formujicim tvar profilu je je rozsiteni tlakem (nebo srazkami). Je
zpusobeno srazkami vyzatujicich ¢astic v atmosfére a tedy jejich coulolombovskymi inte-
rakcemi. Pro jeho popis slouzi dva ptistupy. Prvni je impaktni aproximace. Popisuje rychle
se pohybujici ¢astice, které narazi do vyzatujiciho atomu. Jde hlavné o volné elektrony, ale
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tento popis je mozné pouzit i pro srazky s atomy neutralniho vodiku. Tvar profilu je opét
Lorentzovsky, jen je parametr 44 zvysen o v°°' odpovidajici srdzkdm. Podivejme se nyni
na kvazistatickou aproximaci. Ta popisuje srazky s velkym mnozstvim pomalych ionti nebo
protonu. Jejich hustota definuje elektrické pole, které ovliviiuje vazané stavy vyzafujicich
atomu. Tvar tohoto profilu se od Lorentzova lisi. Podivejme se tedy nyni jednotlivé typy
tlakového rozsiteni. Zavedeme si interakéni konstantu C,

C, AF

== Av (2.2)
a r jako vzdélenost nejvétsiho priblizeni interagujicich éastic (pfi uvazovani impaktni apro-
ximace) nebo vzdalenost nejblizsiho sousedniho iontu (pokud pracujeme s kvazistatickou
aproximaci). Exponent n pak urc¢uje rychlost poklesu rozsifeni ¢éry s rostouci hodnotou r.

Linearni Starkav jev Pro tento druh rozsiteni je n rovno 2. Uplatnuje se zejména u car
H I (se stdlym dipélovym momentem) a vysvétluje jejich velkou sitku ve spektrech
horkych hvézd. Déle hraje roli u ¢ar He I1. Je zpusoben srazkami s elektrony a protony.
Starkovof rozsiteni je zpusobené srazkami s protony. Energiové hladiny H T jsou
v dusledku jejich elektrického pole rozstépené na vice slozek. Rozdil jejich vlnovych
délek je umérny intenzité tohoto pole. Vysledkem pusobeni mnoha interagujicich
¢astic v ruznych vzdalenostech je Holtsmarkuv profil.

Rezonancni rozsiteni Jde o interakci neutralnich atomu vodiku mezi sebou, jejiz inten-
zita klesd umeérné s tfeti mocninou vzdalenosti (n = 3). Uplatiuje se napiiklad u cary
Ha ve spektru Slunce.

Kvadraticky Starkav jev n je v tomto pripadé rovno 4. Jedna se o srazky s elektrony a
ionty. Hraje roli u atomu bez dipélového momentu. Srazky probihaji rychle, je tedy
platnd impaktni aproximace a vysledny profil je opét lorentzovsky. K parametru v*#4
se zde pricita dalsi ¢len 4. Toto rozsiteni zpuspbené srazkami s elektrony se projevuje
u atomu ruznych od vodiku v prostiedi s vysokou elektronovou hustotou a nizkou
koncentraci neutralniho vodiku.

Van der Waalsovo rozsiteni Tento efekt s n = 6 muzeme nalézt u chladnych hvézd
a je zpusoben vzajemnymi srazkami atomu neutralniho vodiku. Muzeme ho popsat
impaktni aproximaci a vysledny profil je tedy opét lorentzovsky. Podobné rozsiteni
se vyskytuje i u jinych nez vodikovych atomu (napf. He II). Casto se ale namisto
modelovani samostatného rozsiteni pro tyto atomy zapocitd tento efekt jako vétsi
Van der Waalsovo rozsiteni vlivem sréazek neutralniho vodiku.

Dopplerovské rozsireni
Doppleruv posun vlnové délky nebo frekvence je zpusoben pohybem vyzafujici Castice
vzhledem k pozorovateli, tedy je-li radialni rychlost & ruzna od nuly. Pak pro £ < ¢ plati
A\ A
ar_ ar_ £ (2.3)

A v c
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Pro termalni pohyb ¢astic v atmosfére hvézdy se velikost radidlnich rychlosti fidi Maxwe-
llovym rozdélenim

2 2kT
*5 /50 d - .
60\/_ é 50 m ) (2 4)

kde n(§) je pocet ¢astic pohybujicich se rychlosti £ a N celkovy pocet ¢astic. Vysledny
profil ¢ary m& potom tvar Gaussovy funkce

O g _

1
(v —1y) = e O N %Vo- (2.5)

\/7_TAUD
Voigtav profil

Pokud budeme brat v potaz ptirozené rozsiteni spolu se srazkovymi ve formé Lorentzova
profilu a dopplerovské rozsiteni v dusledku termélniho pohybu, pak je vysledny profil
spektralni ¢ary vysledkem konvoluce téchto dvou profilu (Lorentzova a Gaussova). Popisuje
ho Voigtova funkce

H(a,v)
— = —F. 2.6
ol =) = ) (2.6
Symbolicky zapis H(a,v) muzeme rozepsat (véetné vyznamu jednotlivych clenu)
How = [ o)
a,v) = — — :
’ 7)oyt
£ Ao
= 2 2.8
— A=A
P V—1 _ O’ (2.9)
AVD A)\D
v Ay
= = 2.10
@ AtAvp  4dmc ANp’ ( )
kde A\p = & > X\o- Mizeme rovnéz pouzit aproximativni tvar
H(a,v) me™ + —— (2.11)
a,v) e :
) UQﬁ’

ze kterého je patrné, ze ve stfedu cary se profil blizi gaussovskému a v kiidlech naopak
lorentzovskému profilu.

2.2 Rotacni rozsireni spektrélm’ch car

VVVVVV

rotacni dopplerovske rozsiteni, diky kterému je mozné pro rychle rotujici hvézdy pouzit
metody dopplerovského mapovani. Podivejme se tedy, jak rotace hvézdy deformuje tvar
spektralnich ¢ar. VSechny vypocty probihaji za predpokladu, ze hvézda méa sféricky tvar
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(neni rotacné zplostéld) a rotuje jako tuhé téleso. I kdyz tyto podminky nebyvaji v pripadé
skutecnych hvézd splnény, jde o dostacujici aproximaci. Postup pii odvozeni rozac¢niho
rozsiteni spektralnich profilu je prevzat z Gray (1992).

Pro odvozeni tvaru rotacné rozsitenych c¢ar budeme pouzivat dvé souradné soustavy.
V prvni z nich (z,y, z) sméfuje osa = k pozorovateli a osy y a z definuji rovinu kolmou na
smér k pozorovateli. Druhd soustava (2,1, 2') je oproti prvnf otocend kolem osy y o tihel
rovny doplitku sklonu i do 90° a jeji osa z' splyvé s osou rotace hvézdy. Definice téchto
soutadicovych soustav je zobrazena na obrazku 2.1.

Obrézek 2.1: Definice soutadnic pouzivanych pii popisu rotaéniho rozsiteni car

Nechdme tedy hvézdu rotovat s ihlovou rychlosti € = (€2, Q,, €2,), jejiz slozky jsou rovny

Q, = Qcosi,
Q, = 0,
Q, = Qsini.

Pro rychlost bodu na jejim povrchu uréeného vektorem R = (z,y, z) pak plati
v=0Q xR. (2.12)
Prumét rychlosti v do sméru k pozorovateli, tj. v,, je tedy roven

vy = 28y, — yQl, = 2Q, — yQsini = —yQsing. (2.13)
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To je prvni dulezity zavér. Je totiz vidét, ze body na disku hvézdy se stejnou hodnotou
soufadnice y maji zaroven stejnou radialni rychlost a tedy i stejny Doppleruv posun stiedu
spektrélnich ¢ar (vice na obrézku 2.2). Doppleruv posun muzeme popisovat i pomoci jinych
nez délkovych jednotek. Misto nich pouzijeme jednotky radidlni rychlosti. V pripadé, ze
se stied hvézdy vzhledem k pozorovateli nepohybuje, tak je radidlni rychlost ve stiedu
cary rovna nule. Od stiedu ¢ary smérem ke kratsim vlnovym délkam radidlni rychlost
klesa, smérem k delsim vlnovym délkdm naopak roste. Jeji absolutni hodnota je pro stejné
vzdalenosti od stfedu ¢ary obéma smeéry stejnd. Pi pouziti této notace muzeme Doppleruv
posun prepsat takto

AN = —v, = —yQsini. (2.14)
A\ dosahuje svého maxima AA; proy = R
AN, = RQsini = vsing, (2.15)

kde v je rotacni rychlost. Pro tok F plati
F, = 7{[,, cos f dw. (2.16)

I, nyni z4visi na Dopplerové posunu. Piepiseme-li si ted dw = dA/R?, kde A je prirtstek
povrchu, ktery normujeme polomérem hvézdy R. Vratme se ale k nasim piivodnim souiad-
nicim a pomoci dydz = dA cos 6 dostaneme

F // dydz' (2.17)

Dale si definujeme funkeci H () jako podil specifické intenzity a specifické intenzity v kon-

tinuu
HO = 1L,()/LV). (2.18)
Analogicky pro podil toku plati

F,  $H(N)I cosfdw
F. § 1. cosfdw

(2.19)

Pokud H () nezévisi na poloze na povrchu hvézdy, potom se dé vztah 2.19 zjednodusit do

podoby
F,/Fe=H(N). (2.20)

Pokud ale hvézda rotuje, pak se ve vyjadieni F, objevi Doppleruv posun
F, = %H()\ — AN)I. cosf dw. (2.21)

Nyni si prepiSeme rovnici 2.21 do tvaru rovnice 2.17

dude [ ANAN =y/R | _
Fv= //HA AN R _’dA)\/A/\L:dy/R =

dz dAX
= H A — AN Ic— .
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Integracni meze druhého integralu jsou rovny

1/2

2 = (R2 _y2)1/2 — R

(AN
AN

Gan) = L doa Led/R AN < AN
( )_A)\Lflccosedw’ proAAl < b

G(AX) =0, pro|AXN > AXp,

Definujeme si funkci G(AN)

(2.23)

ktera je pro |[AA| > AXj rovna 0. Nyni se dostavame k dalsimu velmi dulezitému zavéru.
Muzeme totiz prepsat podil toku a tedy i normovany profil spektralni ¢ary

% = / Z H(A = ANG(AN) dAX = H()) ® G(A) (2.24)

jako konvoluci profilu nerotujici hvézdy s rotacnim profilem (je pouzita notace G(\) =

G(AN)).

Nyni se podivejme na kvantitativni popis rotaéniho profilu G(X). Disk hvézdy nezaii
rovnomeérné, ale jeho jas klesd smérem od jeho sttedu k okraji. To muzeme pozorovat
napiiklad u Slunce, ale ani v ptipadé hvézd, které se jevi jako bodové zdroje, neni mozné
tento efekt zanedbat. Jde o tzv. okrajové ztemnéni (limb darkening) a popisuje se obvykle
pomoci podilu specifické intenzity v daném bodé na disku ku specifické intenzité uprostied
disku. Stred disku je bod, ve kterém je 1thel 8 mezi normalou k povrchu a smérem k po-
zorovateli nulovy. Pro popis okrajového ztemnéni zvolime nésledujici aproximaci

I.JI? =1— ¢+ ecosh. (2.25)

V této rovnici vystupuje koeficient okrajového ztemnéni e, ktery je ve skutecnosti funkci
vlnové délky. Méni se ale jen pozvolna, takze je mozné povazovat ho v rozsahu vlnovych
délek jedné spektralni cary za konstantni. Kosinus ihlu normély k povrchu a sméru k po-
zorovateli se také casto prepisuje jako cosf = p. Toto znaceni bude pouzito i v dalsich
kapitoldch této prace. Podivejme se nyni, jak vypadd ¢len ¢ I.cosfdw z rovnice 2.23.
S pouzitim zavislosti 2.25 dostaneme

cost = p

w/2
B 0/1 . . _
%[ccosﬁdw—%r/o I)(1—€e+ecosf)sinfcosfdl = Csin0do = dy | =

1 1 1
=27 ]! [/ ,udu—e/ udque/ qu,u}:
0 0 0

:WI£(1—§>.
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Nyni se podivejme na ¢len fil I.dz/R 7z téze rovnice (s pouzitim tabulkového integralu

/ I.dz/R =
—z1

=2I9(1 — €)[1 — (AN/ANL)? Y2 + %wdg[l — (AN/ANL)Y.

cost = [R? — (2 + 22)]"* /R
[(A? = 2212 dz = L[2(A? — 2%)Y2 + A%sin™ ! (z/A)]

A nyni uz mame vse potiebné pro vyjadieni funkce G(A),
2(1 = €)[1 — (AN/AXL)MY2 + Lre[l — (AN/AN)?

AN (1 — ¢/3) - (2.26)
= Cl[]_ — (A)\/A/\L)Q]l/Q + 62[1 — (A/\/A)\L)Q]

G\ =

AM\|= konst.

Obréazek 2.2: Na tomto obrazku je schematicky znazornén disk pozorované hvézdy spolu
se souradnymi osami. Jak bylo ukédzano, hodnota Dopplerova posunu stiedu ¢ary zavisi
pouze na soufadnici y. Tyto body na disku tedy tvoii svislé usecky. U skutec¢nych spek-
troskopickych méfeni jsme ale omezeni rozliSovaci schopnosti detekéni soustavy a namisto
tsecky jsou body se stejnym posunem shroméazdény ve svislém pasu (na obrazku je sym-
bolicky vyznacen Sedou barvou). Cim vyss je rozliseni spektra, tim je ale tento pés uzsi a
blizi se idealnimu pfipadu.

Pokud zanedbdme okrajové ztemnéni, tj. € = 0, tak druhy ¢len v rovnici 2.26 bude roven
nule a G(AM) bude rovnice elipsy, coz je ukdzano i na obrazku 2.3, kde je vynesena funkce
G(AN) pro € = 0,6 (prvni a druhy ¢len, jejich soucet).
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Obréazek 2.3: Na obrazku jsou vyneseny tvary ktivek pouzivanych pro vypocet rota¢niho
profillu. Tvar vysledného rota¢niho profilu G(AMN) je vykreslen plnou ¢éarou. Teckovanou
carou je vykreslen prvni ¢len z rovnice 2.26 (ma tvar elipsy, jak je uvedeno v textu),
carkovanou potom clen druhy. Koeficient okrajového ztemnéni e byl zvolen 0,6.
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Kapitola 3

Zakladni model pro vypocty

3.1 Souradnice popisujici povrch hvézdy

Na obrazku 3.1 jsou vyneseny vSechny potiebné informace, které budeme pouzivat v této
kapitole. Zacnéme ale nejprve fundamentalni definici soutadnic, které popisuji povrch
hvézdy. Podobné jako na zemském globu, muzeme definovat i na povrchu hvézdy thlové
soutadnice korotujici spolu s hvézdou. Méjme tedy obdobu zemské zemépisné sitky (déle
jen sitka) ¥ a zemépisné délky (dédle opét jen délka) ¢. Pomoci nich lze snadno popsat
polohu bodu na povrchu, kdyz zname polomér hvézdy. Ten budeme znacit R. Z téchto
sférickych souradnic muzeme ptejit do souradnic kartézskych

x* = Rsin v cos p,
y* = Rsindsin ¢, (3.1)
¥ = Rcosd.

V soustavé (¢, ¢) budeme popisovat i polohu povrchovych skvrn. V nasem zjednoduseném
piipadé se budeme zabyvat skvrnami kruhového tvaru. Geometrii skvrny na povrchu
hvézdy (ve vétsiné pripadu bude na povrchu hvézdy pouze jedna skvrna) muzeme po-
psat trojici ¢isel. Jsou to uhlové soutadnice stiedu skvrny (Sitka g a délka pg) a jeji
uhlovy polomér pg.

Vedle soutadnic korotujicich spolu s hvézdou budeme pouzivat i souradnou soustavu
spojenou s pozorovatelem. Tu zavedeme pomoci veliciny faze f, jejiz hodnota se pohybuje
v intervalu [0, 1] a urcuje, v jakém okamziku rotacniho cyklu se hvézda nachdzi. Uhel Y je
v této soustavé nahrazen tthlem ¢, pro néjz plati

p=qp+2nf.
Méme tedy sférickou soustavu (¢, ¢) a kartézskou (z',y', 2")
2 = Rsind cos ¢,
y = Rsindsin ¢, (3.2)
z = Rcos?.
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Obréazek 3.1: Soutadnice pouzité v numerickém modelu pro vypocet profila spektralnich
car. Sklon rotacni osy hvézdy je i. Na povrchu je jedna kruhové skvrna popsana dvojici
soufadnic a thlovym polomérem vg, vg, ps.

Posledni pouzivanou soustavou je kartézsky souradny systém (z,y, z), jehoz osa y splyva
s osou y , osa x sméiuje k pozorovateli a tihel mezi nf a osou 2’ je zaroven sklon rota¢ni osy
hvézdy i. Jeji hlavni tcel tkvi v tom, ze umoznuje snadno rozhodnout, zda je bod P v dany
casovy okamzik (v dané fazi) na viditelné hemisfére. Pokud ano, tak je jeho souradnice x p
nezaporna. V pripadé, ze je ¢ = 90°, pak tato soustava splyva se soustavou (a:', v, z/).

3.2 Radialni rychlost, vypocet profilu spektralni cary

Dopplerovskd tomografie je postavena na faktu, ze ruzné body na povrchu hvézdy maji
ruznou radidlni rychlost. Ve skutecnosti neni rychlostni pole tolik obecné a body se stej-
nou soufadnici y na viditelné polokouli maji i stejnou radidlni rychlost, jak bylo ukazano
v predchozi kapitole. Méjme tedy na povrchu hvézdy bod se soutadnicemi ¢, ¢. Jeho radialni
rychlost je dana vztahem

2
vr(V, ¢) = %Rsinﬁsin¢sini. (3.3)

P v predchozim vztahu je rota¢ni perioda a vyraz %’TR udava rovnikovou rotaéni rychlost
v a jeji prumét do sméru k pozorovateli vsini je jednou z dulezitych spektrdlnich charak-

teristik rotujicich hvézd. Pokud je Ay laboratorni vinova délka stfedu spektralni cary, pak
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je Dopplerovsky posunuta vinova délka téze cary z povrchu hvézdy

vgr(V,
Nor(9,6) = Ao (1 + @) . (3.4)
V kazdém bodé povrchu hvézdy je stied spektralni ¢ary posunuty podle vztahu 3.4. Vysled-
ny profil je pak dan integralem lokalnich profila H (A, AX(Y, ¢)) pres viditelnou hemisféru
hvézdy

Fl/
- /ViSH(A,A)\(f}, ¢))dS = /ViSH()\, AN, ¢)) cos 0 dS. (3.5)

V oblastech hvézdy, které se k nam priblizuji, jsou lokdalni profily posunuté smérem ke
kratsim vlnovym délkam, zatimco v oblastech vzdalujicich se od nés, jsou profily posunuté
k delsim vlnovym délkam. Vysledkem integrace 3.5 je rozsiteny profil charakteristického
tvaru (viz déle).

V praxi se integral 3.5 poc¢ita numericky. Vypocet je vysledkem diskretizace vyse pop-
saného modelu sklonéného rotatoru. Cely povrch hvézdy se rozdéli na malé elementy, v je-
jichz sttedech se spocitaji hodnoty radialnich rychlosti, lokalni dopplerovské posuny a in-
tegrace se nahradi s¢itanim pres ty elementy, které se v dané fazi nachazeji na viditelné
polokouli.

Podivejme se nyni na pouzité déleni povrchu hvézdy. V praci jsem pouzil ekvidistantni
sit, kterd vznikne rozdélenim povrchu podle 9, ¢ s konstantnim krokem stejnym v obou
souradnicich. Jeji hlavni vyhodou je jednoduchd implementace. V literature (napf. Vogt,
dostatek mnou uvedené sité. To je proménnd plocha jednotlivych elementu, ktera dosahuje
maxima pro ¥ = 90° a smérem k pélum klesa. V uvedené praci autoti pouzili déleni, pro
néjz je plocha vsech povrchovych elementu ptiblizné stejna. Jeho implementace je ale mno-

Vratme se ale k vypoctu rotacné rozsireného profilu spektralni ¢dry. Po diskretizaci
dostaneme namisto integralu 3.5

% =D ) H(A AN, ¢)) R® cos 0 sin DAGAY
c 9 é
(3.6)
= ) H(AANW, ¢)) R psin DAGAD.
9 ¢

Integraci ptes viditelnou polokouli zajistime spravné zvolenou mnozinou 1, ¢, nebo ptecho-
dem ke kartézskym soutadnicim (z,y, z). Soutadnice x vSech bodu na viditelné hemisfére
dosahuje nezapornych hodnot. Dalsi moznost je néasledujici definice

- { cos @, pro 6 < 90°

0, pro # > 90° (3.7)
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3.3 Okrajové ztemnéni

Ve vztahu 3.6 byl zanedbén jeden dulezity efekt. Disk hvézdy (nejlépe je to patrné pii
pozorovéni Slunce) nezaii rovnomeérné, ale smérem k okraji je tmavsi. To je zpusobeno
tim, ze zareni, které k nam z ruznych mist disku pfichézi, vznika v ruznych optickych
hloubkach a tedy i v prostfedich s rozdilnymi teplotami. Tomuto jevu se fikd okrajové
ztemnéni a pii vypoctech profila jsem ho bral do tvahy (zanedbal jsem ho az pii vypoctu
inverze profilu v posledni kapitole). Okrajové ztemnéni je mozné popsat pomoci nékolika
ruznych aproximaci, z nichz zde popisu linearni pfiblizeni. Zavedeme si funkci okrajového
ztemnéni W (u), kterd je rostouci v pu = cosé

Wi(p)=1— €+ epu. (3.8)

Koeficient okrajového ztemnéni € je ve vypoctech zvolen 0,7. Po aplikaci tohoto efektu se
zméni vztah pro vypocet vysledného profilu do nésledujici podoby

% = 575 HOL AN, 6)W (1) B2 sin 9AGAY. (3.9)
c 9 ®

Na obrézku 3.2 je pak porovnéani profilu poc¢itaného se zanedbanim okrajového ztemnéni a
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Obréazek 3.2: Rotacné rozsitené profily. Plnou carou je vynesen profil bez okrajového
ztemnéni, ¢drkovanou pak s jeho zapoétenim. Podil /I, oznacuje intenzitu pozorovaného
zateni. Nejde tedy o specifickou intenzitu uvedenou v kapitole o vypoctu rota¢niho rozsiteni.
Vlnova délka stiedu ¢ary je 6400 A.

s jeho zapocitanim. Popis vypoctu vysledného tvaru rotacné rozsireného profilu nasleduje za
touto podkapitolou. Pokud nebude uvedeno jinak, jsou vSechny nasledujici profily pocitany
pro vsini = 50,6 km - s~
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3.4 Lokalni a vysledné profily, povrchové skvrny

Nyni se podivejme na jadro celého dopplerovského mapovani — povrchové skvrny. Jak jsem
jiz zminil vySe, omezime se na skvrny kruhového tvaru. V diskrétnim modelu je nutné
rozhodnout, zda bod na pouzité siti lezi uvnitt nebo vné skvrny. Pro body uvnitt skvrny
plati jednoduchd trigonometricka relace (viz Rektorys, 2000)

cos Vg cos ) + sin ¥g sin v cos(ps — @) > cos pg. (3.10)

V piipadé chemicky pekuliarnich hvézd jsou povrchové skvrny mista, kterd maji jiné
chemické slozeni nez okolni fotosféra. To se muze projevit zménou lokalniho profilu spek-
tralni ¢ary néjakého prvku. V. mém modelu jsem pouzil dva ruzné lokdlni profily. Hs pro
body uvniti skvrny a H; pro body vné. Oba profily jsou absorpéni a ve tvaru Gaussovy
funkee (jsou vykresleny i na obrézku 3.3) a jsou centrovany na Ao = 6400 A. Podobny popis
lokalnich profila byl pouzit napiiklad v Falk & Wehlau (1974).

_(=2g)?
Hl()\)zl—Al-e w1

_(=2g)?

HQ()\):l—AQ‘e w2

(3.11)

Hodnoty parametrii jsou A4; = 0,8, Ay = 0,1, w; =2-1072 m? a wy, = 1072 m?%
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Obrazek 3.3: Lokélni profily ¢ar pro skvrnu (¢drkované) a mimo skvrnu (plnou ¢arou).
Ted uz méme vsechny potiebné informace k tomu, abychom mohli poéitat vysledné rotacné

rozsitené spektralni ¢ary. Nejprve se podivejme na tvar vysledného profilu, ktery muzeme
srovnat s rotacnim profilem vypocéitanym pomoci konvoluce lokdlniho profilu spektralni
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¢ary s rotacnim profilem. Ten je vygenerovan programem ROTIN [18]. Oba vysledné profily
ukazuje obrazek 3.4. Na spodnim obrézku 3.4 je pak porovnani rota¢né rozsitenych profilu
pro ruzné rovnikové rychlosti. Na obou obrazcich jsou profily hvézd bez povrchovych skvrn.
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Obréazek 3.4: Na hornim panelu jsou vykresleny rotacné rozsitené spektralni profily. Plnou
¢arou je pocitany integraci pomoci mého programu pro vypocet car, profil vykresleny
carkované je vysledek konvoluce lokélniho a rota¢niho profilu poc¢itany programem ROTIN.
Na spodnim panelu jsou ukazany rotacné rozsitené profily v zavislosti na rychlosti rotace.
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Kapitola 4

Primé zobrazovani

Piimé zobrazovéani (Direct Doppler imaging) je jednou z metod mapovani rozlozeni skvrn
na povrchu hvézdy. Neni to ale feseni inverzniho problému. Je mozné ho provést diky silnym
omezujicim podminkam. Predpoklddame, ze mnozina feSeni je urcena nékolika parametry.
V nasem pripadé, kdy uvazujeme model hvézdy s jednou kruhovou skvrnou, jsou témito
parametry hlové soufadnice skvrny (g, ¢g) a jeji polomér pg. Budeme tedy hledat takové
hodnoty téchto parametri, pro které bude minimalni suma kvadrati odchylek vypocteného
vysledného souboru ¢ar (dale jen modelu) My z mnoziny modeli M od vstupnich dat D.
Tedy plati

Mo(g, 0. ps) € M9, ¢, p) — {X*(D, Mo(Js, ¢s, ps))} = min. (4.1)
Jde tedy o minimalizaci v konfigura¢nim prostoru R" (prostoru parametri), kde n je rovno
ttem. Jako vstupni data pro piimé zobrazovani jsou pouzity vypocitané profily se zadanou
kombinaci ¥g, ¢g, ps, zasumnéné aditivnim Sumem se stiedni hodnotou 0 a amplitudou
0,004 ziskanym pomoci generatoru pseudondhodnych ¢isel (viz obrazek 4.1).

Nejistota urceni vysledka pro redukované minimalizace

Presnost urceni hodnot parametru, které hledame, je dana presnosti nalezeni minima funkce
x2. Ta byla ve viech pifpadech pocitdna na diskrétni siti s krokem 5° pro ¥g a ¢g a krokem
2° pro pg. Jak ale bude videét, tak skutecné hodnoty parametri mohou lezet mimo chybové
rozsahy jejich nalezenych hodnot dané rozlisenim sité. Funkce x? bude v nésledujicich
pripadech vizualizovana jako 2D mapa, kde jsou jeji hodnoty reprezentovany stupni Sedé
a isoliniemi. Jejich absolutni $kdla neni podstatna (vesmeés se lisi pro ruzné situace), ale
tmavsi odstiny odpovidaji nizsim hodnotdm x? nez odstiny svétlé. Nejtmavsi misto pak
odpovidd minimalni funkénf hodnoté. Profily jsou poéitdny pro vsini = 50,6 km - s~

4.1 Minimalizace pro konstantni g

Pokud jeden z parametru nastavime na jeho spravnou hodnotu, pak se problém redukuje
na minimalizaci v prostoru s dimenzi o jedna nizsi. Podivejme se nyni na to, jak se zméni
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Obrazek 4.1: Ukazka syntetickych zasuménych dat slouzicich jako vstup pro minimalizace.
Jsou vynesena zelenymi kiizky. Cervenou ¢arou pak model bez Sumu pro stejné parametry
(vsini = 50,6 km - s71, bez skvrny na povrchu)

cary pri zméné ¢g. V pripadé, ze zbylé dva parametry zustanou stejné, tak jediné, k ¢emu
dojde, je posun profili ve fazi. Jejich tvar bude ale stejny. Proto ma smysl zabyvat se
pripadem, kdy je délka sttedu skvrny ¢g pevné zadana.

Parametr ¢g je tedy zafixovan na hodnoté 180°. Cilem je nalézt hodnoty zbyvajicich
parametri, tj. Jg a ps pomoci minimalizace x?(¥, p). Na nésledujicich stranich uvedu
vysledky numerickych experimentu pro nékolik typu povrchovych skvrn (ruzna poloha i
polomeér skvrny).

Mensi skvrna na rovniku (i = 90°)

Prvni pripad je hvézda se skvrnou o poloméru 20°, ktera lezi na rovniku (s = 90°). Rotacéni
osa hvézdy je kolma na smeér k pozorovateli (i = 90°). Na obrazku 4.2 je vykreslena funkce
x2. Nabyva vyrazného minima pro ¥s = 85° a pg = 20°, coz je ve velmi dobré shodé
s parametry, pro které byl testovaci soubor ¢ar generovan (profily jsou na obrézku 4.4).

Vétsi skvrna lezici na rovnobézce 50° (i = 90°)

Dalsim ptipadem je hvézda se skvrnou s parametry vg = 50°, o5 = 180°, ps = 30°. Plocha
je 90°, tak jsou profily ¢ar pro tento piipad identické profily, kdy lezi skvrna na g = 130°.
Proto jsou v grafu x? dvé prakticky stejné vyraznd lokalni minima. Globalni minimum
nastava pro parametry ¥g = 130°, goig = 180°, pg = 32° (diskriminace jednoho z lokélnich
minim je dusledkem pfitomnosti Sumu ve vstupnich datech).

Na obrazcich 4.4 jsou tvary vstupnich profilu a profilu vypocitanych na zékladé urcenych
parametri. V obou pripadech je nalezeny vysledek v dobré shodé s hodnotami parametri,
pro které byla simulovana data pocitana.

28



40 —
35 I~ —
30
25
20
15 —
10

p [deg]

20 40 60 80 100 120 140 160
¥ [deg]

Obrazek 4.2: Vrstevnicovy graf funkce x? poéitané pro vstupni soubor éar s parametry g =
90°, ps = 180°, ps = 20°. Stupné Sedi oznacuji hodnotu x?. Tmavsi odstiny odpovidaji
nizsim hodnotdm. Minimum nastdva pro ¥y = 85°, pg = 180°, pg = 20°
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Obrazek 4.3: Funkce x? pocitand pro vstupni soubor ¢ar s parametry dg = 50°, pg =
180°, pg = 30°, minimum nastava pro 19/3 = 130°, gols = 180°, p/S = 32° (dvé velmi podobnd
lokdlni minima jsou dusledkem symetrie)
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Obrazek 4.4: Profil car v jednotlivych rotaénich fazich (féze je uvedena na svislé ose).
Posun jednotlivych profili je v intenzitni skdle roven 0,075. Zelenymi kiizky jsou vykreslena

vstupni data, cervenou carou vypocteny model. Nahote ptipad (19’5 = 90°, ,0’5 = 20°), dole

/

(Vg = 50°, pg = 30°)
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Skvrny s parametry Js = 15°, pg = 30,20, 10°, (i = 70°)

Nyni se podivame na situace, kdy je sklon osy rotace hvézdy ruzny od pravého thlu,
konkrétné 70°. Tvar x? (obrazek 4.5) se podobd piedchozimu piipadu, ale tady je jedno
z minim vyraznéjsi, protoze v dusledku sklonu osy rotace doSlo k naruseni symetrie.
Vysledek pro tuto situaci je 1919 =15%a pig = 32°, tedy opét ve shodé se vstupem.

V dalsim pripadé je skvrna mensi. Ma polomér pg = 20°. Opét muzeme pozorovat na
prubéhu funkce x? pozorovat dvé lokalni minima (viz obrdzek 4.6), i kdyZ tentokrat jsou jiz
méneé vyraznd. Hlubsi z nich odpovida hledanému teseni, a nastava pro hodnoty parametru
Iy = 10°, pg = 22°.
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Obrazek 4.5: x? pro ¥g = 15°, 05 = 180°, pg = 30° dosahuje minima pro ¥ = 15°, oy =

180°, py = 32°

Posledni model z této série s konstantnimi soufadnicemi je skvrna o poloméru pg = 10°.
Zde uz jsou minima, kterd byla pozorovatelna v predchozich pripadech, témeér neznatelna
(obrazek 4.7). Takto mald skvrna v poloze pobliz pélu (tedy s nizkou radidlni rychlosti)
se ve tvaru profilu témér neprojevi, proto je prakticky nemozné identifikovat jeji polohu
pomoci piimého zobrazovani. Tomu odpovidé i naprosty netspéch pii urceni spravnych
parametrii pomoci nalezeni minima funkce y2. Vysledné parametry jsou ¥y = 175° a
,oig = 48°. Vstupni profily a profily vypocitané na zakladé uréenych parametru jsou na
obrazcich 4.8 a 4.9.
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Obrazek 4.6: x2 pro ¥s = 15°, g = 180°, ps = 20°, ¥g = 15°, ¢ = 180°, pg = 22°
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Obréazek 4.7: x2 pro ¥g = 15°, o5 = 180°, pg = 10°, ¥g = 175°, g = 180°, pg = 48°
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Obrazek 4.8: Profily car pro modely s g = 15°, i = 70° (nahote pg = 30°, dole pg = 20°).
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Obrazek 4.9: Profily ¢ar pro nejmensi skvrnu z této skupiny (ps = 10°). Syntetickd data
a modelové profily ziskané pro parametry uréené jako minimum x? jsou v dobré shodé,
prestoze nalezené teSeni je zcela Spatné. To je zpusobeno tim, ze skvrna je mala a lezi
v polarni oblasti (jeji radidlni rychlost nedosahuje velké amplitudy).
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4.2 Minimalizace pro konstantni pg

Dalsim zajimavym problémem je opét redukovand minimalizace tentokrat se zndmou hod-
notou thlového poloméru hvézdy pg. V predchozich piikladech jsme vidéli, ze pokud je
poloha skvrny na povrchu hvézdy stejna a méni se pouze jeji polomeér, tak celkovy charak-
ter x? se piflis neméni, 1is{ se pouze hloubka minim (vyjma ptipadu s nejmensim polomérem
skvrny ps = 10°). V nasledujicich pfipadech se podivame, jak vypadd minimalizace pro
polomér polomér skvrny a ménici se Vg, pg.

Skvrna na rovniku s polomérem pg = 30° pro i = 90°

Funkce x2 pro tento piipad je na obrazku 4.10. MiZeme na ném vidét dvé vyraznd maxima a
jedno minimum odpovidajici spravné kombinaci parametru. Presnéji funkce dosahuje svého
minima pro 19/5 =90° a go/s = 180°. Na obrazku 4.12 nahote jsou pak profily spektralnich
¢ar pro tento pripad.

Skvrna s pg = 20° lezici na ¥g = 50° pro ¢ = 90°

Zde se d4 ocekdvat opét symetricky tvar y2. V dusledku toho, Ze sklon rotaéni osy je roven
90°, tak neni mozné rozlisit polohu skvrny nad a pod rovnikem. To potvrzuje graf 4.11.
Ten se do jisté miry podoba predchozimu piipadu. Jedinym rozdilem je rozstépeni na dvé
rovnocennd lokalni minima pro polohy skvrny na obou hemisférach. Globalnitho minima
dosahuje funkce pro 19/5 = 50°, <pIS = 180°. Spektralni ¢ary pro tuto situaci ukazuje obrazek
4.12 (dolni soubor ¢ar).

Polarni skvrna s tihlovym polomérem pg = 30° pro ¢ = 70°

Dalsi zajimavou konfiguraci parametru je situace, kdy je stied skvrny na poélu hvézdy.
Pro jednoznacné rozliseni, ktery pdl je zvolen, je sklon osy rotace ruzny od 90°. Na tvaru
funkce y? muzeme pozorovat dvé minima. Jedno je pomérné nevyrazné, to hlubsi je pak
centrovano prave na poél (1919 = goig = 0°). Situaci ukazuje obrazek 4.13 a profily spektralnich
car, které jsou shodné pro vsechny faze, obrazek 4.14. Pozornost si zaslouzi i skutecnost,
ze profil ¢ary je neproménny v Case (proto i stejny ve vsech fazich). Bez znalosti jeho
formovani neni mozné skvrnu identifikovat.
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Obrazek 4.10: Funkce x? poéitand pro rovnikovou skvrnu o poloméru pg = 30°, kterd
dosahuje minima pro ¥ = 90°, pg = 180°.
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Obréazek 4.11: Pii sklonu ¢ = 90° opét neni mozné rozlisit mezi skvrnami lezicimi obéma
~ Ve Id . 3 . 7z 7z /
sméry od rovnikové roviny (minimum nastavéd pro ¥4 = 50° a go’S = 180°).
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Obréazek 4.12: Profily ¢ar pro predchozi modely. Nahote profily pro hvézdu s parametry
vs = 90°,p = 30° (skvrna na rovniku), profily na spodnim obrazku jsou pocitané pro
hodnoty parametrii vg = 50°, pg = 20°.
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Obrazek 4.13: x? pro poldrni skvrnu (protoze jde o projekci sférické plochy do roviny, tak
pdl odpovida celé spodni hrané grafu)
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Obrazek 4.14: Profily ¢ar pro ptipad polarni skvrny
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Skvrny lezici na Jg = 50° s poloméry pg = 10,20, 30° (sklon rota¢ni
osy i = 70°)

Posledni skupina piikladu jsou skvrny ruznych prumeéra s vg = 50°, s = 180°. Charakter
x? je pro pg = 30,20, 10° velice podobny, pozorujeme jedno lokdlni minimum a dvé ma-
xima. Pro nejmensi polomér je minimum stejné jako v podobnych predchozich piipadech
méné vyrazné.
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Obrézek 4.15: Funkce x? pro piipad s nejvétsi skvrnou z této skupiny (minima dosahuje
pro hodnoty ¥ = 50°, ¢ = 180°.)

Shriime si nyni vysledky minimalizace. Pro prvni pifpad (ps = 30°) ziskdme 0y = 50°, o =
180°. Pro skvrnu s ps = 20° dostaneme opét 19’5 = 50°, <p'S = 180° a pro nejmensi skvrnu
(ps = 10°) je vysledek 1919 = 50°, 4,019 = 180°. Ve vsSech ptipadech tedy minimalizace vedla
k nalezeni spravnych hodnot hledanych parametrii. Priubéhy x? a tvary profili jsou vyne-
seny na obrazcich 4.15 az 4.19.
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Obréazek 4.16: x? pro hvézdu se skvrnou o poloméru pg = 20° (9 = 90°, ¢ = 180°)
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Obrazek 4.17: Prubéh x? pro skvrnu s tthlovym polomérem pg = 10° je podobny jako pro
predchozi dva piipady (obrazky 4.15, 4.16). Shodna je i poloha minima.
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Obrazek 4.18: Tvary ¢ar pro modely s Jg = 50°, i = 70° (nahote skvrna s pg = 30°, dole
pro ps = 20°).
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Obréazek 4.19: Profily spektralnich ¢ar pro s = 50°, ©« = 70°, ps = 10°. Distorze je zde
minimalni, ale stale je dobife pozorovatelna.
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4.3 Obecna minimalizace

Nyni se podivejme na piimé zobrazovani obecnéjsim pohledem. Muzeme hledat minimum
funkce x? i bez znalosti hodnoty jednoho (nebo vice) parametri. Jediné, co se v tomto
pripadé zméni, je dimenze prohleddvaného konfiguracniho prostoru. V nasem piipadé tedy
hleddme vektor (Jg, ps, ps) pro néjz dosahuje suma kvadrati odchylek od pozorovanych
a zavisel by na vétsim poctu volnych parametri. Musime tedy pouzit néjaky numericky
optimaliza¢ni algoritmus.

V préaci jsem pouzival nasledujici optimalizacni metody. Prvni z nich je jednoduchy al-
goritmus, ktery hledd v sousednich bodech diskrétni sité (6-sousedstvi pro tf{rozmérnou sit')
bod, ve kterém dosahuje x? minimalni hodnoty a v pifpadé, Ze je tato hodnota mensi nez
hodnota x? v aktudlnim bodé, tak se do tohoto bodu pfesune. V opaéném piipadé nahlasi
nalezeni lokalniho minima a skoné¢i. Druhou pouzivanou metodou je simplexovd metoda
(popis napiiklad v Press a kol., 2002). V piipadé simplexové metody je na diskrétni (obecné
nemusi byt nutné diskrétni) siti umistén simplex, tedy objekt s n+ 1 vrcholy (n je dimenze
prohleddvdného prostoru). Pro minimalizaci v R? by to byl trojihelnik, v nasem pifpadée
je to ctytstén. Hodnota minimalizované funkce se poc¢itda ve vrcholech simplexu. Ten se
pomoci expanzi, kontrakei a zrdcadleni pohybuje v konfiguracnim prostoru, dokud jeden
jeho vrchol nelezi v hledaném minimu (nebo v jeho dostatetné blizkosti). Testoval jsem
obé vyse popsané metody, ale pti vypoctech jsem pouzival metodu hledéani v sousednich
bodech. Oba algoritmy jsem implementoval sam.

V predchozich pripadech byly jako vstupni data pouzity profily zasuméné aditivnim
Sumem. V této casti prace jsem sSum zameérné potlacil , protoze se neda predem odhad-
nout charakter funkce y? a mnechtél jsem, aby na ni z divodu piftomnosti sumu méla
funkce lokalni minima, ktera by mohla ovlivnit prubéh a vysledek minimaliza¢ni proce-
dury. Ukazalo se, ze i presto koncily casto optimaliza¢ni algoritmy mimo ocekavany bod,
x? tedy i bez sumu ma vice lokalnich minim.

Shriime si nyni vyhody a nevyhody obou vySe zminénych minimalizacnich procedur.
V pripadé simplexové metody zavisi do velké miry vysledek na parametrech vychoziho sim-
plexu, hlavné na jeho poloze. Jeji hlavni vyhodou je urychlena konvergence diky moznosti
expanze simplexu. To naznacuje, ze by bylo mozné pomérné rychle nalézt minimum i pii ini-
cializaci ve vétsi vzdélenosti od ného. Ve vétsiné pripadu se bohuzel podafilo nalézt pouze
lokalni minima, ktera neodpovidala tomu hledanému. Z toho duvodu jsem pouzival pouze
prvni uvedenou metodu (hledédni v sousednich bodech sité) i pies jeji hlavni nevyhodu.
Tou je skutecnost, ze ¢as potiebny k nalezeni minima je imérny vzdalenosti (resp. 6-
vzddlenosti') pocatecniho odhadu od hledaného minima. podivejme se nyni na vysledky
obecného ptimého zobrazovani.

I'Nejde o Euklidovskou vzdalenost, ale o vzdalenost pii pouzivani 6-sousedstvi. Tato vzdalenost je rovna
délce cesty (path) mezi danymi body sité. Tato cesta sestava ze 6-sousedicich bodu.
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Primé zobrazovani hvézdy s rovnikovou skvrnou p = 30° a sklonem
rotacni osy 90° (ps = 180°)

Prvni konfiguraci, na které jsem testoval piimé zobrazovani, je hvézda se skvrnou o poloméru
30° lezici na rovniku. Jeji rotacni osa je kolma ke sméru k pozorovateli. Minimaliza¢ni al-
goritmus jsem spustil z sedmi ruznych pocatecnich bodu. Vysledky minimalizace shrnuje
tabulka. V prvnim sloupci jsou soutadnice bodu, ve kterém byla inicializovana optima-
lizaéni procedura, néasleduje nalezeny bod, hodnota y? v tomto bodé a oznaceni dané
minimalizace v grafu 4.20, ktery graficky znazornuje prubéh procedury.

inicializace (9, ¢, p) vysledek (9s, ¢s,ps) x> oznaceni

(100, 170, 28) (90, 180, 30) 0,00 1
(90, 160, 28) (90, 180, 30) 0,00 2
(80, 150, 24) (90, 180, 30) 0,00 4
(70, 140, 24) (90, 180, 30) 0,00 5
(70, 130, 20) (90, 180, 30) 0,00 6
(90, 240, 34) (95, 360, 14) 664 9
(80, 250, 20) (80, 360, 4) 6,63 12
MWOr—T—T—T T T T T T T T T T T 1 T
. 2 _
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Obréazek 4.20: Grafické znazornéni prubéhu minimalizacni procedury. Na vodorovné ose
(oznacené n) jsou vyneseny iterace, na svislé ose pak hodnota x? pro danou iteraci. Je
patrné, ze vysledkem vétsiny iteraci bylo spravné feSeni, pouze ve dvou piipadech skoncila
minimalizace v jinych lokdlnich minimech. Cislovéni jednotlivych pribéha koresponduje
s tabulkou.
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Pti inicializaci v prvnich péti bodech bylo nalezené minimum spravné hledané. V poslednich
dvou uvedenych procedurach, které startovaly z jiné oblasti konfiguraéniho prostoru se
podarilo nalézt pouze lokdlni minima, kterych bylo ve skutecnosti jesté vice. Je tedy
ziejmé, 7ze funkce y? m4 slozity pribéh a pifmé zobrazovani je v tomto pifpadé citlivé
na pocatecni odhad minima. Na nasledujicim obrazku 4.21 jsou profily ¢ar vstupnich dat
spolu s vypoc¢tenymi profily pomoci nespravnych hodnot parametru nalezenych pomoci
minimalizace (Jg = 95°, @5 = 360°, pg = 14°). Tvar profili pro druhé spatné teseni je
velmi podobny.
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Obréazek 4.21: Profily ¢ar pro tuto konfiguraci skvrny (9¢ = 90°, g = 180°, pg = 30°,i =
90°). Zelenou barvou jsou vstupni data, cervenou model vypoéteny na zakladé nalezenych
parametru (zdmérné uvadim nespravné nalezené feseni).

Hvézda se skvrnou s parametry vg = 60°, g = 170°, ps = 20° (sklon
rotac¢ni osy 90°)

Nyni se podivejme na hvézdu s mensi skvrnou nez v minulém ptipadé, kterd ale lezi mimo
rovnik. To m& spolu se sklonem rotacni osy, ktery je roven 90°, za nasledek shodnost pro-
filu pro konfiguraci, kdy je 1hel ¥g roven 120°. To by se mélo promitnout i do vysledku
minimalizace v zavislosti na jeji inicializaci.

Opét jsem provedl sedm minimalizacnich béht. Za pozornost stoji zejména ten s oznace-
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nim 7. Ten byl inicializovan v blizkosti zminéného symetrického minima a jeho vysledkem
je opravdu toto minimum (s nulovou hodnotou x?). Vysledky pro tuto hvézdu shrnuje
nésledujici tabulka a doprovodny graf. V péti piipadech se podafilo nalézt spravné (nebo
symetrické) feseni, pii dvou pokusech byla nalezena pouze lokalni minima.

inicializace (9, ¢, p) vysledek (Js, 05, ps) x° oznaceni

(70, 180, 20) (55, 180, 20) 131 1
(60, 160, 18) (60, 170, 20) 0,00 2
(45, 150, 16) (60, 170, 20) 0,00 3
(40, 150, 20) (60, 170, 20) 0,00 4
(30, 150, 20) (60, 170, 20) 0,00 5
(90, 240, 34) (80, 180, 30) 130 6
(125, 160, 26) (120, 170, 20) 0,00 7
4.5 T T T T T T
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Obrézek 4.22: Minimalizace pro hvézdu s parametry skvrny ¢ = 60°, pg = 170°, pg = 20°.
Prubéhy minimalizaci s ¢isly 2, 3, 4, 5 nalezly ispésné hledané minimum, u prubéhu 7 jde
o minimum symetrické. V ostatnich pripadech nebyla minimalizace tispésna.

Na obrézku 4.23 jsou vstupni data spoleéné s modelovymi profily pocitanymi z nalezenych
parametru. Jde o vysledky obou netspésnych optimalizaci. I ptesto, ze jde o chybné hod-
noty parametru, nékteré vypoctené kiivky se od vstupnich dat vyrazné neodlisuji, jako
tomu bylo v predchozim piipadeé.
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Obréazek 4.23: Profily pro vstupni data s parametry g = 60°,¢s = 170°, ps = 20° a
modely pocitané na zdkladé urcenych hodnot parametru (minimalizace ¢islo 1 horni graf,
¢islo 2 spodni graf).
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Hvézda se skvrnou s parametry Jg = 60°, o5 = 170°, pg = 20° (sklon
rotac¢ni osy 70°)

Dalsi testovana konfigurace se lisila od té predchozi pouze sklonem rotacni osy hvézdy,
ktery byl v tomto pfipadé odlisny od pravého ihlu. Dojde tedy k poruSeni symetrie a
druhé minimum, které bylo v ptedchozim ptipadé rovnocenné s ocekdvanym minimem,
bude méné vyrazné. Ale i zde se da ocekdavat citlivost na nastaveni inicializace minimali-
zacniho procesu.

Pro tuto konfiguraci jsem provedl minimalizaci celkem devétkrat. Pouze ve tfech piipa-
dech se vSak podarilo nalézt spravné feseni. Vysledky jsou shrnuty v nasledujici tabulce.

inicializace (¢, @, p) vysledek (Vs, ¢s, ps) x>  oznaceni
(90, 160, 30) (92, 170, 22) 099 1
(70, 160, 18) (70, 170, 20) 062 2
(70, 180, 24) (68, 180, 16) 1,74 3
(50, 160, 14) (60, 170, 20) 0,00 4
(54, 150, 26) (60, 170, 20) 0,00 5
(80, 150, 36) (70, 170, 20) 0.62 6
(66, 174, 26) (60, 174, 18) 0,66 7
(60, 160, 16) (60, 170, 20) 0,00 8
(126, 174, 26) (118, 174, 26) 1,28 9
7.0 T T T T T T T T T T T
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Obrézek 4.24: Minimalizace pro hvézdu s parametry skvrny ¢ = 60°, pg = 170°, pg = 20°.
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Obréazek 4.25: Profily pro vstupni data s parametry g = 60°,¢s = 170°, ps = 20° a
modely poc¢itané na zdkladé uréenych hodnot parametru (minimalizace 2 a 6 horni graf,
minimalizace 9 spodni graf).
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Zajimavé je, ze ve dvou pripadech skonéily minimalizace ve stejném (nespravném) bodé.
Jedna minimalizace byla také inicializovdna v blizkosti ocekdvaného méné vyznamného
symetrického minima. Modely pro oba zminéné vysledky spolu se vstupnimi daty jsou
vykresleny na grafech v obrazku 4.25.

Polarni skvrna o poloméru pg = 30°

Posledni testovanou konfiguraci byla skvrna lezici na pdlu hvézdy, jejiz osa rotace je
sklonénd pod dhlem 70°. Optimalizacni algoritmus jsem inicializoval tiikrat. V prvnich
dvou piipadech byly uréeny akceptovatelné hodnoty parametru (prvni lze povazovat za
spravné nalezené feSeni), nebot byla zvolena inicializa¢ni hodnota 95 = 0°, posledni mini-
malizace dopadla vyrazné hure.

inicializace (9, ¢, p) vysledek (Js, ¢s,ps) x> oznaceni

(30, 0, 40) (8,0, 34) 0,75 1
(20, 0, 20) (0, 0, 28) 0,00 2
(40, 150, 20) (40, 150, 8) 2,30 3

Tabulku shrnujici prubéhy minimalizaci dopliuje jesté nasledujici graf a tvary profilu
pocitanych pro vysledky béhu ¢islo 3 jsou na obrazku 4.27.

3.5 F T T T T T T
~~\ 1] —
30 el AN -

0.0 ] ] ] ] ] ]

Obrézek 4.26: Minimalizace pro hvézdu s polarni skvrnou.

50



0.70
0.75
0.60
0.55
0.50
0.45
0.40
0.35

I/1. pro danou fazi

0.30

| | |
6398 6399 6400 6401 6402

Obréazek 4.27: Vstupni data spoleéné s modelem pro parametry g = 40°, pg = 150°, pg =
8° (minimalizace ¢islo 3). Model poéitd profily pro malou skvrnku (viz nalezené parametry),
ktera ma za nasledek vinku, ktera se pfesunuje po profilu ve fazi.
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Kapitola 5

Reseni inverze spektralnich profilu

5.1 Formulace inverzniho problému

V predchozi kapitole byl popsén zpusob, jak nalézt hodnoty hledanych parametri, které
budou splnovat urc¢ité kvantitativni kriterium. Nelze vSak Tici, ze hledané feseni je spravné.
Slo pouze o nalezeni takovych parametrit modelu, aby se vysledné profily ¢ar lisily co mozna
nejméné od profili pozorovanych. V této ¢asti prace se ale budeme zabyvat skute¢nou in-
verzni metodou, kterd by méla byt schopna nalézt rozlozeni hledané veliciny po povrchu,
nebo pro kazdy povrchovy element urcit, zda se jedna o skvrnu, nebo ne. Dale popsany
model inverzniho problému byl vyvinut na zakladé diskuse s N. Piskunovem (Piskunov,
2008).

Nejprve si opét musime zadefinovat podminky, které aplikujeme jako vstupni predpoklad
pro formulaci inverzn{ procedury. Méjme tedy dva lokdln{ ¢drové profily I*(\) a I%(\), je-
den muze byt pro povrch a druhy pro skvrnu stejné jako v predchozim piipadé (nahrazuji
zde lokalni profily H;(\) a Hz). Definujme si koeficient o, ktery urcuje pro j-ty element
povrchu zastoupeni obou druhtu profili. Presnéji vysledni lokalni profil vznikne linearni
kombinaci (1 — o)1 ]1(/\) +a;l JQ(/\) Cely povrch hvézdy tedy muzeme popsat jednim vek-
torem (o, ...,q;,...,0,) s poc¢tem prvka n rovnym poctu povrchovych elementt. Soubor
pozorovanych dat muzeme zapsat ve tvaru R(\, ¢), protoze jde o zavislost na vinové délce
A a fazi ¢. Pro tato pozorovani se snazime najit takovy vektor a, pro ktery bude nabyvat
nasledujici funkcional minima

© =3 {RN o)=Y 1;(9) [(1 = ap)[[(\9) + a; [F(\, 6)] Ag;}. (5.1)
o j

V lokdlnich profilech Ij(X, ¢) a I7(X, ¢) je zapocten v kazdé fézi dopplerovksy posun.
Vyznam dalsich vyrazu je jasny z predchoziho textu, zbyva jen j1,(¢), coz je ¢len popisujici
geometrii. Mze v ném byt zahrnuto naptiklad okrajové ztemnéni, ale pro zacdtek je nej-
vhodnéjsi zvolit jeho hodnotu rovnu jedné, pokud je j-ty element ve fazi ¢ na viditelné
hemisféfe a nule v opa¢ném piipadé. Ad; je plocha daného plosného elementu. Ta neni
v piipadé pouzité sité konstantni, ale klesd smérem k poélum. Nutny pozadavek na mini-
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mum muzeme formulovat nasledujicim zpusobem

0P
80@-

~0. (5.2)

Derivace vyrazu 5.1 méa nasledujici podobu

aal = 22{3 ¢) - Zﬂj(¢) (1= )N, ¢) + i I (X, 6)] Ad; }
x Mi(¢) [7: (A, 0) — T (\, 9)] Ad.

Derivaci polozime rovnu nule. Po tpravach dostaneme soustavu linearnich rovnic, kterou
muzeme symbolicky zapsat takto

(5.3)

Z Qijoj = S;. (5.4)
Nyni si rozepiSme matici soustavy Q a pravou stranu S
= Z pi(@)1i(0) [IF (N 0) — (N 0)] [1H (A 0) = (X, 0)] Agi A,
Si = Zm 0) [IF(X 0) — IF(X, 6)] Ad;— (5.5)

— 1i(8) Y 1i(0) > TH (N ¢) [I} (N, 6) — TN, 6)] AS;AG;.
J Ao

5.2 Vysledky ziskané pomoci inverze

Jak bylo zminéno v kapitole o vypocetnim modelu, povrch hvézdy jsem rozdélil na elementy
po 5° v thlové §itce i délce. Celkovy pocet povrchovych elementu je 2522. Matice soustavy
je tedy pomérneé velka, nicméné méa blokovou strukturu a vétsina prvku je nulovych.

Pfi stejné hodnoté vsini je tato matice v pripadé, ze zanedbame okrajové ztemneéni,
shodnd pro libovolnou konfiguraci skvrny. Popisuje totiz geometrii problému a nezavisi na
tvaru vstupnich profili. To samé ale neplati pro pravou stranu. V té vystupuji vstupni
data (viz 5.5) a je tedy nutné pocitat ji pro kazdy ptipad znovu. Jako vstupni data slouzily
vypoctené profily, v tomto pripadé opét bez degradace Sumem.

Bohuzel vysledky této metody nenaplnily ocekdavani. Nepodafilo se numericky korektné
Vyfeéit danou soustavu, resp nalezené feéenl' bylo Zcela nesprévné Neznamené to ovéem ze
odladit ji do podoby pouzitelné k redlnému nasazeni. Jeji teoretlcke pozadi je dobrym
zékladem pro dalsi vyvoj, ktery ale presahuje ramec této prace. Na obrazku 5.1 je ziskana
mapa povrchu mapované hvézdy (pocitano pro vsini = 50,6 km - s™1). Vstupni data byla
pocitana pro kruhovou skvrnu o poloméru 30° lezici na soutadnicich ¥g = 60°, pg = 180°.
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Obréazek 5.1: Na hornim grafu je schematicky znazornéna poloha a velikost skvrny, pro
kterou byla pocitana vstupni data. Na spodnim grafu je zrekonstruovana mapa povrchu
ziskand pomoci inverze spektralnich profilu. Ve stupnich Sedi nejsou vyneseny piimo hod-
noty «, ale jsou nasgkédlovany. V kazdém piipadé nelze tvrdit, ze by se na takto spocitané
mapé povrchu nachazely néjaké struktury odpovidajici hornimu grafu.
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Zaver

Diplomova préace se vénuje dopplerovskému zobrazovani povrchu chemicky pekuliarnich
hvézd, na kterém pozorujeme skvrny se zvysSenou, nebo snizenou abundanci nékterych
chemickych prvka. Pro tyto ucely byly v rdmci prace vyvinuty a samostatné implemen-
tovany dvé metody: metoda ptimého zobrazovani a formalismus pro feseni inverze spek-
tralnich profilu.

Metoda pfimého zobrazovéni je zalozena na minimalizaci odchylek pozorovanych (vstup-
nich) a modelovych dat. Tuto minimalizaci lze provést se znalosti nékterého z parametru
modelu (v nasem piipadé jsem provedl redukované minimalizace se znalosti thlové délky
skvrny g, nebo jejiho hlového poloméru pg), nebo zcela obecné. V piipadé téchto reduko-
vanych minimalizaci (at jiz s predem zndmou hodnotou ¢g nebo pg) se ve vétsiné pifpadu
podarilo dosdhnout spolehlivych vysledku. Metoda nevede k vérohodnym vysledkum pfti
identifikaci skvrny o malém thlovém poloméru zhruba 15° a mensi. Da se rovnéz pted-
pokladat, ze pti nizsi kvalité dat (nizsi rozliseni ale hlavné vyssi mira Ssumu) by limitni
uhlovy polomér skvrny, kterou je mozné pomoci primého zobrazovani diagnostikovat, jesté
vzrostl. Pro vétsi skvrny ale probiha tento algoritmus bez vétsich problému.

Daéle se podarilo potvrdit, ze pro dopplerovské mapovani nejsou vhodné hvézdy se
sklonem rotacni osy blizkym 90°. Pokud je na povrchu takové hvézdy pouze jedna skvrna,
pak neni mozné ze spektroskopie urcit, na které polokouli se nachazi. V pripadé, ze bychom
pozorovali skvrn vice (na severni i jizni hemisfére), mohli bychom dostat zcela nespravné
vysledky.

Interpretace vysledkii obecné minimalizace je komplikovanéjsi. Prubéh x? je ve tii-
z jejiho tvaru pii redukovanych minimalizacich. Byl zjistén casty vyskyt lokdlnich minim,
které zkreslovaly vysledky. Zajimavé je, ze zatimco hodnotu uhlové délky stredu skvrny ¢g
se témeér vzdy podaii nalézt spravnou, u Sitky v'g je rozptyl jejich hodnot vyrazné vyssi.
Podobné jako v pripadé asi vSech minimaliza¢nich postupu ve fyzice, je velmi dulezité
spravné zvolit pocatecni odhad parametru. Je proto vhodné ziskat napiiklad odhad hod-
not hledanych parametru ziskany jinou metodou. Dilezité je zminit, ze i kdyz modelované
profily pomérné dobie souhlasi s vstupnimi daty, nalezené feseni nemusi byt spravné. Proto
je nutné byt pfi interpretaci uréenych hodnot parametru opatrny a pii aplikaci primého
zobrazovani na realna data si uvédomovat limity této metody.

Druhou studovanou metodou je metoda zalozena na inverzi spektralnich ¢ar. Podatilo
se vytvorit formalismus pro popis pouzitého modelu, ktery je konzistentni s modelovymi
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vypocty car. Jde o varia¢ni metodu, ktera prevadi minimaliza¢ni problém na feseni soustavy
linearnich rovnic. Bohuzel se nepodatilo ziskat pomoci této metody smyslupné vysledky.
Nelze ovSem Tici, ze popsand metoda je pro vypocet zcela nevhodna. Pouze by bylo potiebné
provést jeji detailnéjsi analyzu a navrhnout jiné numerické postupy, které by mély byt
schopné poskytovat pouzitelné vystupy.
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