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Abstrakt

Predlozena diplomova prace se zabyva vypocty parti¢nich funkci. K vypocétu obsazeni hladin
a ionizacnich stupnt pro modely atmosfér je potfeba znat vyjadieni parti¢nich funkei jednot-
livych atomi a iont v plazmatu. Studujeme nékolik existujicich modelt, které popisuji vliv
okolnich ¢astic plazmatu na obsazeni energiovych hladin atomu. Vétsina vypocti je zalozena
na formalismu Hummera & Mihalase (1988) a na préaci Didppen, Anderson & Mihalas (1987).

Zabyvame se studiem parti¢nich funkci v podminkach typickych pro hvézdné atmosféry
a hvézdné vétry horkych hvézd. Parti¢ni funkce jsou vypocteny pro atom vodiku, ktery je
v atmosférach a vétrech horkych hvézd duilezity.

Abstract

The diploma thesis deals with the calculation of partition functions. Exact expressions of
partition functions of atoms and ions are needed for the calculation of occupation numbers
and ionization fractions in plasma. We study some existing models describing perturbations
of energy levels of atoms by surrounding particles in plasma. Most of our calculations are
based on the Hummer & Mihalas (1988) formalism and on the study of Diéppen, Anderson &
Mihalas (1987).

We study partition functions under conditions typical for stellar envelopes and stellar
winds of hot stars. We compute partition functions of hydrogen atom, which is one of the
most important chemical species in envelopes and winds of hot stars.
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Uvod

Statisticka termodynamika se zabyva hledanim makroskopickych velicin systémt slozenych
z velkého poctu ¢astic. Pri vzristajicim poctu ¢astic, které se acastni makroskopickych pro-
cestl, roste pri klasickém popisu i komplikovanost soustavy diferencidlnich pohybovych rov-
nic, které bychom museli fesit, pokud bychom hledali fyzikalni vlastnosti téchto systémi
obvyklou cestou. Dalsi komplikaci by pak byla praktickd nemoznost urceni prislusného poctu
pocatecnich podminek téchto rovnic, tedy v klasickém ptipadé pocatecnich poloh a hybnosti
jednotlivych slozek systému. Metody statistické fyziky umozinuji tyto technické komplikace
obejit, pricemz plati, Ze ¢im vice Castic se procest ucastni, tim méné bude celkovy makrostav
soustavy citlivy vac¢i malym fluktuacim vyvolanym chovanim jednotlivych ¢astic nebo ma-
lych objemt. Nalezeni parti¢ni funkce ze zndmého energiového spektra byva prvnim krokem
k tplnému termodynamickému popisu soustavy.

Ve statistické fyzice je partiéni funkce (v literatufe nékdy téz stavova funkce, stavova
suma, partiéni suma) matematicky objekt, jehoz prostfednictvim lze o studovaném termody-
namickém systému zjistit prakticky veskeré fyzikalné zajimavé informace. Potfebnou vstupni
informaci je pak znalost energiového spektra komponent systému. Pro dany systém v termo-
dynamické rovnovaze ma parti¢ni suma konstantni hodnotu. Matematické vztahy k dulezitym
fyzikalnim veli¢indm, potfebnym k Giplnému popisu soustavy, jako je napiiklad Helmholtzova
volna energie, mérné tepelné kapacity, entropie a jiné, jsou relativné jednoduché. Nicméné
vypocet samotné parti¢ni sumy zpravidla jednoduchy neni, nebot bjva zatiZen hned nékolika
technickymi komplikacemi. V literatuie ziejmé nejdiskutovanéjsi je problém divergence, o
kterém se zminime podrobnéji nize. Zptsobi, jak pristupovat k vypoctu stavové sumy, miize
byt i v pfipadé jednoho konkrétniho systému nékolik. Nasledny tvar stavové rovnice této sou-
stavy se muze v jednotlivych pripadech lisit, stejné jako se mohou lisit fyzikalni podminky,
pro které je ten ktery postup vhodnéjsi.
nych vétr horkych hvézd. Budeme se pfedevsim snazit zjistit, jak dané pocateéni podminky
prostiedi (teplota, koncentrace ¢astic) ovliviiuji prostfednictvim parti¢ni funkce obsazeni jed-
notlivych energiovych hladin zGc¢astnénych atomi, a rovnéz jaky maji jednotlivé metody vy-
poctu vliv na stavovou rovnici studovaného plasmatu. V jednodussich pfipadech budeme uva-
zovat dvoucasticové interakéni modely, kde vezmeme v ivahu srazky castic a jejich vzajemné
energiovych hladin atomu vlivem nabitého okolniho plasmatu, jako dtsledek tzv. Starkova
jevu. V tomto pripadé budeme uvazovat nékolik riznych distribucénich funkci, popisujicich
nabité pozadi (angl. microfield distribution). Pro téely vypocti budeme pouZivat jednotkovy
systém CGS, ktery se v dané oblasti astrofyziky standardné pouziva.



Kapitola 1

Termodynamicky stav latky a
particni funkce

V této kapitole se pokusime shrnout nékteré dilezité obecné vlastnosti parti¢ni funkce, jeji
vztah k termodynamickym veli¢cindm a aplikace v astrofyzice. Podkladem pro napsani této
kapitoly byly pfedev§im zdroje: Kvasnica (1983), Landau & Lifschitz (1980) a Rutten (2003).

1.1 Kanonicky soubor

Pro ilustrativni odvozeni tvaru parti¢ni funkce se pokusime vypocitat rozdélovaci funkci ka-
nonického souboru, tj. souboru, ve kterém nedochazi ke zméné poctu castic. Uvazujme ka-
nonicky soubor N ¢astic (identickych systémti) v kontaktu s tepelnou lazni o teploté T, se
kterou jsou studované systémy (molekuly, atomy, ionty apod.) v rovnovaze. Ozna¢me indexem
r(r =1,2,3,...) mikrostavy, ve kterych se mize dany systém nachézet a E, energii systému
ve stavu r. V tomto ptipadé povazujeme energiové spektrum za kvantované. Pokusime se tedy
odvodit vztah pro pravdépodobnost nalezeni malé ¢asti celkového souboru ve stavu r s energii
E,.

Hledana pravdépodobnost P, je tmérna hustoté poc¢tu stavii, jakozto funkci energie I'(E),
kterou lze definovat:

['(E)dE = pocet stavl s energii v intervalu (E, E + dE),
pri¢emz pouzijeme vyjadieni pro entropii jako funkci energie, z definice:
S(E)=kgln['(E), (1.1)

kde kp je Boltzmannova konstanta, kg = 1.380 66 - 10716 erg K—!. Oznaéme soucet celkové
energie tepelné lazné (¢arkované veli¢iny) a malé ¢asti Eiyoy = E' + E,, pro pravdépodobnost
pak miizeme psat:

Py x Tar(Beot — Ey) = exp [Sar(Brot — Er)/kp] . (1.2)

Jelikoz energie malé ¢asti je velmi mald v porovnani s celkovou zménou energie lazné, lze
poloZit E' ~ FE\; = konst. a entropii v exponentu lze aproximovat polynomem prvniho fadu.
Pro hustotu stavi pak mame:

1 E, 0Sy E,
Ca/(Etrot — Er) = exp gSA’(Etot) “n 85’ } = Cexp <— kBT> ) (1.3)

7



8 1. TERMODYNAMICKY STAV LATKY A PARTICNI FUNKCE

kde jsme pro derivaci entropie podle energie vyuzili vztahu:

1
dE = TdS — pdV =~ = dS:TdE+%dV,

<gg>v - % (1.4)

JelikoZ jsou oba systémy (mala ¢ast i lazen) v rovnovéaze, je teplota malé ¢ésti s teplotou lazné
identicka.
V rovnici (1.3) 1ze konstantu C’ zjistit z normovaci podminky > P, =1, tedy:

odkud plyne

;o 1
©= S exp (=B /ksT)’ (1.5)

kde sumace probihé ptes vSechny fyzikalné rozlisitelné stavy. Pfevracenou hodnotu normovaci
konstanty C’ potom nazyvame kanonickou parti¢ni funkci a obvykle se v literatufe znaci Z.
Méame tedy konecné vyjadieni P,:

1
P, = s (—BE,), (1.6)
kde
7 = Z exp (—(E,) (1.7)
T/
je defini¢ni rovnice pro kanonickou parti¢éni funkci. Zavedli jsme oznaceni:
1
= 1.8
b=z (1.9

kterého se budeme nadéle v textu drzet. Sumace v rovnici (1.7) probiha pies vSechny fyzikalné
rozligitelné mikrostavy. Clen exp (—(3E,) v rovnici (1.6) se nazjvd Boltzmanniiv faktor na
pocest rakouského fyzika Ludwiga Eduarda Boltzmanna (1844 — 1906), ktery se velkou mérou
zaslouzil o rozvoj statistické fyziky a termodynamiky. Oznaceni Z pro parti¢ni funkci pochazi
z némecké literatury, kde se tato veli¢ina nazyva stavovy soucet (Zustandsumme). Samotné
pojmenovani partiéni funkce (angl. partition function) vystihuje rovnice (1.6), nebot kazdy
¢len souctu v partiéni sumé je imérny pravé poctu ¢astic n, v daném stavu r s energii F,
(v termodynamické rovnovaze o teploté 7). Jinymi slovy, celkovy pocet N ¢astic je rozdélen
mezi vSechny mozné stavy stejnym pomeérem, jako je parti¢ni suma rozdélena mezi hodnoty
jednotlivych Boltzmannovych faktori odpovidajicich témuz stavu:
n, exp(—pE;)

m_ op( (1.9)

nebo ekvivalentné pro hladiny r a s:

™ — exp [-B(E, — E)]. (1.10)

Ns

Rovnice (1.10) je zjednodusenou verzi tzv. Boltzmannova rozdéleni popisujiciho relativni ob-
sazeni hladin r a s v plynu za pfedpokladu termodynamické rovnovahy.
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Pokud jsou v daném systému energiové hladiny degenerované, tj. nékolika riznym kvanto-
vym stavim odpovida stejnd hodnota energie, je dilezité tento fakt v partiéni sumé zahrnout:

Z =Y grexp(—BE,), (1.11)

kde g, je nasobnost degenerace. V obecnych tivahach faktor g, uvazovat nemusime, nebot se
jedné v zasadé pouze o ¢iselnou korekci, nicméné v realisti¢téjsich modelech partic¢ni funkce
hraje velmi dulezitou roli.

V klasickém popisu soustavy nelze hovofit o diskrétnich energiovych stavech castic
systému, nebot celkovou energii je v takovém pripadé mozné rozepsat jako soucet kinetické
a potencialni energie, pri¢emz hybnost a poloha ¢astic mohou nabyvat libovolnych hodnot.
Energie takového systému se potom meéni spojité a sumaci ve vyjadreni pro particni funkci je
potieba nahradit integralem pres cely fazovy prostor. Napiiklad Hamiltonovu funkci plynu o
N nerozlisitelnych ¢asticich lze obecné zapsat ve tvaru:

3N o

p.
H(py, s P3Ns Q1s --G3N) = ) o T Ulq, .-, a3N) - (1.12)
i=1

Zde m je hmotnost ¢astice a U(qy, ..., g3n) potencialni energie popisujici pusobeni ¢astic mezi
sebou, p; a ¢; znaci zobecnéné hybnosti, respektive soutadnice. Vztah pro parti¢ni funkci pak
nabyvé tvaru:

1

Z = N!(27rh)3N/eXp [=BH(p1, .-, P3N, q1, -+, @3N )|dp1...dpgndgs...dgsn - (1.13)

Clen N! ve jmenovateli souvisi s faktem, Ze v partiéni funkci je tieba zahrnout pouze rozli-
Sitelné stavy (semiklasickd kvantova korekce). Clen 27h je objemovy faktor (A znaéi reduko-
vanou Planckovu konstantu), ktery ve vztahu vystupuje z divodu korektnosti s kvantovou
povahou systému. Exponent 3N odpovida poctu stupiiti volnosti. Rovnice (1.13) se obvykle
nazyva konfigura¢ni integral.

Pro Gplnost zminime, ze v kvantové fyzice se ¢astéji pracuje s operatory fyzikalnich veli¢in.
Naptiklad Hamiltonova funkce H tvaru (1.12) je nahrazena operatorem H. Obecné lze pro
kvantové systémy zapsat tvar partiéni funkce v invariantnim tvaru (tj. nezavislym na volbé
soufadnicové baze):

Z = trlexp (—BH)], (1.14)

kde lze exponent Hamiltonova operatoru definovat:

exp (—GH) =1 — l(ﬁH) + l(ﬁH)Q + ...

1! 2!

Je-li Hamiltonian systému slozen z nékolika nezavislych ¢asti, v principu je mozné parti¢ni
funkci rozdélit a k vypoctu kazdé ¢asti pristupovat oddélené. To ndm umoziuje soustiedit se
napiiklad na vnitini strukturu atomu a okolni ¢astice plazmatu povazovat za pozadi, které
studované atomy nebo ionty ovliviiuje. Takovy pristup otevird prostor k vytvafeni mecha-
nismt, které (zpravidla nabité) pozadi a vzdjemnou interakci popisuji. Z tohoto divodu se
v literatute vétsinou parti¢ni funkce rozdéluje na nékolik ¢asti. Naptiklad Déppen (1980) nebo
Fontaine, Graboske & van Horn (1977) rozdéluji parti¢ni funkci, resp. volnou energii, na tfi
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Vv

zadjmu bude pfedevsim vnitini particni funkce, kterd popisuje obsazeni jednotlivych energi-
ovych hladin atomu nebo iontu v zavislosti na vnéjsich podminkéach (teplota a koncentrace
astic véetné volnych elektronit).

Veskeré dosavadni zavéry jsou zalozeny na predstaveé, ze studované systémy (atomy, ionty,
molekuly aj.) jsou v tepelném kontaktu s velkou tepelnou lazni, jejiz vnitini energie prakticky
neni ovlivnéna tepelnym tokem mezi termostatem a studovanymi systémy. Predpoklad tako-
véto tepelné lazné lze v praktickych tvahach nahradit pfedstavou, ze cely soubor systémi
rozdélime na mnoho malych ¢asti, které jsou vzajemné v tepelné rovnovaze. Kazdé této malé
Casti jsou okolni malé systémy tepelnou lazni (termostatem). Kanonické rozdéleni je tedy
mozné rozsifit na vSechny ¢asti souboru. Dusledkem kanonického rozdéleni je nenulova fluk-
tuace energie, nicméné pravé pii odvozeni tvaru rozdélovaci funkce (1.6) je pfijata nulovost
fluktuaci jako predpoklad (viz napf. Kvasnica 1983). Naproti tomu je tfeba dodat, Ze iplna
izolovanost systému je rovnéz prakticky nesplnitelny predpoklad.

Kromé velkych vyhod, které poskytuje kanonicky soubor pro praktické vypocty, je jisté
tfeba vyzdvihnout fyzikalni diivody, pro¢ je kanonicka parti¢ni funkce tak zajimava a dulezita.
Parti¢ni funkce je funkci teploty 7" a rovnéz do ni vstupuji energie jednotlivych stavi (v pii-
padé kvantového popisu z feSeni Schrodingerovy rovnice) Ei, Ea, Ej, ... . Jednotlivé hodnoty
energie jsou zaroven ovlivnény mikroskopickymi vlastnostmi studovanych ¢astic (nafiklad je-
jich hmotnost nebo elektricky naboj), je tedy zfejmé, ze kanonické parti¢ni funkce predstavuje
jakési premosténi mezi popisem pomoci veli¢in mikroskopickych a veli¢in makroskopickych.

1.2 Definice parti¢ni funkce a jeji vztah k termodynamickym
velic¢inam
Dulezity vztah parti¢ni funkce k jednomu z termodynamickych potencialt, konkrétné k volné

energii, 1ze nalézt uzitim tzv. Gibbsova! kanonického rozdéleni. Pro pravdépodobnost (ana-
logickou s rov. (1.6)) mame vyjadfeni:

P, =exp [ﬂ(F - ET)] ) (115)

kde F' = E — TS je Helmholtzova volné energie. Pouzitim normovaci podminky > P. =1
dospéjeme ke vztahu:

exp (—BF) = Y exp (~BE,), (1.16)

zde ¢len na pravé strané rovnice (1.16) vyhovuje definici parti¢ni funkce (1.7). Ekvivalentné
tedy
F=-p"1lnz. (1.17)

Rovnici (1.17) mtZeme povazovat za defini¢ni a jejim uzitim je jiz mozné nalézt veskeré
potfebné vztahy k dilezitym termodynamickym veli¢cindm. Do diferencialniho vyjadieni volné
energie dF = dFE — SdT — T'dS dosadime za vnitini energii dE = T'dS — pdV:

dF = TdS — pdV — SdT — TdS = —pdV — SdT,

! Josiah Willard Gibbs (1839-1903), americky fyzik, chemik a matematik, ktery mimo jiné pomohl polozit
zdklady pro rozvoj moderni statistické termodynamiky, viz Gibbs (1902)
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odkud z podminek pro uplny diferencial plynou vztahy pro tlak a entropii:

OF OF
r=-(ov),s 5= (or), e
Pro energii najdeme vztah:
E—F+TS—F—T(8T)V——T6T<T>V. (1.19)

Mérné tepelné kapacity pri konstantnim objemu, resp. tlaku:

Cy =T (ﬁ)v : (1.20)
Cp=T (gﬁf’)p . (1.21)

Stfedni hodnotu libovolné veli¢iny, jejiz hodnota ve stavu r je M., lze vyjadrit z rovnice:

(M) = Z M, P, = sz\ix??_(gg% ). (1.22)

Naprtiklad pro stfedni hodnotu vnitini energie nelezneme:
0

_ S, Erexp(BE) _ o3, exp (<PE)E, /T _ kT2 2y exp (—8E,). (1.23)

=S o (BB, 2 exp (=PEy) or

S ptihlédnutim k definici parametru 5 (1.8) lze vySe uvedené vyrazy (1.18) a (1.19) zapsat ve
vztahu k samotné parti¢ni funkci:

1 [0lnZ
P= 5y <61nV)T ’ (1.24)
1 Oln Z
1 /0nZ

Pro uplnost jesté uvedme vztahy ke zbylym, ¢asto pouzivanym termodynamickym poten-
cidlim, enthalpii H = E + pV a Gibbsové funkci G = E+pV —TS=H —-TS =F +pV:

1 OlnZ olnZ
w5 (Gnr),  Gaw ), ) @20

1 Oln Z
G=—|InZ—-|—— . 1.28
g [n <8IDV>T] ( )
Jednotlivé termodynamické potenciadly jsou funkcemi vzdy dvou proménnych, tedy E =

E(S, V), F =F(T,V), H= H(S,p) aG = G(T,p). V konkrétnich pfikladech je pak mozné
zvolit si na zakladé vstupnich informaci ten nejvhodnéjsi potencial.



12 1. TERMODYNAMICKY STAV LATKY A PARTICNI FUNKCE

1.3 Grandkanonicky soubor

Dosud jsme se zabyvali soustavami, ve kterych jsme uvazovali vymeénu tepla s termostatem,
ale pocet castic jsme povazovali za konstantni. V piipadé kdy uvazujeme nenulovy tok tepla
i ¢astic mezi studovanym systémem a pomyslnym zasobnikem, hovoiime o grandkanonickém
souboru. Takova situace by nas naptiklad zajimala, pokud bychom brali v tivahu ionizac¢ni
a rekombinac¢ni procesy (které nas budou zajimat prednostné), termojaderné nebo chemické
reakce, kdy dochéazi k vyméné castic mezi atomy, ionty nebo molekulami a okolnim plazma-
tem. Budeme tedy N povazovat za nezavislou proménnou, na niz budou termodynamické
potencialy rovnéz zaviset. Napiiklad tplny diferencial vnitini energie napiSeme ve tvaru:

dE = TdS — pdV + pdN (1.29)

kde p se nazyva chemicky potencial a zastupuje parcialni derivaci:

= @@Sy . (1.30)

Podobné pro volnou energii ' — F + N, Gibbsovu funkci G a entalpii H. Pro chemicky

potencial pak najdeme:
_(OFY  _(9G\ _ (o
"T\oN )y \ON )y, \ON /g,

¢ili chemicky potencial lze ziskat derivaci jakéhokoliv potencialu E, F', G nebo H podle poctu
Gastic, ale v kazdém z téchto pripadd bude vysledek vyjadien jako funkce jinych promeén-
nych. Zde se obvykle zavadi novy, tzv. Landautv potencial 2 = F' — p N, rovnice (1.16) pak
pfechodem ke grandkanonickému souboru nabyvé tvaru:

= = exp (—49) = 3 exp [~ B(E, — uN,)], (1.31)

T

kde N, zastupuje obsazeni hladiny r s energii F, a = znaci grandkanonickou parti¢ni funkci.
Lze ukazat, ze pro dva sousedici systémy v kontaktu, mezi kterymi mize dochazet k
vymeéneé tepla i ¢astic, plati pro rovnovazny stav téchto systémt podminka p = konst. Obecné
Ize tedy Fici, Ze v termodynamické rovnovaze je chemicky potencial vSech ¢asti souboru stejny.
Napfiiklad podminku rovnovahy pro ioniza¢ni procesy k < (k + 1) + e zapiSeme ve tvaru

OF OF oF
aNk aNk+1 aNe

=0, (1.32)
kde Ny oznacuje pocet ¢astic ioniza¢niho stupné k, N, je pocCet volnych elektronid. Pro exci-

tac¢ni/deexcita¢ni rovnovahu pro procesy typu (i < j) nalezneme podminku

OF _OF _
8712‘ Onj -

(1.33)

kde n; a nj oznacuji pocet ¢astic ve stavu 4, resp. j.
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1.4 Role parti¢ni funkce v astrofyzice

Dulezitou soucasti stelarni astronomie je modelovani hvézdnych atmosfér. Modelem atmosféry
se rozumi priubéh riznych fyzikalnich veli¢in v atmosféfe hvézdy (napiiklad hustota latky,
elektronové teplota, obsazeni energiovych hladin), pficemz vstupnimi informacemi do téchto
modelt jsou predpoklady o chemickém sloZeni atmosféry, efektivni teploté na povrchu hvézdy
a dalsi. Na zdkladé spoéteného modelu je mozné ziskat syntetické (teoretické) spektrum,
které je mozné porovnat se spektrem pozorovanym, ¢imz lze posoudit ptvodni predpoklady
a ziskat tak cenné tidaje napiiklad pravé o chemickém slozeni a gravitacnim zrychleni na
povrchu hvézdy, efektivni teploté a jinych dulezitych parametrech.

Nadale budou v textu znacit symboly n i N koncentrace, nikoliv pocet c¢astic, pokud
nebude vyslovné feceno jinak.

Pro popis prichodu elektromagnetického zareni prosiedim hvézdné atmosféry je potieba
fesit tzv. rovnici prenosu zafeni. Jedna se o obdobu kinetické Boltzmannovy rovnice pro
fotonovy plyn:

[1; + (7 - V)] (7, i, v,t) =n(r,a,v,t) — x(7, i, v, t)[(7, 7, v,t), (1.34)
kde I(7,7i,v,t) je specifickd intenzita zafeni, i je polohovy vektor, 77 smér Sifeni paprsku a v
frekvence prochéazejiciho fotonu, ¢ znaci standardné rychlost svétla ve vakuu. Pfi prichodu
fotontt hvézdnym prostiedim dochézi k jejich pohlcovani a vyzarovani, proto se standardné
zavadi parametry 7 (emisni koeficient) a y (extinkéni koeficient), které tyto interakéni procesy
popisuji. Uvazujeme-li stacionarni a sféricky symetrickou atmosféru, jsou tyto parametry za-
vislé na poloze v atmosfére r, vinové délce, resp. frekvenci interagujiciho zafeni v a rovnéz na
obsazeni energiovych hladin atomi nebo iontd. Déale se pomoci téchto parametri obvykle za-
vadi tzv. zdrojovéa funkce, definovana jako podil koeficientt emise a absorpce S(r,v) = ZE:Z%
Za predpokladu lokalni termodynamické rovnovahy (LTE) je pak monochromatickéd zdrojova
funkce S, rovna Planckové funkci B, .

2hv? 1 2hv? 1

Sy = =
[ 2 exp (Bhv) — 1 c2 [@} _
9™ JLTE

. (1.35)
1

Spojenim rovnic (1.17) a (1.32) pro pfipad idealniho plynu lze odvodit tzv. Sahovu rovnici,
popisujici ioniza¢ni rovnovahu v podminkidch LTE. Pro podil koncentraci iontd stupné j a
j + 1 plati vztah:

N Zi(T) 1 ( Bh?

2Tme

3/2
Ni1 Z;a(T)2 ) exp (—fer;) (1.36)

kde n. je koncentrace elektronti, Z;(T") a Z;11(T') jsou parti¢ni funkce jednotlivych ioniza¢nich
stupiid, me je hmotnost elektronu a ¢y ; znaci ionizacni potencial j-tého iontu. Podobné pro
excitaéni rovnovahu z rov. (1.33) v ptipadé LTE méame jiz zminéné Boltzmannovo rozdéleni
(1.9):
Nig Y
Ny Z;(T)

exXp (—561‘]‘) 5 (137)

kde €;; je excitacni potencial hladiny ¢, méfené vzhledem k zdkladni hladiné, n;; je obsazeni
hladiny ¢ iontu j a g;; je statistickd vaha (nasobnost degenerace) hladiny 7 iontu j.
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Jelikoz je latka v atmosférach horkych hvézd obvykle silné ionizovana, je mozné pti vypo-
¢tech termodynamického stavu atmosféry uvazovat pouze procesy excitace, ionizace a opacné
procesy a zanedbat vliv molekul ¢i prachovych castic. Pfi vzajemnych srazkach castic pak
zpravidla hraji dominantni tlohu srazky atomt s volnymi elektrony.

Piedpoklad LTE nebyvéa vSak vzdy dostatecény. Pokud je excita¢ni/ioniza¢ni rovnovaha
uréena spiSe zafivymi procesy, nez-li procesy srazkovymi (nepruzné srazky s ionty, atomy a
volnymi elektrony), je potfeba pouzit namisto rovnic (1.36) a (1.37) obecnéjsi, tzv. rovnice
statistické rovnovéhy. Excita¢ni a ioniza¢ni rovnovaha pak zavisi rovnéz na stfedni intenzité
pole zafeni. Pro excita¢ni rovnovahu mame rovnici:

6ni
ot

+V(ni®) =Y (n;Py; — niPyj), (1.38)
i#i

pro kazdou hladinu ¢ dané¢ho prvku. P;; znaci ¢etnost pfechodu 7 — j a naopak, pficemz se
zapoc¢itaji i pfechody do kontinua a zpét, rovnice (1.38) tedy zahrnuje i ionizaci a rekombi-
naci, n; je okupacni ¢islo hladiny i. Dale rovnice kontinuity pro k-ty prvek a obecné rovnice

zachovani hmoty:
ONy

— + V(Ny9) =0, 1.39

S+ V(i) (139)
dp

— + V(pv) =0 1.40

V(i) =0, (1.40)

kde p je hustota, ¢ vektor rychlosti a N je koncentrace k-tého prvku. V pripadé statického

(¢ = 0) a stacionarniho (% = 0) prostfedi jsou rovnice (1.39) a (1.40) splnény identicky,

rovnice (1.38) nabyva tvaru
S (n;Pyi — niPy) = 0. (1.41)
J#i
Cetnost prechodii P;; se zpravidla déli na srazkovy a za¥ivy piispévek, které jsou popsany tzv.
srazkovymi, resp. zafivymi raty (¢etnostmi pfechodir). Parti¢ni funkce tedy hraje dulezitou
ulohu pii urc¢ovani obsazeni hladin, které je nutné znat pro predpovédi optickych vlastnosti at-
mosfér hvézd. Podrobnéjsi vyklad teorie hvézdnych atmosfér 1ze nalézt napf. v Rutten (2003).

Zmalost tvaru stavové rovnice latky, tvofici hvézdné prostiedi, je dulezitd i pii vSeo-
becném studiu stavby hvézd. Napiiklad pii posuzovani existence konvektivnich zén, kde
v podmince
d(Inp) gl
d(InT) = v-1"

(1.42)

nazyvané nékdy téz Schwarzschildova podminka, vystupuje Poissonova konstanta v, nebo-li
adiabaticky koeficient. Koeficient adiabaty je definovan:
G, _ (98/9T),

T=C T @08/oT)y (1:49)

Je-li podminka (1.42) splnéna, je dané oblast hvézdy stabilni viéi konvekei (pfesunu hmoty
v radidlnim sméru) a k tomuto jevu nedochdzi. V ptipadé vzniku konvekce se tento zptisob
prenosu energie stava dominantnim, coz ma vyznamné dtsledky na stavbu danych vrstev
hvézdy. V atmosférach horkych hvézd se vsak konvekce prili§ ¢asto neuplatnuje.
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1.5 Idealni plyn a chemicky pohled

Doposud jsme se zabyvali predstavou plynu, kterd nepfedpoklddd vzadjemné interakce c¢astic,
které tento (idedlni) plyn tvofi (s vyjimkou dokonale elastickych srazek, které vsak na pribéh
parti¢ni funkce nemaji vliv). Pouzitim grandkanonické parti¢ni funkce pro pfipad jednoéasti-
cového fermionového plynu slozeného z neinteragujicich ¢astic, lze odvodit stavovou rovnici,
ve které figuruje korekéni ¢len (viz napf. Landau 1980):
2#3
TV, Ny = My ] RN (1.44)
Vv I'(3/2) 4(mkgT)3/2V

kde I'(3/2) je Eulerova funkce, obecné I'(p) = [;° 2P~ exp (—z)dz (pro p = 3/2 priblizng
2.612). Korekéni faktor v rov. (1.44) je disledek Pauliho vyluc¢ovaciho principu. Z tohoto po-
hledu je Pauliho princip (fiktivné) ekvivalentni odpudivym sildm, do uré¢ité miry tedy simuluje
interakce ¢astic mezi sebou, prestoze se pii odvozeni uvazuji pouze volné (neinteragujici) ¢as-
tice. Stavova rovnice (1.44) popisuje tzv. Fermiho-Diractv idedlni plyn.

Pro zobecnéni stavové rovnice ideadlniho plynu se zapoctenim mezic¢asticovych interakci
lze pouzit tzv. viridlovy rozvoj. Vyraz pro tlak idealniho plynu rozvineme v fadu v zavislosti
na hustoté ¢astic p = N/V:

5% =1+ By(T)p+ B3(T)p* + ... =1+ Y _ Bi(T)p" . (1.45)
=2

Viridlové koeficienty B; obecné zavisi na teploté a popisuji interakci, které se tcastni vzdy
astic (Ba pro dvoucasticové interakce, atd.). Zde je pro urceni parametri B; vyhodné pouzit
grandkanonickou parti¢ni funkci =, kterd je s vyrazem @pV pfimo spjata:

BpV =InZE. (1.46)

Aplikace viridlového rozvoje je dtlezitd u modelu Planckovy-Larkinovy parti¢ni funkce, kterou
se budeme podrobnéji zabyvat ve druhé kapitole.

Uvézime-li idealni plyn slozeny z riznych chemickych prvkt k, kazdy ionizac¢niho stupné
J, 1ze volnou energii takového plynu zapsat ve tvaru (Hummer & Mihalas, 1988):

F=—kgT» Ny[3/2InT +In(V/N,) +In X+ 1] — kgT Y NjplnZj (1.47)
s 7.k
kde jsme zavedli oznaceni
Xs = (2mkmg/h?)3/2 . (1.48)

Ve vztahu (1.47) index s probihd pfes vSechny druhy ¢astic, tedy i volné elektrony a tplné
ionizované atomy, zatimco index j scitd pouze Céastice, majici vnitini energiovou strukturu
(atomy a ionty). Prvni ¢len rov. (1.47) odpovida translacni ¢asti volné energie, druhy ¢len
popisuje vnitini energiové spektrum.

1.6 Interni parti¢ni funkce a pravdépodobnostni formalismus

Predpoklad idealniho plynu s sebou pfinasi nékolik komplikaci. V praxi se ukazuje, ze i malé
odchylky volné energie od modelu idealniho plynu mohou mit dalekosahlé disledky na predpo-
véd optickych vlastnosti studovaného prostiedi. Je proto zddouci uvaZzovat co nejrealistictéjsi
modely interakce atomu ¢i iontd s nabitymi i neutralnimi ¢asticemi.
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Fyzikalné nekorektni zavéry lze odvodit ze Sahovy rovnice (1.36), nebot z této rovnice
vyplyva moZnost rekombinace ionti za jakékoliv teploty pii dostate¢né vysoké (kritické) hus-
toté latky. Takovy zavér by vedl k prevazné neutralnimu plazmatu pfi extrémné vysokych
teplotach a hustotach vyssich, nez je hustota kriticka. Tato skute¢nost odporuje pfedstavam
o tzv. ionizaci tlakem, ktera se zpravidla modeluje jako sniZzovani ioniza¢niho potencialu. Zmi-
nény problém je piimym dtisledkem pouziti modelu idealniho plynu, ve kterém se neuvazuji
vzajemné interakce ¢astic.

Dalsi komplikaci je skuteénost, ze parti¢ni suma ve tvaru (1.11) formalné diverguje. Na-
pifklad pro limitu vnitini parti¢ni funkce atomu vodiku (degenera¢ni faktor g, oc n?):

I
nan;o n? exp (5771_21) = 00, (1.49)

kde Iy je ioniza¢ni potencial vodiku a n hlavni kvantové ¢islo. V principu je tedy nutné omezit
pocet energiovych hladin, které se v parti¢ni sumé zahrnou.

Obrazek 1.1: Pribéh soudinu Boltzmannova faktoru a statistické vahy 2n? v zavislosti na
kvantovém ¢isle n pro rtzné teploty.

V realnych podminkach se pfi rostouci koncentraci ¢astic zaroven zvysuje cetnost a inten-
zita mezi¢asticovych interakci, coz ma vliv na méné tésné vazané energiové hladiny. Efektivné
zde dochéazi k rozmiti energiové hladiny do kontinua a tim k omezeni stavového souctu. Tato
tonizace tlakem teoreticky vede k tplné ionizovanému plynu pfi dostateéné vysokych husto-
tach. Pokusime se nyni shrnout nékolik metod, které se obvykle pro omezeni stavového souc¢tu
pouzivaji (Déppen, Anderson & Mihalas 1987):

1. Fizované omezeni n = Nmyax, priCemz npy.x bychom zvolili na zakladé minimélniho
prispévku k partiéni funkci. Za urcitych specialnich podminek by takovéto omezeni
mohlo mit praktické vyhody, nicméné tento zptisob neni prilis fyzikalné korektni a neni
dostatecné pruzny pro obecnéjsi pouziti.
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2. Omezent zavislé na teploté a hustoté nmax = Nmax(T, p). Takovato modifikace vazanych
stavli vede ke zndmé komplikaci, kdy se v praktickych vypoctech setkdvame s diskonti-
nuitami v priabéhu parti¢ni funkce. Kdykoliv hustota presdhne danou kritickou hodnotu,
pfi které jiz dany stav prestava existovat (splyne s kontinuem), zméni se skokové hod-
nota parti¢ni funkce tmérné vahovému faktoru daného stavu. Takovéto diskontinuity
nemaji fyzikalni opodstatnéni a mohou vést k singularitdm nebo jinym potizim pfi vypo-
¢tech termodynamickych veli¢in, coz ma zpravidla velmi negativni dopad na praktické
pouziti, pokud pozadujeme spojitost danych funkci i jejich derivaci. Zpravidla je pak
nutné uchylit se k interpola¢nim metodam v pribéhu vnitini parti¢ni funkce.

3. Staticky stineny Coulombiv potencidal (SSCP). Coulombovsky potencial jadra vodiku je
nahrazen potencidlem ve tvaru:

Vi, r) = — 2 exp <7"> , (1.50)
r >\D
kde Z; je nadboj jadra vodiku a Ap je Debyeova délka. Je mozné ukézat, Ze pro Ap < oo
existuje vzdy kone¢né mnozstvi kvantovych stavi. Tento model simuluje efekty coulom-
bovskych interakci mezi nabitymi ¢asticemi uvniti atomu, zda se tedy, ze by mohl byt
vhodny zejména v silné ionizovaném prostiedi. Nicméné podminky, kdy je mozné model
SSCP bez obav pouzit, jsou relativné omezené, nebot pro tplné neutralni plyn parti¢ni
funkce opét diverguje, ionizace tlakem tedy memusi nastat ani pfi extrémné vysokych
hustotach. Navic i v modelu SSCP dochézi prfi vypoctech k diskontinuitam v priubéhu
parti¢ni funkce (pokazdé, kdyz je hladina atomu rozmitéd do kontinua). Zfejmé mno-
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vlastnosti s experimentalnimi spektroskopickymi daty (Hummer & Mihalas, 1987).

4. Model stisnéného atomu (CA). V tomto modelu je Coulombtv potencial ve stfedni me-
ziasticové vzdalenosti plazmatu nahrazen nekone¢nou potencidlovou bariérou. Timto
zplsobem jsou simulovany predevsim srazky neutralnich ¢astic, v kontrastu s modelem
SSCP je jiz vice problematicky v ionizovaném prostiedi. V porovnani s modelem SSCP
je méneé fyzikalné realisticky, nicméné neni tak krehky a funguje pro vsechny teploty a
hustoty (napfiklad umoziiuje tzv. ionizaci z chladu, tzn. pro nizké pocéatecéni teploty a
hustoty neni potfeba volnych elektronti pro nastartovani ionizace pfi zvySovani téchto
hodnot).

Obecné lze pozadavku na omezeni stavové sumy vyhovét predpisem (opét pro plyn slozeny
z ruznych chemickych prvki):

(o]
75 =" wikgigr exp (—BEik) (1.51)
=0

kde védhovy faktor w;j; odpovida pravdépodobnosti, Ze dany stav ¢ iontu j prvku k stéle
existuje navzdory okolnimu plazmatu, piicemz faktor g;;i exp (—BE;;;) vyjadiuje pravdé-
podobnost, zda je dany stav aktudlné v systému obsazen. Pravdépodobnostni formalismus,
zavedeny rovnici (1.51) ma vSeobecné fadu vyhod:

e Faktor w;;; klesd hladce a monoténné s rostouci intenzitou interakce, kterou popisuje.
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e Energiové hladiny se ztraci ze stavové sumy hladce se snizujici se hodnotou faktoru w;,
¢imz je zarucena kontinuita parti¢ni funkce i spojitost jejich derivaci.

e Pravdépodobnostni interpretace faktoru w;;r umoziuje kombinovat okupacni pravde-
podobnosti z nezavislych interakci. Zaroven je timto zptisobem mozné uvazit rozlicné
mechanismy s mnozstvim rozdilnych ¢astic, které se procest ucastni. Timto zptisobem
je elegantné vyfesena komplikace s ¢aste¢né ionizovanym plazmatem, stejné jako s li-
mitnimi pfipady kompletné neutrilniho nebo naopak zcela ionizovaného plynu.

e Faktor wjj;i je zpravidla mozné vyjadrit a derivovat analyticky.

Zahrnuti okupacni pravdépodobnosti w;j; do partiéni funkce vede k odpovidajicimu ne-
idedlnimu ¢lenu ve volné energii a naopak. Neni tedy mozné volit tvar w;;j zcela libovolné, aby
byla zachovana termodynamické konzistentnost volné energie. Pro nazornost nyni uvazujme
jednocéasticovy plyn (bez zapocteni ionizace nebo disociace) o n ¢asticich, pficemz vzdy n;
castic je ve stavu i (tedy n = ), n; = konst.). Lze ukazat, ze pokud pro takovy plyn uvazujeme
neideélni ¢len ve volné energii f(T,V, {n;}), ktery explicitné zavisi na okupacnich ¢islech {n;},
najdeme pro vahovy faktor (Hummer & Mihalas, 1988):

w; = exp[—L(0f/0n;)] . (1.52)

Na zakladé (1.52) je mozné ukazat, ze odpovidajici pfispévek k volné energii je vyjadien:

[f—z;m (gg)l : (1.53)

Pokud je neideédlni ¢len f linedrné zavisly na {n;}, je pfispévek (1.53) nulovy a koneény
vyraz pro volnou energii je modifikovan pouze v ramci vnitini parti¢ni funkce Ziy;. V pripadé
nelinearniho korekéniho faktoru, pokud neni umoznéna jeho linearizace, je potfeba zapocitat
i ¢len (1.53). Volna energie (1.47) je pro priklad jednocasticového plynu vyjadiena:

f- ;nz (g)] . (1.54)

F=—kgTn[3/2InT + In (V/Ns) +In X + 1] — kgTnln Zin +

(2

Navzdory velké popularité modeli SSCP a CA byla v odborné literatuie vénovana velka
tiky se pak ve vétsiné piipad pfenasi na hledani vahového faktoru w;j;;. Zejména na poli
astrofyziky v oblasti modelovani hvézdnjch atmosfér a optickych vlastnosti astrofyzikalniho
plazmatu je potfeba vénovat primérenou pozornost fyzikalni korektnosti pouzitych modeli,
nebot vysledné veli¢iny byvaji zpravidla velmi citlivé na poc¢ate¢ni predpoklady.



Kapitola 2

Studované aproximace - vodikoveé
plazma

V této kapitole podrobnéji prostudujeme nékolik vhodnéjsich modelt na piikladu vodiko-
vého plazmatu, pokud mozno v rozmezi teplot a hustot odpovidajicich podminkam atmosfér
zejména horkych hvézd a hvézdnych vétra (T < 10K, p <107 %gcem™3).

Energiové spektrum atomu vodiku je zndmo z kvantové teorie, odkud z feseni Schrédinge-
rovy rovnice zname zavislost energie vazanych stavli na hlavnim kvantovém cisle n ve tvaru
E, = IH/nQ, kde Iy je ionizacni potencidl, Iy = —13.5984¢eV. Statistickd vaha hladiny n
je rovna g, = 2n2, jelikoz jsou dvé mozné konfigurace vzajemnych orientaci spinu jadra a
elektronu a pro vedlejsi kvantové cislo I, [ = 0,1,2,....,n — 1, popisujici moment hybnosti,
méame Z?’:_Ol(% + 1) = n2. Vnitini kanonick4 parti¢ni funkce atomu vodiku je pak rovna:

Zy = 22712 exp (ﬂfg) . (2.1)

2.1 Planckova-Larkinova parti¢ni funkce

Pro vnitini partiéni funkci atomu vodiku méme jiz zminéné vyjadieni (2.1). Pfepsanim do
tvaru, ve kterém jsou energie excitovanych hladin méreny od energie zédkladni hladiny s hlav-
nim kvantovym ¢islem n = 1 dostaneme vyjadfeni:

Zy = 22# exp [ﬁIH (1 — 7112)] : (2.2)

Rovnici (2.2) pfepiseme do tvaru

Zy = 2exp (—(1Iy) Z n? exp <ﬁ$) (2.3)

n=1

a exponencialu rozvineme v Taylortiv polynom:
I i o I3
— =1 — — 4 2.4
exp <6n2) +OS+0 5+ (2.4)

19
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Prvni dva ¢leny souctu vedou k divergenci partiéni funkce, kdezto zbylé ¢leny rady davaji
konvergentni ¢ast. Zanedbanim prvnich dvou divergentnich ¢lentt souctu (2.4) a dosazenim
zpét do vztahu (2.3) ziskdme vyjadieni pro tzv. Planckovu-Larkinovu parti¢ni funkci (Ddppen
a kol. 1987):

ZPLPF 2exp (—0Ix) Z [exp( 2) —1—ﬁ;’5] . (2.5)

Prepsanim do tvaru

ZELPE — 2Zn2 exp [ﬂ]H (1 — 7112)] X [1 — (1 + ﬂf:;) exp <ﬂ$)]

n=1

lze separovat vahovy faktor

wi P = [1 — <1 + ﬁ$> exp (521;)} . (2.6)

Tvar Planckovy-Larkinovy parti¢ni funkce (dale PLPF) (2.5) odvodil Larkin (1960) v kon-
textu statistického popisu plazmatu. Pozdéji se podarilo ukazat, ze obdoba rovnice (2.5)
vystupuje ve druhém koeficientu viridlového rozvoje grandkanonické partiéni funkce (napft.
Rogers 1986), PLPF tedy neni parti¢ni funkci v pravém slova smyslu. Vyuziti PLPF pfi
vypoctech stavové rovnice a obsazeni hladin tedy neni tak pfimocaré jako u standardni par-
ti¢ni funkce. Pouzitim modelu PLPF se lze vyhnout divergenci parti¢ni sumy, nicméné PLPF
predstavuje pouze cdastecny prispévek k termodynamickym potencidlim (1.17), (1.27) a (1.28).
Proto ptfimé pouziti pro vypocet optickych vlastnosti plazmatu vede opét ke Spatné shodé
s pozorovanim (viz §IV v Dippen a kol. 1987).

Obecnéji pro plyn slozeny z volnych elektroni (e) a iont (o) muze byt druhy viridlovy
koeficient Be, vyjadien pomoci energii vazanych stavi F,,; (n a [ zastupuji hlavni a vedlejsi
kvantova ¢isla iontu) a koeficientu ¢;, ktery popisuje posun stavu ¢astice ve fazovém pro-
storu, jakozto dusledek neurcitosti polohy pii elastickych kolizich (viz napf. §123 v Landau
& Lifschitz, Vol. 3, odvozeni Beth a Uhlenbeck 1937). Pouzitim Levinsonovych teorémui pro
parametry 0; (Levinson 1949) lze dospét ke tvaru druhého viridlového koeficientu (Rogers
1986):

Beo = 02, + b5, . (2.7)

Pouzijeme-li oznaceni

ZPVPE =N (21 4 1) (exp (—BEn) — 1+ BEn) (2.8)

nl

jsou ¢leny pravé strany rovnice (2.7) rovny
b = ax3/2\3 ZPLPY (2.9)

kde Aea = h(ﬁ/2ﬂea)l/2’

C 452 e /6 2
bea = uza /dpr(p) exp (— P ) (2.10)

ex 21“’60(

=> (2+1) /dpp25l(p). (2.11)

l



2.2. MODEL TVRDYCH KOULI 21

Zde fieq je redukovand hmotnost dvojice elektron-iont a p je relativni hybnost. Z rov. (2.9)
je jiz vidét, v jaké pozici vystupuje ve stavové rovnici Planckova-Larkinova parti¢ni funkce.
Druhy viridlovy koeficient je korekei ke stavové rovnici pri uvazeni dvoucasticovych interakci.

Rovnice ekvivalentni Sahové, ze které je mozné vypocitat efektivni koncentrace pro vypo-
¢et stavové rovnice v pripadé PLPF nabyva tvaru

NeNo 2‘/)‘%{ exp (B2 /\p)
Ny A3N3 ZPLPF ’

(2.12)

kde \; = h(B/2mm;)~1/2 pro i = {e,o, H}, Ap je efektivni Debyova délka a e je elementarni
naboj a z je naboj iontu.

Podrobnéjsi postup odvozeni, véetné vyssSich fada viridlovych koeficienttt a komentate
jsou popsané v Rogers (1986) a v odkazech v této préci.

Diskuze. Uvazenim vyse uvedeného lze odvodit termodynamicky konzistentni stavo-
vou rovnici plazmatu i potfebnda okupacni ¢isla napiiklad pro vypocty emisivit atomu vodiku.
Nicméné pravé Planckova-Larkinova partiéni funkce byva casto opomijena ¢&i kritizovana
pro neshody jejich zavéru s experimenty (naptf. Rouse 1983). Vétsina kritickych hodnoceni
vSak vychazela z nepresné interpretace PLPF. Model PLPF vSak nabizi prirozeny a korektni
nastroj k vypoctim termodynamickych veli¢in, pfi¢emz pracuje s coulombovskymi dvou-
¢asticovymi interakcemi. Vzhledem k dalekodosahovému charakteru coulombovské interakce
vSak mize pfedstavovat pouziti pouze dvoucasticového modelu jisté tiskali. Jelikoz zaroven
nezahrnujeme srazkové procesy, je PLPF omezena na relativné nizké hustoty, ackoliv tedy
sama PLPF na hustoté explicitné nezavisi, podminky jeji pouzitelnosti ano.

Existuje rovnéz modifikace, ve které je uvedena podoba PLPF v zéavislosti na teploté i
hustoté (Ebeling a kol. 1985), jejiz korektni pouzitelnost je rovnéz omezené nizsimi hustotami.

2.2 Model tvrdych kouli

Model tvrdych kouli (Hard sphere model — HSM) predstavuje jednoduchy zpusob, jak za-
pocitat do modelt parti¢ni funkce vliv srazek neutralnich céastic. Kazdé zucastnéné castici
je prifazen polomér, ktery definuje efektivni dosah interakce. Jinymi slovy, kazdé castici ve
stavu ¢ prifadime polomér r; a nejbliz$i sousedni éastici (narusiteli) ve stavu [ polomér ry,
pricemz ke srazce dojde tehdy, kdyz se obé Castice priblizi na vzdalenost mensi nez r; + ;.
Zaroven predpokladame, ze prekrytim sfér studované ¢atice ve stavu ¢ a narusitele ve stavu [
dojde k efektivnimu rozmiti hladiny <.
Okupaéni pravdépodobnost 1ze nasledné napsat ve tvaru (Hummer & Mihalas 1988)

47 3
A S )
3V l
Odpovidajici neidealni ¢len volné energie z rov. (1.52) je
27
F= 2SS e ) (214)
3BV il

kde n; a n; je pocet ¢astic ve stavu ¢, resp. [. Pfispévek k volné energii:

[f - Zm(af/c?ni)} =—f

w; = exp (2.13)
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Tvar ¢lenu (2.14) odvodil jiz Fermi (1924) ze stavové rovnice van der Waalsova plynu, kde
vystupuje ve druhém viridlovém koeficientu.

Piedpis okupaé¢ni pravdépodobnosti (2.13) neni pro praktické vypoéty ptilis vhodny, nebot
pfi minimalizaci volné energie vyzaduje znalost okupacnich ¢isel vSech stavi narusiteld jakozto
nezavislé proménné. Pro obecnéjsi plyn sloZeny z rtiznych chemickych prvkd by se situace jesté
zkomplikovala okupac¢nimi ¢isly vSech ionizacnich stupiiti vSech zticastnénych prvka. Pokud
budeme uvazovat, ze kazda ¢astice (narusitel), ktera vstoupi do kontaktu se studovanym
atomem, je v zdkladnim stavu [ = 1, pfepiSeme rov. (2.13) do tvaru:

w; = exp [— (47 /3V )N (r; +11)3] . (2.15)

Obecné pro plyn sloZeny z iontt j riznych chemickych prvkia & (Nayfonov a kol. 1999):

Wik = €Xp —(47/3V) Z Nj/k/(TZ‘jk + le’k’)3 , (2.16)
j/7kl

Formalné jsme z dtivodu kompletniho popisu prijali i moznost, Ze jedna ze zucastnénych
¢astic mtze byt nabitd, nicméné protoze je model HSM pii popisu interakei nabitjch ¢astic
nedtvéryhodny, takové prispévky zanedbame a scitdme tedy pouze pres neutralni castice. V
tomto pripadé je neidedlni piispévek k volné energii identicky roven nule:

If - Zn,-(af/ani)] —0.

Linearizaci modelu (2.13) jsme tedy veskeré projevy srazek neutralnich ¢astic zahrnuli pouze
ve vyjadreni vnitini partiéni funkce Zj,.

Diskuze. Model tvrdych sfér popisuje srazkové procesy neutralnich ¢astic, pricemz
jsme pro praktické vypocty prijali predpoklad narusitele v zakladnim stavu. V principu
model tvrdych sfér kazdému kvantovému stavu prifazuje rozdilny polomér, coz simuluje
detailnéjsi popis stavby atomu. Naproti tomu model CA definuje pro vSechny stavy vSech
¢astic jednotny polomér interakce. S rostouci hustotou tedy v modelu HSM dochézi nejprve
k rozmiti hornich, méné tésné vazanych energiovych hladin, coz odpovida kvalitativnim
predstavam o ionizaci tlakem. Modelem HSM je docileno zddané konvergence parti¢ni funkce,
pricemz k rozmiti dané hladiny dochazi tehdy, kdyz vypliuje objem vétsi, nez je stfedni
objem na jednu castici.

Formalni kritérium pouzitelnosti modelu HSM je dle Graboske, Harwood & Rogers (1969)
4rR3N/3V < 1, kde R je typicky polomér ¢astice. Pro vodikové plazma je tato podminka
pohodIné splnéna pro hustoty p < 1072 g cm ™3, tedy pro oblast naseho zajmu.

Pro linearizaci modelu (2.13) je potfeba oznacit zvlast ovlivnénou ¢astici a narusitele a
nasledné secist pro kazdou ovlivnénou c¢astici vliv kazdého narusitele, pricemz pii celkovém
souctu si nasledné obé castice role vymeéni. Pfimym disledkem linearizace HSM je tedy fakt,
ze je kazdy zltcastnény par atom-narusitel zapocitan v exponentu w; dvakrat. Pouzijeme-li
pro charakteristicky polomér atomu ve stavu n vyraz r, = agn?, kde ag je Bohriiv polomér, je
vahovy faktor tmérny w,, ~ exp [-n%(ag/ro)?], kde o je primérna vzdalenost mezi ¢asticemi.
Je tedy mozné Tici, Ze nejistota kvantového ¢isla nejvyssi hladiny, pfispivajici do stavového
souétu, je tmérna 2/¢ a samotni hodnota interni partiéni funkce je skze faktor g, = 2n?
zatiZena nejistotou 21/2 .
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2.2.1 Vypocet

Numerickymi propoéty vychazi najevo, ze Boltzmanntv faktor exp (—3x/n?), uréujici prav-
dépodobnost obsazeni dané hladiny, zpocatku klesa s kvantovym ¢islem strméji nez vahovy
faktor w,. Vhodnym kritériem konvergence vypoctu konkrétni parti¢ni funkce se tedy jevi
omezeni w, < €, kde jsme ve vétsiné pifipadl pouzili € = 0.001. Pro vysoké teploty v rozmezi
T = 10° — 105K klesaji Boltzmanntiv i vahovy faktor fadové zhruba stejnym tempem. Hla-
diny, pro které jiz plati w, < ¢ = 0.001, prispivaji k parti¢ni funkci za extrémné vysokych
teplot fadové €2 ~ 1076,

Pro ilustraci uvedeme prubéh parti¢nich funkci pro koncentrace vodiku Ny v rozmezi
108 — 10'% cm ™3, coz odpovida rozpéti hustot p ~ 1071 — 108 g cm 3.

8 T T T T T
Ny=10%cm® ——
Ny =100em® -
7 - ~ -
Ny = 102 emS oo B e
Ny =10 em® -
6 Ny=10%cm® ———- B
5 - -
N
g4r -
3+ s -
2+ < -
./'/
.//
Y
1t Y 4
/
O 1 ; 1 1 1
3108 110* 3m0* 110° 310° 1108

Obréazek 2.1: Partiéni funkce Z = Z(T') pro riuzné koncentrace vodiku.

Z obrazku (2.1) a (2.2) je patrny vliv ionizace tlakem. Pfi zvySujici se hustoté klesa
pocet prispivajicich hladin. Zaroven s hustotou rapidnéji klesa vahovy faktor, coz ma vliv na
elektrony okupujici vyssi, méné tésné vazané hladiny. Nicméné model tvrdych sfér neni sim o
sobé prilis vhodny k vypoctim vlastnosti astrofyzikalniho plazmatu, nebot nepopisuje dobfre
interakce s nabitymi ¢asticemi.

2.3 Vliv nabitych castic

V castecné nebo Uplné ionizovaném prostiedi hraje dtlezitou tllohu coulombovské ptisobeni
nabitych ¢astic. Ackoliv se atom jako celek jevi z dostateéné velké vzdalenosti jako elektricky
neutralni, v zasadé jde o kompozici bodovych néboju (elektront a jadra), je tedy popsan
rozlozenim naboje, resp. je mozné pro atom definovat dipdlovy moment. Pri interakci s vnéjsim
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Obrazek 2.2: Priubéh vahového faktoru w = w(n). Vahovy faktor pro model tvrdych sfér neni
zavisly na teploté. Podet prispivajicich hladin je pro nizké koncentrace prilis vysoky, nebot
v realnych spektrech hvézd zpravidla nebyva pozorovan tak velky pocet vodikovych car.

elektrickym polem pak dochézi k ovlivnéni vnitini struktury atomu. Redlné je tedy pocet
vazanych hladin atomu nebo iontu v plazmatu omezen elektrickym polem, které je buzeno
nabitym okolim.

Lze tedy Tici, ze energiové hladiny jsou "rozmazané”, tj. jsou zatizeny neurcitosti ener-
gie, pricemz hladiny s vyssimi kvantovymi cisly, které od sebe nejsou energiové dostatecné
vzdaleny, se prekryvaji, v meznim pfipadé rozmyvaji do kontinua. Budeme tedy uvazovat,
ze pro elektron v daném vazaném stavu existuje vlivem elektrického pole buzeného okolim
urcité nenulové pravdépodobnost, Ze se elektron uvolni od pivodniho jadra atomu. Tento jev
je diisledkem Starkova! efektu (¢asto v anglické literatuie oznacovany jako Stark shift nebo
Stark broadening), ktery je v podstaté elektrostatickou analogii Zeemanova rozstépeni hladin
vlivem magnetického pole.

Zakladni prestavou je, ze pro kazdy vazany stav ¢ iontu j prvku k existuje kritickd hod-
nota intenzity elektrického pole ;i takova, Zze dany stav prestava existovat, pokud intenzita
pole presahne tuto kritickou hodnotu. Pravdépodobnost existence daného stavu je pak rovna

pravdépodobnosti, Ze intenzita pole kritickou hodnotu &;;;, nepfesahuje (Hummer & Mihalas
1988):

Eijk
wigh = /0 P(€)de . (2.17)

kde P(§) je distribu¢ni funkce elektrického pole (angl. microfield distribution).

!Johannes Stark (1874 — 1957), némecky fyzik, ktery v roce 1913 tento jev objevil a popsal.
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Stav s ioniza¢nim potencidlem y miize byt v atomu povazovan za vazany, pokud je inten-
zita pole & mensi nez kritickd hodnota (Uns6ld 1948, pouzity atomové jednotky, ve kterych
jeh=e=me=1/(4mey) = 1):

%

&ije = K(x) 17, a.

u., (2.18)

kde Z, je elektricky naboj jadra a K(x) je tzv. Starkav ionizac¢ni kvantové-mechanicky ko-
rekéni faktor. Pro vodikovy plyn muzeme pouzit vztah

Xn = Z2/2n%au., (2.19)

kde n zastupuje hlavni kvantové ¢islo atomu vodiku.
Piepisem K (x) do tvaru, kde je zachycena pfima souvislost s hlavnim kvantovym éislem
K,,, mame vyjadreni:

{ 1 pro n<3
Kn=1 16 > nt1/6 (2.20)
3 (HL-H> n£&-n+1/2 pro n = 3.

Tvar (2.20) je mozné odvodit pomoci (2.18) a (2.19) z poruchové teorie prvniho fadu (viz
napf. Landau & Lifschitz, vol. 3) pro energii stavu v degenerované hladiné. Faktor (2.20)
nabyvé dulezitosti teprve pro hladiny s n > 3, nebot pro takovéto hladiny dochézi k jejich
vzdjemnému piekryvani, jsou tedy degenerované (Hummer & Mihalas 1988). V ¢itateli (2.20)
pro n > 3 vystupuje ¢len n + 7/6, ktery nahrazuje puvodné odvozeny tvar n + 1/2 z divodu
spojitosti v bodé n = 3.

2.4 Holtsmarkova distribuéni funkce

Pro popis elektrického pole ¢isté vodikového plazmatu lze s vyhodou pouzit Holtsmarkovu?
distribuéni funkci (Holtsmark distribution function — HDF). Ackoliv byla Holtsmarkova dis-
tribu¢ni funkce odvozena pro vodikové plazma, zavedeme z divodu obecnéjsi pouzitelnosti
korekci, pomoci které zahrneme i vliv jinych iontii, nez protonti.

Kritickou hodnotu pole &;;;, nahradime hodnotou redukovanou (Hummer & Mihalas 1988)

Gijk = &iji /o » (2.21)

kde & je intenzita buzend iontem ve stfedni mezic¢asticové vzdalenosti Ry pro tento iont. Pro
okupaéni pravdépodobnost mame vyjadieni (2.17), pouzitim redukované hodnoty pole:

Cijk
wz‘ij/O d¢Pg(¢), (2.22)

kde
Py(¢) = 275/0 dy exp (—y*/*)ysin Cy (2.23)

2Johan Peter Holtsmark (1894 — 1975), norsky fyzik, prosluly zejména diky studiu rozsifovani spektralnich
Car a rozptylu elektroni.
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je Holtsmarkova distribu¢ni funkce. Pro hodnotu &, pouzijeme vyjadreni:

Z 4N\ /3
f=-2L=12 < ”) ag, (2.24)
R% P 3
kde ag je Bohriiv polomér, N, koncentrace iontu s nabojem Z,, kde p = 1,2, ... . Pro koncen-

trace volnych elektronu a iontt mame:

Ne=>» N.Z (2.25)

Now =Y. (2.26)

Veskery prebyvajici kladny naboj, ktery neni nesen protony, rozdélime rovnomérné mezi
vSechny zucastnéné ionty. Kazdy pak bude nosi¢em naboje (Nijon je koncentrace iontt bez

ohledu na naboj):
_  Y.N.Z N,
Z, = =£ = . 2.27
p ZZ 7 Nion ( )

Dosazenim do vztahu (2.24), kde N, = Njon dostavame

€0 = NN 3 (4mad 3)2/3 . (2.28)

ion

Kritickd hodnota pole (;ji je spojenim rovnic (2.18), (2.21) a (2.28) vyjadiena:

Gijie = K

. Xzzjk dmag e Nit{f (2.29)
k47, \ "3 N, '
Rovnice (2.22) a (2.29) vyjadiuji hledany vyraz pro okupacni pravdépodobnost, popisujici
vliv plazmatu na parti¢ni funkci.

Pro vodikové a vodiku podobné ionty s nébojem Z, lze kritickou hodnotu (;j; dale
upravit. Pokud parametrizujeme koncentraci iontt pomérem ke koncentraci protont, tedy
podilem f, = N(Z,)/N(1), p=2,3, ..., mame:

Nion = < 1+ Zp:2 fp

———— | No=CN,.
L+ Eprfp>

Pro vodikovy systém nabyva rov. (2.29) tvaru (Hummer & Mihalas, 1988):

1 [4x\ 23
gn(za):KnW <3> ag 2CYVBZEN23 (2.30)

Diskuze. Hlavni tuskali Holtsmarkovy distribuce je neuvézeni vlivu elektrostatického
pusobeni ¢astic, tvoficich okolni plazma. Hummer & Mihalas (1988) vSak ukazali, Ze pro
podminky, typické pro hvézdné obalky, nejsou tyto procesy pro distribu¢ni funkci prilis
dulezité (§IV, obr. 2).
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v v/

V ptipadé horkych a relativné fidkjch atmosfér hvézd a hvézdnych vétri hraji dominantni
ulohu volné elektrony. V takovém pripadé lze pro odhad teplot, pro které je HDF v pripadé
platnd, zhruba napsat podminku (n je kvantové ¢islo)

T < Tmax ~ 9.0-10322P N2/ cgs (0> 1).

Tmax Se tedy pro rozmezi koncentraci elektrontt N, ~ 10 — 1020 cm—3 pohybuje zhruba
Tmax ~ 10° — 10° K.

Déle je tfeba zapocitat srazkové procesy. V piipadé srazek neutralnich castic je mozné
pouzit model tvrdych sfér. Pro vliv srazek s nabitymi ¢asticemi Hummer & Mihalas (1988)
numerickymi vypocty ukazali, Ze pro oblasti teplot a hustot, které odpovidaji typickym pod-
minkdm hvézdnych atmosfér, je omezeni stavové sumy maximalni zapocitanou hladinou nmax
zpravidla vétsi, nez omezeni plynouci z HDF.

2.4.1 Vypocet

K vypoctu parti¢ni funkce pomoci Holtsmarkovy distribuce byl pro kritickou hodnotu pouzit

vztah (2.29). Dilezitou aproximaci je polozeni (Nion/Ne) = 1, kritickd hodnota pole je tedy

na koncentraci volnych elektroni zavisla  ~ No 213,

logz

1 1
1m10* 3m0* 1010° 3m0° 1m10°

Obrazek 2.3: Parti¢ni funkce spoc¢tend pomoci Holtsmarkovy distribuce.

2.5 Hummer & Mihalas

Model zalozeny na Holtsmarkové distribucni funkci je relativné naroény na vypocetni Cas,
nebot ve vypoctech je potfeba fesit dvojny integral. Hummer & Mihalas (1988) proto vy-
uzili jednodussiho modelu, vychazejiciho z interakce dvou nejblizsich ¢astic (angl. Nearest
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Obrazek 2.4: Priubéh vahového faktoru v zavislosti na kvantovém ¢isle n pro rizné koncentrace
volnych elektronti. Holtsmarkova distribuce.

neighbor approximation — NN), ktery numericky porovnali s vysledky w;ji, ziskangmi po-

moci Holtsmarkovy distribué¢ni funkce. Vysledny tvar okupac¢ni pravdépodobnosti pro nabité
naruSitele pak nalezli ve tvaru:

47
nab __

kde Zj;, oznacuje naboj iontu j prvku &k (nula pro neutralni ¢astice), e je elementarni naboj.
Sumace probihd pies vSechny stavy i iont j prvki k. Déle ;i je ionizac¢ni potencial hladiny
(ijk) a faktor Kjj;, odpovida rov. (2.20), kde n — (ijk) zastupuje obecné oznaceni hladiny
s potencialem y;j; Castice s nabojem Zj

V dalsim kroku Hummer & Mihalas vyuz1h okupacni pravdépodobnosti wne,yt z rov. (2.16)

odvozené pro srazky neutralnich ¢astic, tedy model tvrdych kouli. Spojenim rovnic (2.31) a
(2.16) dostavame okupac¢ni pravdépodobnost ve tvaru:

(ij_|_ 1 1/2 2
K’ijX’ij

ZN,k, ,k, : (2.31)

/k/

47
b t 3
Wik = w{ﬁ . w%e,;l = exp |— <3V E Ny (Tijk + T10k7)

o k!
Z'k +1 1/262 3/2
+ 16 % > Nj,k,zj/k, : (2.32)
Kwk Xijk 3! K

Okupacni pravdépodobnost (2.32) je linearné zavisla na okupacnich ¢islech Njjj, nebot
neni piimo zavisla na obsazeni hladin narusiteli, korekéni ¢len [f — >, n;(0F/0n;)] je tedy
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nulovy a interakce jsou zapocitany pouze v interni parti¢ni funkci. Pouzitelnost modelu (2.31)
je omezena pro hladiny, pro které plati w;;, > 0.1, nebot pro nizsi okupacni pravdépodobnosti
klesd rov. (2.31) mnohem rychleji, nez rov. (2.22), ackoliv fyzikdlnimu pozadavku, aby byly
tyto hladiny efektivné rozmity do kontinua je i presto vyhovéno.

2.5.1 Vypocet

Parti¢ni funkce vypoctend pomoci rovnice (2.32), kde Z;;, = 0 (neutralni vodik), N, je kon-
centrace nabitych ¢astic. Pro ¢isté vodikové plasma je N, rovna koncentraci protoni, kterou
budeme uvazovat totoznou s koncentraci volnych elektront.

Ny =10"%em™® ————

logZz
w
T
1

110* 3m0* 1010° 310° 1108

Obrazek 2.5: Parti¢ni funkce s pouzitim modelu Hummer & Mihalas (1988). Zahrnuje vliv
srazek neutralnich ¢astic i coulombovské plisobeni nabitych ¢astic se Zj;, = 0.

2.6 Q-fit

Holtsmarkovu distribu¢ni funkci je mozné rozsirit uvazenim vzajemného pusobeni castic
v plazmatu, které bylo diskutovano v kapitole (2.4). Zavadi se proto tzv. korela¢ni faktor,
ktery zachycuje vyznam interakci v plazmatu pro distribuc¢ni funkci. Korela¢ni faktor je po-
mér energie coulombovské interakce dvou iontt (uvazujeme pouze jednou ionizované ¢astice)
ve stfedni vzdalenosti 7, definované (47/3) 3. n;rg = 1, podéleny stiedni kinetickou energi
kT

ion

62
() -
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Obrézek 2.6: Priibéh vahového faktoru pii teploté T = 6 - 103 K. Model Hummer & Mihalas.

kde e je elementarni naboj. Korelace ¢astic neni dilezitd pro A < 1, naopak pro A 2 1 je pro

tvar distribu¢ni funkce korelace vyznamna. Limitni pfipad A — 0 odpovidd Holtsmarkoveé
distribuci.

Do vyjadfeni distribu¢ni funkce s nenulovym korela¢nim faktorem vstupuji jako dalsi
proménné naboj iontu Z, a tzv. korela¢ni parametr a (Nayfonov a kol., 1999):

1/6
4 0.09N,
a= <3Ner]33> ~ Tf/; cgs, (2.34)

[ kel
= 2.35
D 4me? N, (2:35)

je Debytiv polomér. Fyzikalni smysl korela¢niho parametru je vidét prepisem a = n~'/3, kde
7 je pocet iontd ve sfére o Debyova pomoméru rp. Jednoduchymi matematickymi tpravami
vztahu (2.34) lze najit souvislost parametri a a A:

kde

a? =3\ (2.36)

Odpovidajici distribuéni funkci W (¢’; Z,,a) odvodil Hooper (1968), na jejimz zakladé
nalezl Hummer (1990) dvoudimenzionalni fit v proménnych ¢ a a pro Z, =0,...,5aa < 0.8.
Pro okupac¢ni pravdépodobnost obecné mame ({ je intenzita pole, jejiz kritickd hodnota je
totoznd s rovnici (2.29), n zastupuje obecné hladinu 7 iontu j prvku k):

Cn

wp= | W(C;Z,a)dl = Q(C; Zy,a). (2.37)
0
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Vysledny fit Hummer (1990) nalezl ve tvaru:

f(<7 Z?"a (I)
$ Lpy Q) = ——————— | 2.38
QG = 1 G 2 239
kde
Cl(Zea a’)<3
s Zr,a) = . 2.39
Koeficienety C] a Ca zavisi na korela¢nim parametru a a naboji Z, vztahy:
C1(Zy,a) = P1(X + P5Z,a?), (2.40)
CQ(ZT, CL) = PQX, (241)
kde
X =(1+Psza)f, (2.42)

pro konstantni parametry Py, ...,P5 v rozmezi podminek Z, = 0,...,5 a a < 0.8 vyhovuji
nasledujici hodnoty:

P, = 0.1402 (2.43)
P, = 0.1285

P; = 1.0

P, = 315

P; = 40.

Naznaceny model se nékdy téz oznacuje jako post-Holtsmarkova distribucni funkce. Q-fit
byl s tspéchem pouzit pro studium atmosfér horkych hvézd za predpokladu NLTE (Hubeny,
Hummer & Lanz 1994).

Diskuze. Hooperova ditribu¢ni funkce plazmatu je zalozend na nasledujicich predpo-
kladech (Nayfonov a kol. 1999):

1. elektrony a ionty, které se Gcastni interakci jsou v rovnovaze se stejnou kinetickou tep-
lotou;

2. v pfipadé vicenasobné ionizovanych iontt (Z > 1) maji vSechny ¢astice vstupujici do
interakce naboj Z = 1.

Tyto predpoklady jsou relativné prisné, Hooperova distribuce se proto prili§ nehodi k obec-
néjsimu studiu plazmatu. Zejména v nitrech hvézd je dobfe splnéna podminka rovnovahy,
teploty eletronti i iont jsou stejné. Ve hvézdnych vétrech a atmosférach mladsich hvézd je
dominantnim prvkem vodik, pfevaznymi naruSiteli tedy jsou volné elektrony a protony, tedy
jednoduse nabité Céstice. Prestoze hvézdné atmosféry v termodynamické rovnovaze nejsou a
nemohou tedy vyhovét prvni podmince, jisté muze v tomto pripadé model Q-fit dobre poslou-
zit studiu atmostér horkych hvézd s pfevaznym obsahem vodiku (Hubeny, Hummer & Lanz
1994).
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2.6.1 Vypocet

Omezeni parametru a < 0.8 uréuje pro danou koncentraci volnych elektronti minimalni tep-
lotu, pro kterou je jiz Q-fit mozné pouzit. V podminkéach hvézdnych atmosfér je tato podminka
omezujici pro vyssi koncentrace volnych elektront, tedy v fadech N, > 10'% cm™3, kde mini-
malni teplota je jiz fadové Ty ~ 10% K.

log Z

110* 3mo0* 110° 3m0° 110°

Obrazek 2.7: Partiéni funkce Z = Z(T), Z, = 0.
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log Z

log Z

1m0? 3m0* 1m0° 3m0°

TIK]

Obrazek 2.8: Parti¢ni funkce Z = Z(T), Z,

2.

1m0°

1mo? 3m0* 1m0° 3mo°

TIK]

Obréazek 2.9: Parti¢ni funkce Z = Z(T), Z,

4.

1010°
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2.7 Analyticky fit Holtsmarkovy parti¢ni funkce

Pomoci spoc¢tenych dat particni funkce s Holtsmarkovou distribu¢ni funkci jsme se pokusili
nalézt vzorec, ktery by dobfe popisoval chovani Z = Z(N,,T'). Nalezli jsme dobry dvoudi-
menzionalni fit v proménnych N, a T ve tvaru:

Z(N.,T) = A1(N,) exp <_§3> [1 - <1 + 25”) exp <—A4(TN)H +As. (2.44)

Tvar rov. (2.44) je inspirovan Planckovou-Larkinovou partiéni funkci. Parametry A; a Ay
jsou zavislé na koncentraci vztahy:

A;(N,) = By - NP2 (2.45)
Ayg(Ne) =Bz - NPt (2.46)
kde optimalni hodnoty konstantnich parametrt jsou:

Ay = 154.399-10°K (2.47)

A; = -1.038-10°K

As = 2.099

B; = 1.123-10%cm®/®?

By, = —0.402

B; = 2571107 cm®/Bs

By = —0.038

Prolozeni bylo provedeno programem Gnuplot. Nejprve jsme pro konstantni hodnoty kon-
centrace provedli prolozeni v zédvislosti na teploté, ¢imz byly postupné zjistény hodnoty para-
metri {A;}. Déle byla prostudovana zavislost jednotlivych parametri na koncentraci volnych
elektroni. Pro parametry zavislé na koncentraci, A;(Ne) a A4(Ne) jsme obdobnym postupem
nalezli vyhovujici funkci. Neuréitosti vyslednych parametrii se pohybuji od 107°% do 2%
v nejhorsich pripadech.

Naznaceny fit 1ze s vyhodou pouzit pro specialni ptripad vodikového plazmatu, kde jako
proménné vystupuji teplota a koncentrace volnych elektront. Nevyhodou je prirozené nemoz-
nost pouzit tento vzorec s uvedenymi parametry k jinym chemickym kompozicim plazmatu.
Naproti tomu Q-fit pracuje s proménnymi, které zavisi nejenom na teploté a koncentraci vol-
nych elektrond, ale i na naboji narusitele a kritické hodnoté distribu¢ni funkce, kam vstupuje
i ionizacni potencial.

Déle funkce (2.44) simuluje celkové chovéani parti¢ni funkce, nikoliv pouze vdhového fak-
toru wyji. Je tak mozno obejit nutnost sumace pfi vypoctu parti¢ni funkce.

Limitni pfipad rov. (2.44) pro T'— 0 je podle pfedpokladi roven parametru As, ktery se
blizi dvojce, nebot atomy vodiku p¥i nizkych teplotach zlistavaji v zakladim stavu, do stavové
sumy pak prispiva predevsim stav s kvantovym cislem n = 1 a statistickd vaha je rovna
gn = 2n?% = 2. Limitni piipad pro vysoké teploty T — oo davé:

lim = A5 .
T—o0

Vzorec (2.44) tedy predstavuje pouzitelny vztah pouze pro vymezené rozmezi teplot.
Neurcitost hodnoty parti¢ni funkce je pro spodni spocitanou mez koncentrace elektront
priblizné rovna 1.5 % a pro horni mez koncentrace 0.5 %.
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log Z

O P N W A~ OO

log N, [cm™] ) log T [K]

Obrazek 2.10: ProloZeni sité bodt parti¢ni funkce s Holtsmarkovou distribuci rovnici (2.44).
Zvolené rozmezi koncentraci 8 < log N, < 18, rozmezi teplot pak 2 < logT < 6. Kiizky
oznacuji spoctené hodnoty parti¢ni funkce, spojitymi ¢arami je naznacen prubéh nalezené
funkce Z = Z(N,, T).

2.8 Porovnani jednotlivych modelta

Pro porovnani prubéhu partiéni funkce jsme pouzili modely Q-fit, Hummer & Mihalas a
parti¢ni funkci s Holtsmarkovou distribuci. Ve vSech tfech piipadech jsme neuvazovali srazky
neutralnich c¢astic, coz odpovida siln€ ionizovanému prostiedi.

Z obrazku (2.11), (2.12) a (2.13) je vidét dobra shoda vSech tfi modelt. Podrobnéjsi
srovnani a komentare Holtsmarkovy a Hooperovy distribuce plazmatu jsou obsazeny v Tram-
pedach a kol. (2006).
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7 - , : I
Q-fit
Holtsmarkova distribuce -------

6 Hummer Mihalas - e

log Z

310* 110° 310° 1108
T[K]

Obrazek 2.11: Modely Q-fit, Hummer & Mihalas a partic¢ni funkce s Holtsmarkovou distribuci.
Koncentrace volnych elektronit N, = 108 cm™3.

5 T T
Q-fit

Holtsmarkova distribuce -------

Hummer Mihalas ---------

log Z

110* 3m10* 110° 310° 1108
TIK]

Obrazek 2.12: Stejny piipad jako obr. (2.11) pro koncentraci N, = 10*2 cm™3.
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Q-fit
Holtsmarkova distribuce -------

Hummer Mihalas ---------

log Z

|
110* 310* 110° 310° 1108
T[K]

Obrazek 2.13: Stejny pripad jako obr. (2.11) pro koncentraci N, = 10*® cm™3.

Pro prvni odhad koncentrace volnych elektront ve hvézdné atmosfére se vyuziva tzv.
Inglisiv-Telleridv vztah (Rutten 2003):

log Ne = 23.26 — 7.510g Nmax (2.48)

kde nmax je Cislo nejvyssi pozorované ¢ary. Vztah (2.48) dava do souvislosti pocet pozorova-
nych ¢ar Balmerovy série (odpovidajicich pfechodiim do prvni excitované hladiny s n = 2) a
koncentraci volnych elektront.

Tabulka 2.1: Priklady koncentraci volnych elektront a prislusného poc¢tu Balmerovych céar
spoctenych ze vztahu (2.48). Tabulka je pfevzata z Rutten (2003).

Hvézda spektralni typ nBamer oo N,
a Cyg A21 29 12.2
Sirius A2V 18 13.8
T Sco BOV 14 14.6

bily trpaslik DA 8 16.4
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120

T
Q-fit
Holtsmarkova distribuce -------

100 “5}‘\‘\ Hummer a Mihalas --------

Inglis-Teller
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nmax

40
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1 1 1 1
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log Ng

Obrazek 2.14: Porovnani maximalni pfispivajici hladiny v zavislosti na koncentraci volnych
elektront pii teploté T = 6 - 103 K. Spoétené pro model Q-fit, Holtsmarkovu distribu¢ni
funkci, Hummer & Mihalas a Inglistiv-Tellerav vzorec. Maximélni kvantové ¢islo prispivajici
hladiny je definovano omezenim w,, < e~!. Ve vSech piipadech je dosazeno dobré shody, mirné
odchylky vykazuje pro nizké koncentrace volnych elektroni model Q-fit.



Kapitola 3

Relativni obsazeni hladin

Jako priklad aplikace parti¢ni funkce spocteme relativni obsazeni prvnich tii excitovanych
hladin atomu vodiku s kvantovymi c¢isly n = 2,3,4. Pro jednoduchost budeme pfedpoklé-
dat platnost Boltzmannova rovnovazného rozdéleni. Pro podil obsazeni hladiny n a celkové
koncentrace atomti vodiku Ny mame vyjadieni:

Nn gn IH 1
Mo - I O R 3.1
Na  Zu(N.,T) P [ kpT ( nz)} ’ (3.)

kde Zy(Ne,T) je vnitini partiéni funkce atomu vodiku. Pro porovnani puzijeme modely
Q-fit, Hummer & Mihalas a parti¢ni funkci zaloZenou na Holtsmarkoveé distribuci.

10—4 -

10° }

NNy

10 |

Holtsmarkova distribuce

‘ ‘ ‘
110* 3mo* 110° 3mo0°

Obrazek 3.1: Relativni obsazeni prvni excitované hladiny n = 2 vudci celkové koncentraci
atomu vodiku. Spoc¢teno pro koncentrace volnych elektroni log Ne = {8,12,16}.
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o
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10-12

Holtsmarkova distribuce

Il Il
1m10° 310°

Obrazek 3.2: Relativni obsazeni hladiny s kvantovym ¢islem n = 3 vuci celkové koncentraci
atomu vodiku. Spoc¢teno pro koncentrace volnych elektronii log N, = {8,12,16}.

NNy

108

10—10

10-12

10—14

Obrazek 3.3: Relativni obsazeni hladiny s kvantovym ¢islem n

Holtsmarkova distribuce

TIK]

1010° 3mo°

= 4 vudéi celkové koncentraci

atomu vodiku. Spoé¢teno pro koncentrace volnych elektroni log No = {8,12,16}.
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Modely Hummer & Mihalas a partiéni funkce s Holtsmarkovou distribuci se vzajemné
témer prekryvaji, pouze pro vysoké koncentrace N, = 106 cm™3 vykazuje Holtsmarkova
parti¢ni funkce vysSsi maximum. Dale se pro zvysujici se koncentraci volnych elektrontu
posouva maximum relativniho obsazeni hladiny k vyssim teplotam.



Z.aver

Predlozena prace se vénuje problematice parti¢nich funkci. Obsazeni hladin atomu nebo iontu
je v plazmatu ovlivnéno okolnimi, zpravidla nabitymi ¢asticemi. Parti¢ni funkce poskytuje
nastroj, ktery umoznuje potfebna okupacni ¢isla nebo jiné dilezité informace o termodyna-
mickém stavu plazmatu nalézt.

Prvni kapitola strué¢né shrnuje fyzikalni motivace ke studiu parti¢nich funkci. Jsou uve-
deny nékteré dilezité zakladni pojmy a metody statistické termodynamiky, které jsou s par-
ti¢nimi funkcemi spojeny. Déle je naznaceno pouziti a vyznam parti¢nich funkci v astrofyzice,
zejména v oblasti modelovani hvézdnych atmosfér. V nejpodstatnéjsi ¢asti prvni kapitoly
zavadime pravdépodobnostni formalismus, pomoci kterého jiz prestavame pracovat pouze
s idealnim plynem, pricemz je bran zietel na termodynamickou konzistentnost. Pfimym di-
sledkem zavedeni vdhového faktoru w;j; do parti¢ni funkce je existence neidedlniho clenu
[f = > ;ni(0f/0n;)] ve vyjadieni volné energie. Prakticky ve vSech nami studovanych p¥ipa-
dech je tento ¢len nulovy.

Druha kapitola se zabyva vypocty a porovnanim nékolika riznych modeli parti¢ni funkce

za predpokladu Cisté vodikového plazmatu. Je studovan vliv interakci atomu vodiku s nabi-
tym prostfedim i vliv srazek s neutralnimi ¢asticemi na obsazeni hladin studovaného atomu.
P1i vzdjemném porovnavani modeld je zanedban vliv srazek neutralnich ¢astic, jelikoz oblasti
naseho zajmu je relativné zredéné a horké prostredi svrchnich obalek a hvézdnych vétra hor-
kych hvézd, kde se setkdvame se silné ionizovanym plazmatem. Dominantni Glohu zde tedy
hraji dalekodosahové coulombovské interakce. Nicméné model tvrdych kouli predstavuje rela-
tivné jednoduchy zptisob, jak sradzky neutralnich ¢astic do modeld zapocitat. U studovanych
modelt jsou diskutovany omezujici podminky pouziti a nékterd zasadni tskali jednotlivych
modeld.
Naproti tomu modely zalozené na vzajemné interakci dvou ¢i vice nejblizsich ¢astic (napf. NN
aproximace nebo Planckova-Larkinova parti¢ni funkce), nejsou pouzitelné zcela obecné, pres-
toze za urcitych predpokladti, napf. pti relativné nizkych hustotach a teplotach, mohou najit
dobré uplatnéni. Pro praktické uplatnéni parti¢nich funkci pfi modelovani atmosfér je potieba
brat ohled na ¢as potifebny k viypoctu partiéni funkce. Z tohoto pohledu se jevi jako nejideal-
néjsi modely Q-fit a Hummer & Mihalas. Model Q-fit je zaloZeny na rozsifené Holtsmarkové
distribuci (Hooper 1968), ktera bere v tivahu i vzajemnou korelaci ¢astic plazmatu.

Ve treti kapitole je na jednoduchém prikladu ukazana aplikace parti¢nich funkci k vypoctu
relativniho obsazeni energiovych hladin v atomu vodiku vici celkové koncentraci vodiku. Pro
jednoduchost je predpokladana platnost Boltzmannova rovnovazného rozdéleni. Je vykreslen
prubéh relativniho obsazeni prvnich tii excitovanych hladin v atomu vodiku pro tii rtizné
modely parti¢ni funkce.

Vzhledem ke komplexnosti a slozitosti procesi, které v plazmatu probihaji, je tfeba po-
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vazovat uvedené modely za priblizeni, pomoci kterych lze dosdhnout dobré shody s pozo-
rovanymi daty (viz napf. Déppen a kol. 1987). Z jevi, které nejsou studovanymi modely
dostatecné popsany, mizeme uvézt napriklad ionizaci ¢i rekombinaci prostfednictvim tune-
lového jevu, existenci tzv. kvazi-vazanych stavi elektront, kdy elektron, uvolnény od svého
puvodniho jadra, muze byt stale vazany v kompozici dvou, tii ¢i vice iontt ve svém okoli, vliv
magnetického pole aj. Vyznam nékterych podobnych jevi, které nejsou ve studovanych mo-
delech dostate¢né popsany, je z velké ¢asti komentovan v ¢lanku Hummer & Mihalas (1988).
V nékterych velmi komplikovanych pripadech je zfejmé potfeba rozsifeni stavajicich metod,
které se k statistickému popisu plazmatu v soucasnosti pouzivaji.
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