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Abstrakt

Hlavnim cilem této prace je zlepsit chapani chaoticky nestabilnich procest ve vytrys-
cich aktivnich galaktickych jader. K tomu byly nelinearni rovnice idedlni magnetohydro-
dynamiky popisujici staticky, nerotujici a valcovy vytrysk vyfesené analyticky k ziskani
disperzni relace Kelvin-Helmholtzovych nestabilit v axidlnim magnetickém poli. Disperzni
relace byla nasledné feSend hlavné pro nulté azimutdlni a radidlni médy. Nakonec byly vy-
sledky porovnany s numerickymi simulacemi vdlcovych osovo-symetrickych vytryski pro

ruzné parametry.



Abstrakt

Hlavnym cielom tejto prace je zlepSif chapanie chaoticky nestabilnych procesov vo vy-
tryskoch aktivnych galaktickych jadier. K tomu boli nelinéarne rovnice idéalnej magneto-
hydrodynamiky opisujtce staticky, nerotujuci a valcovy vytrysk analyticky vyrieSené k zis-
kaniu disperznej reldcie Kelvin-Helmholtzovych nestabilit v axidlnom magnetickom poli.
Disperzna relacia bola ndsledne rieSend hlavne pre nulté azimutdlne a radidlne médy. Nako-
niec boli vysledky porovnané s numerickymi simuldciami vdlcovych osovo-symetrickych

vytryskov pre rozne parametre.



Abstract

The main aim of this work is to improve an understanding of chaotic unstable processes
in active galactic nuclei jets. The nonlinear equations of ideal magnet hydrodynamics,
describing steady, non-rotating and cylindrical jet, were analytically solved to obtain dis-
persion relation of Kelvin-Helmholtz instabilities in the axial magnetic field. Dispersion
relation was subsequently numerically solved, mainly for fundamental pinching modes.
Finally, results were compared to numerical simulations of cylindrical axisymmetric jets

for different parameters.
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Uvod

Chaos. Tento pojem je tak vSeobecny, Ze si pod nim kazdy predstavi nieco iné. Niekto si
pod tym predstavi neporiadok vo svojom Sufliku, iny moZno aj neporiadok vo svojej hlave.
Milokto si predstavi chaos napriklad v oblakoch, kde je tvorcom ich rozmanitych tvarov
alebo aj nepredvidateIného spravania. Chaos sa vyskytuje aj eSte dalej — vo vesmire.

Nemusime isf vSak d’aleko a vela ho ndjdeme aj v naSej Slnecnej sustave. Drahy vSet-
kych telies m6zu byt ovplyvnené chaosom a dobré je to vidiet hlavne na tych menSich —
u planétkach, ktoré vplyvom chaosu vytvorili aj Kirkwoodove medzery v hlavnom pase,
v prstencoch planét, kde si podobné rezonancné medzery, alebo napriklad aj u niektorych
mesiacoch, kde ich drahy sd viditelne nepredvidatelné (ako napriklad u niektorych me-
siacoch Pluta). Okrem drédh sa chaoticky spravaju aj spominané atmosféry planét, rotcie
niektorych telies (napr. rotacia Saturnovho mesiaca Hyperion), geologické procesy alebo
aj niektoré procesy na Slnku, hviezde naSej Slne¢nej ststavy.

Ked opustime naSu sustavu, na chaos mdZeme znovu natrafit pri pohybe jednotlivych
hviezd, pri nepravidelne premenlivej jasnosti v niektorych z nich (dobré je vidief hlavne
u hviezd typu RV Tauri) alebo je tieZ pri¢inou toho, preco vo viachviezdnych systémoch
su pri sebe len dve hviezdy a d’alSie su vyrazne d’alej. Mnoho prikladov chaosu by sa naslo
aj mimo nasej galaxie a dalo by sa pokracovat aZ k chaotickej infl4cie, ktord zrejme hrala
vyznamnu rolu pri vzniku ndsho vesmiru.

Tato praca sa vSak nezaoberd vSetkymi vymenovanymi typmi chaosu, ale konkrétne
len jednym — chaosom, ktory vznikd vo vytryskoch hmoty do voIného priestoru vychddza-
juceho napriklad z blizkeho okolia ¢iernej diery. Prikladom mo6Zu byt vytrysky v aktivnych
galaktickych jadréach, ktoré su od nds nepredstavitel'ne daleko, ale vzhladom na veTkost a
silu vytrysku sme ich schopni stile detekovat. Praca tak nadvizuje na autorovu bakalarsku
pracu [17], ktord sa zaoberala opisom chaotického spravania svetelnych kriviek u bla-
zaroch, kvasaroch nasmerovanych smerom na nds. Svetelné krivky maji pravdepodobne
povod vo vytryskoch a kedZe na nich nebolo tplne vylicené chaotické spravanie, snahou

tejto price je pribliZif sa k problematike nestabilit vo vytryskoch.



Zékladné informdcie o chaose a aj o aktivnych galaktickych jadrach boli opisané v ba-
kalarskej praci a do tejto prace preto neboli vloZené. V prvej kapitole st napisané zadkladné
informdcie o vytryskoch a o nestabilitich a snaha o ich opisanie pomocou rovnic mag-
netohydrodynamiky. Praca sa zameriava Specidlne na Kelvin-Helmholtzove nestability,
ktoré vznikaju na rozhrani dvoch prudeni s rozli¢nou rychlosfou. Vysledkom budd nume-
rické rieSenia disperznej reldcie a tie budd v d'alSej kapitole porovndvané s numerickymi

simuldciami magnetohydrodynamickych rovnic pre r6zne parametre.



Kapitola 1
Nestability vo vytryskoch

Pred niekolkymi desiatkami rokov sme este poriadne nevedeli ani to, Ze Co su aktivne
galaktické jadra (AGN) a bolo okolo toho vela zdhad. Postupne sa vSak ziskavali data
z r0znych druZic a nédslednd analyza dat viedla k stdle lepSiemu chapaniu tychto objektov.
Dnes sa aktivne galaktické jadra berd ako samozrejmost a pozornost sa uprednostiiuje na
ich jednotlivé Casti — na magneticky nabitd rotujicu Ciernu dieru, jej okolity akre¢ny disk,

vytrysky hmoty vychddzajice z jej pélov alebo aj na okolité mracna, torus a iné oblasti.

Obr. 1: Snimka zachytdva zdroj radiovej galaxie Cygnus A vzdialenej od nds 600 miliénov svetel-
nych rokov. Ziskana je pomocou radiovych teleskopov VLA (NRAO/AUI [19]).

Stidium vytryskov je dnes rozsiahlou oblastou vo fyzike a okrem vytryskov v AGN
sa skimaju aj iné astrofyzikalne vytrysky. Podla jednej z najnovsich préc a jej referencii
[15, Singh et al., 2016] by sa dali tieto vytrysky rozdelif podla ich rychlosti na niekolko
kategérii: stredne relativistikcé (v ~ 0,26¢) ako napriklad u mikrokvasara Cyg X-3 alebo
u menej ziarivych AGN, vysoko relativistické (v ~ 0,92¢) ako napriklad u mikrokvasara

GRS 1915+105, extrémne relativistické (v ~ 0,99¢) v niektorych velmi Ziarivych AGN

_3-
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(napr. blazaroch) a ultra-relativistické (v ~ 0,9999c¢) v zdbleskoch gama Ziarenia (GRB).
Jeden z takychto vytryskov z AGN (v =~ 0,5¢, [16]) je vidief na obrdzku &. 1. Vo svetlom
bode uprostred snimky sa pravdepodobne nachddza supermasivna Cierna diera. Z tejto
oblasti vychddzaji dva protichodné vytrysky, ktoré st spociatku vel'mi tizke a postupne sa
roztvéraju do rddiovych lalokov (angl. ,lobes). Vo vytrysku je vidief aj opakujice svetlé
zjasnenia, ktoré sa oznacuju ako uzly (angl. ,.knots*).

Pri¢ina vzniku tychto vytryskov stdle nie je vel'mi jasnd, respektive odhaduje sa, Ze
v tom maju prsty dva hlavné mechanizmy. Prvym je Blandford-Znajekov mechanizmus,
nd zdklade ktorého vytrysk cerpa energiu a moment hybnosti z elektromagnetického pola
generovaného magneticky nabitou rotujticou ¢iernou dierou. Druhym je Blandford-Payne
mechanizmus, pri ktorom vytrysk ziskava energiu magneto-odstredivym mechanizmom
z rotacnej energie pri akrécii hmoty. [15]

Okrem zistenia pri¢iny vzniku vytryskov sa sucasné Studia snazia odhalif pri¢iny ich
roznych tvarov (morfolégie). To tieZ nie je také jednoduché ako to vyzerd. Nedd sa napriklad
s istotou tvrdif, Ze uzka dlha Cast vytrysku je spOsobend silnym magnetickym polom,
v ktorom su nabité Castice uviaznuté a kolimované. Silné magnetické pole mdze totiz
tieZ vyvolaf nestability, ktoré tito kolimaciu Tahko naru$ia. Rovnako aj dalSie Struktury
zavisia od toho, ¢i mézu alebo nemdZu vzniknuf nejaké nestability. Preto pre odovodnenie
morfolédgie je potrebné analyzovaf aj r6zne podmienky stability vytryskov. Ako sa uvidi
v tejto kapitole, ani analyticky opis jedného z hlavnych typov tychto nestabilit nie je vel'mi
jednoduchy a preto sa vela Studii ststredi ¢isto na modelovanie vytryskov a tieto modely sa
potom porovndvaju s redlnymi ddtami a zistuju sa tak mozné parametre vytrysku (napriklad
ich hustota).

Podla prac [15, Singh et al., 2016] a [12, Longaretti, 2008] rozliSujeme vo vytryskoch

niekol’ko druhov nestabilit. Konkrétnejsie sa jednd o:

e Kelvin-Helmholtzove nestability, ktoré vznikaji na rozhrani dvoch rozdielne sa po-

hybujucich prostredi,

e pridom riadené (angl. ,,current-driven‘‘) nestability, pri ktorych sa v dosledku silného
elektrického pridu a jeho magnetického pola ohyba vytrysk a mdzu sa tak tvorif

magnetické rekonexie,

e tlakom riadené (angl. ,,pressure-driven‘) nestability, ktoré vznikaju v pripade vyso-

kého tlaku na rozhrani dostato¢ne zakriveného vytrysku

e a dalSie nestability ako napriklad radiacné nestability sposobené interakciou radidcie
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s plazmou.

Tato praca bude smerovand k analyze Kelvin-Helmholtzovych nestabilit. Medzi hlavné

zdroje informdcii k napisaniu tejto kapitoly st knihy [4], [8], [11] a [2].

1.1 Strucny tvod do magnetohydrodynamiky

Ak chceme aspon priblizne opisat spravanie hmoty vo vytryskoch, potom je potrebné po-
Ziadaf o pomoc magnetohydrodynamiku (MHD). Jednd sa o oblast fyziky, ktora sa zaobera
opisom elektricky vodivej tekutiny v magnetickom poli a k takému opisu spdja hlavne
znalosti hydrodynamiky a elektrodynamiky. Prikladom takej vodivej tekutiny moze byt
plazma, ktoréd je zloZenim voInych nabitych a neutrdlnych Castic, pricom ako celok sa
sprava kvazineutrdlne (pocet kladnych a zdpornych ndbojov je v kazdom makroskopic-
kom objeme rovnaky). Pohyb jej voInych ndbojov vytvdra magnetické pole, ktoré moze
ovplyvnif pohyb vzdialenejSich ndbojov a vytvorit tak u nich d’alSie magnetické polia. Opis
takého spravania je ¢asto dost komplikovany a preto sa pre jednoduchost uvazuju rdozne
aproximécie a predpoklady.

Jednym zo zékladnych predpokladov MHD je povaZovanie tekutiny (plazmy) za kon-
tinuum. To znamend, Ze v tekutine vyrazne dominuji zrdZky a teda strednd volnd drdha
Castic A. je omnoho menSia ako charakteristicky rozmer pozorovaného systému L. Rovnako

aj strednd doba zrazok castic 7, je omnoho menSia ako charakteristickd doba systému 7':
Ae <L, T <LT. (1.1)

Tento predpoklad potom vedie k odvodeniu hydrodynamickych rovnic pre tekutiny (existujd

viak aj bezzraZkové MHD modely, ktoré vychddzaji priamo z kinetickych rovnic).
Dal§im &astym predpokladom je uvaZovanie len o jednotekutinovom modele, ked

nerozliSujeme jednotlivé komponenty tekutiny (elektronovu, i6novu a neutrdlnu cast) a

namiesto rychlosti jednotlivych komponent pouZivame len faziskovi rychlost v a hustotu

pradu T

Y mo Vg

Y mgy ’

Nakoniec, pre jednoduchost MHD rovnic je vhodné zacinat s nerelativistickou aproxi-

7=Y Qangvs. (1.2)

V=

maéciou a teda s nerelativistickymi rychlostami u vSetkych druhov castic:

V| < ¢, (1.3)
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kde c je rychlost svetla vo vakuu.
Za tychto podmienok je mozné pouZif nerelativistické rovnice hydrodynamiky a elek-

trodynamiky, ktoré su vysvetlené v dalSich podkapitolach.

1.1.1 Rovnice hydrodynamiky

V pripade, Ze sa v tekutine zachovdva hmotnost, potom sa da l'ahko odvodif pomocou
Gaussovej vety, ze musi platif aj rovnica kontinuity:
a —
—p+V(pv) =0, (1.4)
ot
kde p je hustota tekutiny. Dal$ia rovnica sa ziska z urenia zrychlenia nejakého elementu
tekutiny o malom objeme. Vzhladom na to, Ze tento element sa pohybuje v priestore, tak
nestaci parcidlna derivaciarychlosti podl'a Casu, ale je potrebnd tiplnd derivacia vektorového
pola (takzvana substanciondlna derivacia):
dv(X,t) dv dvdx; IV
dr Jot  oJx;dt ot

a= (V.V)V. (1.5)
Toto zrychlenie podla 2. Newtonovho zdkona zavisi od sil, ktoré posobia na dany element
tekutiny. Tieto sily je moZné rozdelif na plo$né sily od okolitej tekutiny, ktoré si dané
divergenciou tenzoru napitia, a na objemové sily, ktoré st sposobené napriklad gravitacnym
alebo elektromagnetickym polom. V pripade idedlnej viskdznej tekutiny sa divergencia
tenzoru napitia rovna zapornej diveregencii tlaku a viskézneho ¢lena UAV (v pripade
stladiteInej tekutiny su pritomné aj d’alSie viskozne €leny). Po rozpisani spominanych sil

sa dopracujeme k Navier-Stokesovej rovnice:

—

— +(V.V)y=——VP+—Av+=—, (1.6)
o TY) p p p

kde lava strana rovnice vyjadruje spominané zrychlenie (inercidlny ¢len), f st objemové
hustoty sil, P prislicha tlaku a i je v tomto pripade konstantnd kinematickd viskozita.
Ddlezitost ¢lena s viskozitou je mozné vyjadrif pomocou Reynoldsovho ¢isla R, ktoré

vyjadruje pomer medzi inercidlnym ¢lenom a visk6znym ¢lenom:

_p(d¥/ot+(FV)V) _pL* pvlL

R= i ~ (1.7)
1| AV uT o ou
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Cim je teda Reynoldsovo &islo vidsie, tym menej doleZity je viskézny ¢len a pre R >> 1
moZeme tento ¢len uplne zanedbat. Vzhl'adom na to, Ze viskozita je imernd tlaku a stredne;j

dobe zrazok Castic u ~ P1., potom je mozné odhadniif inverzné Reynoldsovo ¢islo:

Rla"n 2t x2C (1.8)
pvL pvL v L
kde pomer A, /L by mal byt podl'a rovnice (1.1) velmi maly, teda A, /L < 1 a z toho vyplyva
velké Reynoldsovo ¢islo R > 1 a moZnost zanedbaf viskdzne Cleny v Navier-Stokesove;j
rovnici.

Zostava rozpisaf posobiace hustoty sil f V pripade MHD sa jednd hlavne o hustotu
Lorentzove;j sily , ktord je dosledkom pdsobenia elektromagnetického pol'a na volne nabité
Castice:

f=0E+]xB, (1.9)

kde ¥ = QOn je hustota ndboja. Ak sa tieto Castice nachddzaji aj v dostato¢ne silnom
gravitatnom poli, tak sa do rovnice zapocitava aj hustota gravitacnej sily pg, kde g je

gravitacné zrychlenie.

1.1.2 Rovnice elektrodynamiky

Ulohou elektrodynamiky je opis elektromagnetického pola a k tomu jej najlepsie sliZia
Maxwellove rovnice, sustava Styroch rovnic odvodend Maxwellom uZ v roku 1865. Jedna
sa 0 Ampérovu-Maxwellovu rovnicu (1.10), Faradayov indukény zdkon (1.11) a Gaussove
zékony elektrostatiky (1.12) a magnetického pola (1.13), ktoré vo vikuu (g, =y, =1) a

v jednotkdch SI vyzeraju nasledovne:

= =

1 = aE - = aB
—VXxXB=¢g—+j 1.10 VXE=—— 1.11
o XB=g—-+J (1.10) X 5 (1.11)
I 5 -
VEzg—, (1.12) VB =0, (1.13)
0

kde E je intenzita elektrického pora, B indukcia magnetického pola, 1y permeabilita vdkua
a & permitivita vdkua.
V rovnici (1.10) sa &asto zanedbava Maxwellov posuvny prid & (dE/dt) a dé sa to

jednoducho ukézaf pri znalosti defini¢ného vzfahu medzi permitivitou a permeabilitou a
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z odhadu intenzity elektrického pola za pomoci Faradayovho zdkona (1.11):

L L
A= (1.14) E| ~ ~|B|. (1.15)
€Mo T

Za pouZzitia tychto rovnic je mozné odhadnif pomer medzi Maxwellovym posuvnym

pradom a l'avou stranou rovnice (1.10):

. L, - 2
e0(dE /)| &lE|/T _ |EIL (L) < 1. (1.16)

(VxB)/uo|  |B|/uol  c2T|B| ~ \cT

Posuvny priad je teda moZzné zanedbaf ak charakteristickd doba systému 7' je omnoho
vi€Sia ako L/c, kde L je charakteristicky rozmer systému. Tejto aproximadcii sa hovorf aj
ako kvazistatickd aproximdcia (podla knihy [14]).

Pri odvodzovani MHD rovnic je dolezity aj Ohmov zédkon:

-

j=0(E+VxB), (1.17)

kde o je skalarna elektrickd vodivost a je definovand z predpokladanej izotropnej relécii
f’ — oE/', kde E' je intenzita elektrického pola z pohladu pohybujiceho sa elementu
tekutiny. V nerelativistickom pribliZeni by mali platif vzfahy E' = E+vVx Ba j' = japo
ich dosadeni sa dostane spominany Ohmov zdkon.

Za pouzitia Ampérovej-Maxwellovej rovnice (1.10) so zanedbanim posuvného pridu

modzZeme vyjadrif hustotu pridu f, dosadif do Ohmovho zdkona a vyjadrif E:

— 1 — —
E=—VXxB—VxB. (1.18)
OHo
Po dosedeni do rovnice (1.11) dostaneme indukéni rovnicu magnetickej indukcie, ktord
patri medzi najzdkladnejSie rovnice magnetohydrodynamiky:
0B 1 _,- L
— =—V?B+Vx(¥xB), (1.19)
dt ol
kde vodivost ¢ sa predpokladd za konStantnud. Prvy ¢len na pravej strane rovnice suvisi

s difiziou magnetického pol'a do okolitého priestoru a druhy ¢len s pohybom magnetickych

induk¢nych Ciar spolu s pohybom tekutiny. Vzdjomnu doleZitost tychto dvoch ¢lenov a teda
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ich pomer vyjadruje magnetické Reynoldsovo ¢islo R,,;:

ooV x (¥ x B)|
V25|

~ OolUyvL=R,,. (1.20)

.....

a tym mens$i vplyv ma difdzny ¢len. Pri L — o sa tento ¢len dplne zanedbdva a toto
zjednodusenie sa pouziva aj v rovniciach idéalnej MHD.

Nakoniec mdZeme eSte vyuzif znalosti elektrodynamiky k zjednodusSeniu hustoty Lo-
rentzovej sily (1.9). Na zdklade nasledovnych aproximécii za pouZitia rovnic (1.10), (1.12),
(1.14) a (1.15) je mozné zanedbat Clen s intenzitou elektrického pola (rovnako ako v pripade

zanedbania posuvného pradu):

OE eVE| |E E L
L l ~ |°ﬁ | u%uoﬁ‘o Q z(—) < 1. (1.21)
jxB| |(VxB)/u| |B| |B| cT

Ak sa este vyjadri hustota pridu pomocou rovnice (1.10) a pri zanedbani posuvného prudu,

potom upravend hustota Lorentzovej sily bude mat nasledovny tvar:

=

= 1 =
f=—(VxB)xB. (1.22)
Ho
Ziskané rovnice z tejto a aj z predchadzajucej podkapitoly je potom mozné poskladat

do sustavy rovnic idedlnej magnetohydrodynamiky.

1.1.3 Rovnice idealnej MHD

Medzi zdkladné aproximécie idedlnej MHD patri dominantnost zraZok, kvéazineutralita
tekutiny (plazmy), nerelativistické pribliZenie, zanedbanie Maxwellovho posuvného prudu
a vysoké magnetické Reynoldsovo ¢islo. Za tychto podmienok boli odvodené rovnice,
podla ktorych by sa mala spravat sledovana tekutina.
Podrl'a hydrodynamiky sa jednd hlavne o skaldrnu rovnicu kontinuity (1.4):
dp

E+V(pV) =0 (1.23)

a o vektorovd Navier-Stokesovu rovnicu (1.6), v ktorej sa zanedbali visk6zne Cleny a
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dosadila sa hustota Lorentzovej sily (1.22):

av 1 1 .
— 4+ W.V)y=——VP4+—(VXB)xB (1.24)
o TV p P Lo ( )

Potom z elektrodynamiky bola odvodend vektorova induk¢nd rovnica mag. pola (1.19),

v ktorej sa zanedbal difuzny ¢len:

—

JB L=
E:VX(VXB)' (1.25)

Dosiahli sme tak 7 rovnic (1 skaldrnu a 2 vektorové), pricom v nich vystupuje 8 veli¢in
(¥, B, p, P). Ak chceme uzavrief tito sistavu rovnic, tak potrebujeme este jednu nezavisli
rovnicu, kde nebudu vystupovat dalSie veli¢iny. MoZnosti uzatvorenia je vela a jednou
z moznosti je napriklad predpokladanie nestlacitelnosti tekutiny a pouZzitie rovnice Vv = 0.
Castejiie sa viak k uzatvoreniu pouZiva nejak stavova rovnica s = s(P, p), ktord by sa mala
zachovavaf vzhladom na pohybujici sa element tekutiny. Toto zachovanie sa da vyjadrit

tak, Ze jej substanciondlna derivacia (analogicka s rovnicou (1.5)) by mala byt rovna nule:

ds B
5 +(#BV)s=0 (1.26)

Pri¢om za dostato¢ne vSeobecnu stavovu rovnicu idedlneho plynu je moZné povazovat
polytropicki zévislost s = Pp~7.

Ked uzZ mame takto uzatvorenu sustavu magnetohydrodynamickych rovnic, teoreticky
je mozné vyjadrif jednotlivé veliCiny a urcif ich hodnoty v zdvislosti od Casu a suradnic.
Analyticky je to avSak stdle velmi naro¢né a preto je potrebné pouZzif d'alSie aproximadcie,
tentokrat také, aby Co najlepSie vystihovali dany fyzikdlny problém. V naSom pripade

vytrysk v aktivnom galaktickom jadre.

1.2 RieSenie MHD rovnic pre model vytrysku

Této praca sa zameriava hlavne na Kelvin-Helmholtzovu nestabilitu, ktord vznikd na roz-
hrani dvoch pohybujucich sa vrstiev. Preto v pripade extragalaktického vytrysku budeme
uvazovat o zjednoduSenom modele, kde vytrysk bude vyjadreny nerotujicim vdlcom s po-
hybujicou sa tekutinou. V tomto vélci by mohlo byt pridenie lamindrne alebo az turbu-
lentné, ale vzhladom na nedostato¢ny opis a komplikovanost turbulentného pridenia sa

uvazuje len laminarne pridenie tekutiny v smere osi tohto vélca a pri pevne danej rychlosti.
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V okoli tohto vélca bude nepohybujuca sa tekutina a na rozhrani tychto dvoch prostredi
bude vrstva, v ktorej by mali vznikat hfadané nestability. V tejto nestabilnej vsrtve by mali
byt sledované veli¢iny minimdlne funkciou r, vzdialenosti od osi vélca. Jednd sa hlavne
o rychlostné pole ¥(r), tlak P(r), hustotu p(r) a magnetické pole B(r).

K urceniu nestabilit sa pouziji rovnice idedlnej MHD, pri¢om za 8. rovnicu sa pou-
Zije stavova rovnica polytropickej zavislosti. Postup rieSenia je rozpisany v nasledovnych

podkapitol4ch.

1.2.1 Prevod do valcovych siiradnic

Prvym najddlezitejSim krokom pre zjednoduSenie tohto problému je prepis rovnic do
vélcovej sustavy suradnic. Nasledovné rovnice vyjadrujui transformaéné vzfahy medzi kar-
tézskymi a valcovymi sdradnicami a taktiez ortonormélne bazové vektory valcového su-

radnicového systému:

X =rcos@ é = (cosg, sing, 0)
y =rsing €y = (—sing, cosg, 0) (1.27)
Z =z é; =(0,0,1).

Kazdy vektor je potom moZzné vyjadrif ako linedrnu kombinaciu uvedenych bazovych
vektorov. V matematickych tabulkach (napr. v dodatkoch [11]) je tieZ moZné dohladat

operatory gradientu a roticie vyjadrené vo valcovych suradniciach:

af . 1df af

Vf:erg—{—eq);%—i—qa—z, (128)

Z
r

2 (1df. dfy . (dfr Odf: 1 (d(rfy)  df;
fo—er(;%—a—z)—i—e(p(az—g)%- ( B _3(])

Na zédklade tychto znalosti je moZzné rovnice transformovaf. Na zndzornenie postupu je

) . (1.29)

zobrazeny prevod konvektivnej derivédcie (VV)V, ktord sa vyskytuje aj v Navier-Stokesovej
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rovnici (1.24):

d 10 d
YV = [(vrér—i—vd,e}p +v:€;) ( 3 +€p— 90 +¢é Z(9 )] (viér + vV +v26;) =
_dvy AL OV, VeV dé, v¢ v, Vé €y
B PR P P T PR TS
v IV Vg IV, v, vy v,

era¢+e 8¢+rz8 +e¢Za +esza
2
— 6 [<W>vr—v7¢ +6 |(V)vo+ 2| + &7V

(1.30)

Analogicky sa prevedu aj ostatné Casti MHD rovnic. KedzZe tento a ani nasledovné
kroky nie st az tak analyticky naro¢né, nebude tu rozpisand uprava vSetkych 8 rovnic,
ale len upravend jedna rovnica, na ktorej sa budud robif d’alSie upravy. Ostatné rovnice
st upravované analogicky. Za prikladnd rovnicu bola zvolena Navier-Stokesova rovnica

(1.24), ktorej jedna zloZka (é,) mé vo vélcovych sdradniciach tento tvar:

v, ve 19P 1 [[dB, 3B, 1/9 9B,
g e = (G ) (e =55 ) e

1.2.2 Dosadenie porich a linearizacia

Dal§fm krokom na ceste k analytickému odhadu je pouZitie klasickych metdd linedrnej
analyzy nestabilit (Drazin & Reid, 1981, [5]). Podla nich m6Zeme jednotlivé veli¢iny f
rozpisaf ako sucet nemeniacej sa hodnoty fo a poruchy fi, ktora je k nej relativne mala
(f1 < fo)- Ked sa veli€iny v rovniciach rozpiSu do tohto suctu f = fo+ f1, rozndsobia sa
jednotlivé ¢leny, dalSim krokom mozZe byt linearizacia rovnic. Pri nej sa zanedbaju vSetky
nelinedrne Cleny, kde je stcin dvoch portich (pripadne aj ich derivécii), kedze ich veTkost
by mala byt omnoho mensSia. Nasa Navier-Stokesova rovnica (1.31) po tejto dprave vyzera

nasledovne:

a(vro + Vrl) 8vrl Voo aVrl aVrl Voo Vo
o T\ T e T )T

p
L JB+h) 1 Ka(BrﬁBn 9B, 83z1)
B - - B, +B
(otp)  or " Holpo+pr) 2 o or ) BatBa)
1[0 d(Br,+By,)
T (E(’"B%'i'rB(Pl) _#) (B¢0+B¢1)} .

(1.32)
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Dostaneme tak sustavu rovnic o 6smich nezndmych portch, pricom neporusené hodnoty
fo by sme mali vopred poznat. V pripade nasho zjednoduseného modelu v§ak nemd zmysel
zohladiiovat vSetky hodnoty fp. Napriklad rychlostné pole vo vytrysku ma vyznamnu len
z-ovi zlozku vp = ( 0, 0, v,,), kedZe uvaZujeme o tekutine pridiacej len v osi z. Aj
v pripade magnetického pola by mala byf najvyraznejSia axidlna zlozka B= (0,0, By),
ale vhodné by bolo zapocitaf aj ostatné zlozky ako napriklad azimutdlnu Bgy,. T4 sa ale
v rovnici (1.32) vyskytuje v Clene B / r, ktory je jediny bez poruchy (podobné ¢leny su
aj v d’alSich rovniciach). Preto zanedbanlm By, mozeme ziskaf homogénnu sdstavu rovnic
a tym vyrazne zjednodusSif rieSenie. Treba ale zdOraznif, Ze niektoré Studie pocitaju aj
s touto zloZkou, pri¢om pouZivaji iné aproximdcie. V naSom pripade homogenita rovnic

umoziuje predpokladat poruchové rieSenia rovnic v tvare rovinnych vin:

(r.)el (kz+n6—or)

|| ||
> 3

{ (r)ez (kz+n0—oort)

(1.33)
(r)e’ (kz+n6—ot)

S
Il
S

!

| (r)el (kz+n6—ot) '

=
I

Po ich dosadeni a zderivovani sa rovnice znovu zjednoduS$ia. Rovnica (1.32) sa upravi
na rovnicu (1.34), ktord je uvedend medzi d’alSimi upravenymi rovnicami v nasledujtice;j

podkapitole.

1.2.3 RieSenie siistavy rovnic

Dostali sme tak sustavu 6smich linearnych homogénnych diferencidlnych rovnic o 6smich

neznamych:
1 dPy+P B, B B, dB B B, )dB
i(kvzy — @)vy, = —— (RB+P) o BaBr  Bay By (BaytBr) o (1.34)
po dr Hopo  MHopo dr Mopo  dr
(kvyy — @)vg, = —nﬂ + L (krBg, —nB,B;,) (1.35)
20 o = 00 Hopo o1 — "PzoPz1 ) .
. P dv, 1 dB,
kv, —® = —jk— — -2 0 1.36
kvzy = @)y =i po dr vr1+H0P0 dr (130
Po dv . Po . dpo
i(kvyy — @)p1 = ==V, — Po d: —in=vg, — ikpov;, — 5 (1.37)

i(kv,, — ®)By, = ikBy vy, , (1.38)
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i(kaO — (L))B¢1 = ikBZOV¢1 , (1 -39)
_ v 1d(rv,B,) 1d(rByv,) . B
—iWB; = m%B(pl + - 5(; L — - dzﬁ L — m%v(pl, (1.40)

r r 1 dP,
I'py gl ) dPo dPy (141)
Py

l(kvzo - m) ( 0o PO dr Vry }TOEWI

Tato praca sa dalej zaoberd Kelvin-Helmholtzovou nestabilitou, pre ktort staci v naj-
jednoduchsom pripade predpokladaf nekonec¢ne tenku nestabilni vrstvu medzi konStantne
sa pohybujicim vytryskom a nepohybujicim sa okolim. Tlak, axidlne magnetické pole a
hustota sa v tychto prostrediach predpokladaji konstantné a teda (dPy/dr) = (dB,,/dr) =
(dpp/dr) = 0. Rovnice sa znovu o dost zjednodusia a osem rovnic sa da jednoducho upravit
do jednej rovnice s jednou nezndmou. Pre ukdzanie toho, o kolko sa rovnice zjednodusia

touto poslednou aproximdciou, vyslednd rovnica je vypocitana aj s nenulovym gradientom
hustoty (dpo/dr) # 0:

(szl (‘lzﬁkz ("f\kz_ (kvzg _“’)2> +(kvgg _“’)4> e <_Cf2xk2+(kV20 _w)2> 2) w 1| ap
B (cAk —k VZO+(J)) (cAk +k sz—a)) (cAcgkz—c% (kaO—a))z—cg(ksz—a))z)po + r|dr
CAcsk2 (_r( 2CAk2+3(kV ) ) (%) +(_02k2+(k"zo_w)2)p0% <rddir0>) (142)

r(cAk —k v10+a)) (cAk +k vZOfa)) (cAcSklch (kv 7w)2,cg(kvzofw)2>p§

2

P R VPR
a 2(k"ZO"")

22122 —o)—
cycsk CA(kaO a)) ors

kde cg je rychlost zvuku v prostredi a c4 je Alfvénova rychlost vyjadrujica velkost mag-

netického pola:

1/2
—_(Ir — B _
=(%)" =g (14
Ak aj spominany gradient hustoty je nulovy, dostdvame Besselovu obycajnu diferencidlnu
rovnicu:
d? 1d , n?
— P+ ——P K°—— |Pi=0 1.44
dr21+rdrl+< r2> 1 =0, (1.44)
kde « je radidlne (modifikované) vinové ¢islo:
4 1/2
K=k vy — ) —1) (1.45)
K2 (c3 +c}) (kvyy — )" — 3 cdk?

K rovnakému vysledku sa dopracoval aj Birkinshaw [8], ktory pouzil podobny postup.
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Podra knihy [1] rieSenie takejto rovnice odpovedd Besselovym J,(kr) a Neumannovym
funkciam N, (kr) alebo Tubovolnej linedrnej kombindcii tychto dvoch funkcii ako napriklad
Hankelovym funkcidm prvého druhu H,gl) (kr) = Ju(xr) + iN,(Kkr) alebo druhého druhu
H (kr) = Jo(xr) — iNy (k7).

VoIba vhodného rieSenia zdvisi od okrajovych podmienok a preto je potrebné rozliSovat
prostredie vytrysku a okolia. Tieto dve prostredia budi oznacované indexami ,,v*“ a ,,0%. Pre
veli¢iny vo vytrysku plati, Ze ich hodnota by sa mala bliZif k nule pri r — oo a nemala by
byt singuldrna pre r — 0. Touto vlastnosfou disponuje Besselova funkcia (prvého druhu)
Jn(xr) a preto aj rieSenie P; (r) je merné tejto funkcii. Dalej je potrebné zachovat spojitost
rieSenia na rozhrani a k tomu je vhodné normovanie, ked' je porucha tlaku na rozhrani

rovnd konstante P (R) = P ,. Porucha tlaku vo vytrysku P; ,(r) je teda nasledovna:

Jn(%,7)
Lry (k,R)

Py (r) = pre r < R. (1.46)

V pripade okolitého prostredia by mala platif podmienka, Ze radidlna fazova rychlost
poruchy by mala byt pozitivna pre r — oo (to znamena, Ze poruchy su vyZarované z vytrysku,
[8]). Tuito vlastnost spiiia Hankelova funkcia prvého druhu, pre ktord plati, Ze jej limita
zdroju vyZarovania tychto poruch. Pre poruchu tlaku v okoli teda najlepSie vyhovuje

nasledovné riesenie:

1)
Hy (,1)
P ,(r)="P, 0 pre r > R. (1.47)
n (KoR)
0.4 oo b e b b b 2 NN ST N ST S S I ST Y S N TN ST SO NN T ST
] [ 15 = reélna zlozka F
O'Zf C ] —— imagindrna zlozka
~ 04 Lo
x ] o
= 02 -od
~0.4- -
-06 H—r— 1t T —
0 10 20 30 40 50 0 2 4 6 8 10
X r[R]
Graf 1.1: Znazornenie besselovej funkcie pr- Graf 1.2: Priklad jedného z mnohych rieseni

vého druhu pre n = 0. pre poruchu tlaku (normovanéna 1 pre R =1).
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K tymto rieSeniam je eSte potrebné pripomentit, Ze ¢islo n, ktoré vyjadruje rad Besselo-

vej alebo Hankelovej funkcie, musi byt celoc¢iselné ¢islo. Je to dosledkom toho, Ze rieSenie

porich musi byt periodické v azimutdlnom uhle 6.[1]

1.3 Kelvin-Helmholtzova nestabilita

V predchddzajucej podkapitole sa odvodili priblizné analytické rieSenia poruch, ktoré su
pritomné v naSom skiimanom fyzikdlnom systéme. Ak tieto poruchy smeruji k pokoju a
zmensuju svoju velkosf, potom hovorime, Ze systém je stabilny. AvSak v pripade, ked sa
poruchy zvicsujui vo svojich rozmeroch, hovorime o nestabilnom systéme. Vtedy moZze do-
chddzaf k zmene chovania celého systému a zvycCajne sa produkuje chaotické a turbulentné
spravanie. Pripadne moZe vzniknuif aj novy stabilny prid, v ktorom tieZ méZu byt dalSie
nestability. V tejto praci sa jednd hlavne o poruchy na rozhrani dvoch prostredi s rozdielnou
rychlostou pridenia (pohybujiceho sa vytrysku s nepohybujicim sa okolitym prostredim)

a takto vzniknuté nestability sa oznacuju ako Kelvin-Helmholtzove.

Obr. 2: Kelvin-Helmholtzove nestability na rozhrani dvoch rozli¢nych priadeni vzduchu zvyraznené
kondenzaciou vodnej pary (Brooks Martner, NOAA/ETL [18]).

K urceniu, ¢i je systém stabilny alebo nestabilny, sa pouZivaju rdzne metédy analyzy
linedrnej nestability. V rdoznych literatdrach (napr. [8], [5]) sa pre detailnejsi opis tychto
metdd odporiica prestudovat prace od Chandrasekhara (1961) alebo od Drazina a Reida
(1981).

NajjednoduchSou metddou, ktord je najCastejSie pouZivand a je pouZita aj v tejto praci,
je cez odvodenie disperznej reldcie D( (0,75) =0, ¢o je vztah medzi uhlovou frekvenciou a
vinovym vektorom, pri¢com poruchy (napr. porucha tlaku) by mali byt imerné exponenciale
i(kf—aot)

~e . 'V tejto praci sa pracuje hlavne so z-ovou zlozkou vlnového vektora a teda

s exponencidlou e/~ 1),
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Potom je mozné z disperznej reldcie ziskaf komplexné vinové Cislo pri danej redlnej

uhlovej frekvencii. Ked komplexné vlnové Cislo rozpiSeme ako k = kg + ik; a dosadime do

exponencidly, dostaneme:

Py~ eitkamon) _ pil(ketiki)z=ot) _ =k ilkgz—o1) (1.48)

Z.toho je vidiet, Ze zatial ¢o redlna zloZka k; nadalej urcuje vinocet poruchy, imagindrna zlo-
Zka ky urcuje zviac¢Sovanie alebo zmenSovanie tejto poruchy. Ked sa porucha zvicsuje, vedie
to k nestabilnejSiemu prostrediu. Aj preto sa za podmienku nestability povaZzuje zdporna
imagindrna zlozka vinového Cisla, teda podmienka k; < 0. KedZe sledujeme komplexné
vinové ¢islo, skimame vyvoj nestabilit v priestore (jednd sa o priestorové nestability).
Ked chceme skumat vyvoj nestabilit v Case (Casové nestability), potom z disperznej
reldcie urcujeme komplexnd uhlovi frekvenciu pre dané redlne vinové ¢islo. Podmienkou
tychto nestabilit je analogicky zdpornd imagindrna Cast uhlovej frekvencii. V pripade

vytryskov je v§ak vhodnejSie sledovaft tie priestorové nestability (podla [8],[5]).

1.3.1 Disperzna relacia

K odvodeniu disperznej reldcie je potrebné okrem ziskanych rieseni (1.46) a (1.47) pouzif
dalSie okrajové podmienky. Jednou z nich je podmienka rovnovahy celkového tlaku na

rozhrani medzi vytryskom a okolim:

2 2
B
P+ =P+ 2. (1.49)
210 210

DalSou podmienkou je spojitost radidlnej polohy hmét (&) na rozhrani, pricom plati
v, = d&,/dt. Ked vieme, 7e v,(t) ~ e *®, radidlna poloha pre okolitd hmotu sa vyjadri

nasledovne:
gr,() = _iwvrl ,0° (1 50)

Pre hmotu vo vytrysku je uhlové frekvencia poruchy dopplerovsky posunuté podl'a rychlosti

vytrysku:

Ery = —i(0—kvyy)vr, v (1.51)
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Za pouzitia predchadzajucich rovnic (1.34) a (1.49) sa da vyjadrif radialna rychlost:

1 1 B, \ dP, B, B,
- :;(— (1—ﬂ)—1—ik L) (1.52)
(kao - (1)) Po BZ1 dr HopPo
Po vyjadreni B, z rovnice (1.38), pouZiti (1.43) a dosadeni do (1.52) dostdvame:
. B 2 i
S (i (1 _ ﬂ) dPi o v ) | (1.53)
(kvz, — @) \ po B ) dr (kvzy — @)

Potom po pouziti podmienky &, = &,, a po dosadeni rieSeni (1.46), (1.47) dostdvame

hladanu disperznu relédciu:

(1.54)

Ju(kR)  Hu(K,R) K, po

Této rovnica vyjadruje vzfah medzi uhlovou frekvenciou a vlnovym ¢islom poruchy v z-

T(SR) _ Hy(KoR) Ko py (@ —hvey)® —Kc3,\ _
0> —k%c%, '

ovej osi na rozhrani medzi vytryskom a okolim. Je vidief, Ze frekvencia alebo vlnové ¢islo

sa nedaju explicitne vyjadrif a preto sa tato rovnica riesi d'alej uz len numericky.

1.3.2 Skalova invariantnost

Zaujimavostou ziskanych rovnic je ich Skédlova invariantnost. To znamend, Ze spravanie
vytrysku nie je ovplyvnené jeho rozmerom. Keby sme polomer vytrysku dvojndsobne
zvacsili, dvojnasobne by sme zvicsili aj poruchy a teda tvar vytrysku by sa nezmenil. Preto
moZeme zvolif referenény rozmer R = 1. Podobne sa voli aj referencnd rychlost (napriklad
rychlost zvuku v okolitom prostredi cs, = 1) a aj hustota okolia p, = 1 (alebo sa pouZije
parameter N = (py/Po) = Pv). VInové &islo sa potom vyjadruje v jednotkach [1/R] a uhlova
frekvencia v jednotkdch [cs,/R].

V numerickych modeloch sa nepredpoklada doélezitost medzi pociatoénym tlakom
vo vytrysku a v jeho okoli, preto sa hned voli rovnost P, = P, = 1/I". Rychlost zvuku
vo vytrysku sa vyjadri pomocou vztahu (1.43) ako cg, = cSﬂn_l/ 2. Ked sa referenéné

hodnoty a parametre dosadia do disperznej relacie (1.54), po tprave dostaneme:

LK) HLU(K) kn [(0—kM)? 1252\
(k)  Hy(k,) K ( wZ_kzcoz >—0» (1.55)

_ n (kM — 0)* k2 B : B 2k—2 B 3
Kv_k((néﬁﬂﬂw—w)z—c&kz 1)’ K"‘k((cz+1>—czk2w2 1)’
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kde M = (v, /cs,,) je Machovo ¢&islo (pomer rychlosti pridu k rychlosti zvuku), parametre
Co=(caon/cs0)aly = (cav/cs,) si pomery Alfvénovej rychlosti k rychlosti zvuku v okoli.
Z disperznej relacie teda vyplyva, Ze k sledovaniu vyvoja vytrysku a jeho nestabilit

sta¢i v tomto pripade vhodne zvolif len 4 parametre (M, 1, &, §,).

1.3.3 Numerické rieSenie disperznej relacie

K numerickému rieSeniu disperznej reldcie (1.55) boli pouzité balicky jazyka python a
to konkrétne matematicky balik NumPy a funkcia optimize.fsolve z fyzikdlneho balika
SciPy. Tato funkcia fsolve hl'ad4 korene danej funkcie pomocou modifikovanej Powellovej
metddy, pri ktorej sa hfad4 lokdlne minimum funkcie. Pri tejto metdde nie je potrebné, aby
funkcia bola diferencovatelnd a aj to je dovod, preco bola zvolena.

Numerické rieSenie pre dané 4 parametre je vSak zfazené tym, Ze rieSenim disperznej
relécie nie je len jedna funkcia (krivka), ale nekonecne mnoho kriviek. Niekolko tychto
kriviek pre Cast disperznej reldcie je vidief na grafe 1.2. V literatire (napr. [6]) sa tieto
krivky oznacuji ako médy so celo¢iselnymi hodnotami n a m.

Mody s n (oznacované aj ako azimutdlne médy) odpovedaji azimutdlnemu vinovému
¢islu (alebo aj rddu spominanych Besselovych funkcii). Mody s n = 0 maji vplyv na
zvacSovanie alebo zmenSovanie polomeru vytrysku a oznacuju sa ako ,,pinching* médy.
Tieto mddy su taktieZ jediné moédy v pripade axisymetrickych rieSeni. Médy s n = 1 majd
vplyv na vychylenie a staCanie vytrysku, pricom vytrysk nadobuda Spirdlovity tvar. Tieto
médy si preto oznacované ako ,helical” alebo ,kink médy. Dalie médy s n > 1 si
oznacované ako ,,fluting* a spdsobuju skor Zliabkovanie na povrchu vytrysku.

Moédy s ¢islom m (radidlne médy) vyjadruju pocet nulovych hodnot Besselovej funkcie
Ju(xr) naintervale r € (0,R). Krivky s rtoznym médom m st sposobené hlavne kmitavosfou
besselovej funkcie a teda aj hfadanych poruch (ako je to vidief napr. na grafe 1.2). M6dy
s m = 0 (bez nulovej hodnoty vo vytrysku) st oznaCované ako fundamentdlne médy a
dalSie mody ako reflexné.

K ndjdeniu danych rieSeni (pre dand uhlovi frekvenciu) bolo potrebné vhodne zvolit
pociato¢né hodnoty redlnej a imaginarnej zloZky vlnového cisla. Tieto poc¢iato¢né hodnoty
boli najprv zvolené ndhodne a urcovalo sa, ¢i odpovedaju hfadanému médu m. V pripade,
Ze vinové ¢islo bolo ndjdené, hTadanie dalSieho pokracovalo v ¢o najblizSom okoli predcha-
dzajiceho a tymto sposobom boli ndjdené vsetky potrebné vinové ¢isla pre vygenerovanie
hladanej krivky.

Na grafe 1.3 je znazornenych prvych péf azimutalnych médov n (0 az 4) a ku kazdému
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azimutdlnemu modu priblizne 13 riadidlnych médov m. Radidlne médy pre n = 0 su
aj zvyraznené. Dalsie médy pribidaji smerom k vy$§im uhlovym frekvencidm. Na y-
ovej osi je vynesend imaginarna zlozka vinového cisla, ktorej zdporné hodnoty vyjadruji
zvacSovanie porich. Ako je vSak vidiet z grafu, pre vSetky uhlové frekvencie sa ndjdu
poruchy, ktoré by sa mali zvdcSovaf. Preto sa tymto sposobom nedaji poruchy rozdelif
na tie stabilné a nestabilné. M6Zu sa v§ak dominantnejSie poruchy odhadnif na zdklade

nizsich tychto hodnot.
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Graf 1.3: Cast disperznej reldcie pre parametre = 1.0, M = 10.0, §, = £, = 0.001. Zvyraznenych
je prvych 13 radidlnych médov pre n = 0.

Disperzné krivky, ktoré vychadzaja z dolného okraja grafu 1.3, patria fundamentalnym
modom (N = 0), ktoré su lepSie zndzornené na grafe 1.4. Je vidief, Ze tieto mody sa
vyrazne odliSuji od reflexnych (smerom k vy$$im médom ich vinové &islo vyraznejSie

V tychto grafoch vidime zdvislost na uhlovej frekvencii. Ked vSak chceme skumat
priestorové velkosti nestabilit, vhodnejSie je vyniest zdvislost na redlnej zloZky vinového
vektora alebo este vhodnejsie na jej prevratenej hodnoty, ktord vyjadruje vinovi dizku
poruchy Ag:

2 1

AR = — A=

- 1.56
i i (1.56)

Veli¢ina A; vyjadruje mieru rastu (angl. ,,growth rate poruchy pozdiZ z-ovej osi P ~ e /i
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Graf 1.4: Zvyraznenie prvych piatich funda- Graf 1.5: Disperznd relacia (médy n = 0 a pa-
mentalnych médov (N = 0). rametre n = 1.0, M = 10.0, {, = {, = 0.001)

Tvar vytrysku potom moZu ovplyvnif hlavne poruchy, ktoré maji dostatocni mieru rastu a
vhodnd vlnovd diZku (nie vi&Siu ako vytrysk a dostatocne velkd na to, aby sme ich vedeli
rozlisif — teda rddovo ako polomer vytrusku R), ale je moZné, Ze aj subor viacerych portch
s malou vinovou dizkou méZe vytvorif podmienky pre vznik novych nestabilit. Disperznu
reldciu v tychto veli¢inach je vidief na grafe 1.5, kde si zobrazené len médy s n = 0.
Intrepretdcia tychto grafov pre r6zne parametre bude podrobnejSie rozpisand v dalSej

kapitole.



Kapitola 2
Numerické simulacie vytryskov

Pre ziskanie modelu vytrysku je potrebné vyrieSif magnetohydrodynamické rovnice. Ako
bolo ukdzané, tieto rovnice je velmi ndro¢né analyticky vyriesif a je potrebné pouzif mnoho
vhodne zvolenych aproximdcii a zjednoduSeni, aby sme sa dopracovali aspoii k nejakym
vysledkom. Preciznej$im spdsobom by teda mohlo byt numerické rieSenie uz povodnych
nelinedrnych rovnic na dkor pouZzitia vi¢Sieho mnoZstva procesorového €asu.

Prvé programy, ktoré numericky rieSili MHD rovnice, zacali vznikaf uz v 80-tich
minulého storocia a postupne ich zacalo vznikaf viac a viac. Tieto programy a ich metédy
st porovndvané napriklad v jednej z poslednych $tidii z roku 2015 (Koldoba, [9]). Podla

nej a aj vzhladom na svoju sti¢asnd popularitu bol v tejto praci pouzity program PLUTO.

2.1 Program PLUTO

Program PLUTO [13, Mignone, 2007] je volne dostupny program na numerické rieSenie
systému parcidlnych diferencidlnych rovnic (zdkonov zachovania) so zameranim hlavne na
prudenia s vysokym Machovym ¢islom. Program je napisany v jazyku C a uZivatelovi
umoZziiuje zvolif metddu rieSenia rovnic alebo aj upravovat rovnice podla vlastnej volby.
VSetky potrebné informacie ohladom moZnosti, jednoduchej inStaldcie a aj pouZivania
programu su dobre zhrnuté v dokumentacii zverejnenej na hlavnej stranke programu [20].

Rovnice MHD st preddefinované a program ich umoziiuje riesit aj vo valcovych su-
radniciach. Pokial v nich nie si doplnené dalSie ¢leny, jednd sa o rovnaké rovnice ako
v predchadzajuicej kapitole. Medzi ukdzkovymi prikladmi programu sa nachddza aj jedno-
duchy model vytrysku, ktory moze posluzif k lepSiemu pochopeniu pouZzivania programu

pri definovani vlastnych modelov vytrysku.

_22_
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2.1.1 Zakladné a d’alSie nastavenia

Zékladné nastavenia programu su zadefinované v sibore ,,definitions.h*, d'alSie nastavenia
v stboroch ,,pluto.ini* alebo ,,init.c*. Okrem toho, Ze sa jednd o MHD vo vélcovych
suradniciach, je nastaveny axisymetricky model pocitajici s dvoma dimenziami (7, z).

Priestor je vytvoreny linedrnou rekonstrukciou diskrétnych hodndt pomocou Harteno-
vej numerickej metédy TVD (,total variation diminishing®). V tejto praci bolo zvolené
rozliSenie v osi r a z ako 256 x 1024 bodov. Podla odporucania z prace [9] je k vypoctu
vhodnych ¢asovych krokov pouzZitd TVD metéda Runge-Kutta druhého radu (pri nej sa
pouziva Taylorov polyném rovnakého radu) a ,,VANLEER LIM* ako limitovanie v tejto
metdde. K obmedzovaniu ¢asovych krokov je pouzita podmienka Courant-Friedrichs-Levy
s hodnotou CFL = 0.4, ktord by mala davaf dostato¢ne stabilné rieSenia.

V takychto simuldciach sa odporuca kontrolovat podmienku VB = 0. K tomu bola
zvolend metéda obmedzeného transportu (,,constrained transport®) s aritmetickym prie-
merovanim a to vyzaduje nastavenie vektorového potencidlu pre vytrysk a jeho okolie (ten
bol nastaveny tak, aby pociato¢né magnetické pole bolo vSade konStantné).

Dalsfm nastavenim je voIba met6dy k rieSeniu danych rovnic. V tejto praci bola zvolena
linearizovand Roe Riemannovska metdda, ktord patri medzi tie najpreciznejSie (najmene;j

difizne), ale mozno najrobustnejsie.

2.1.2 Pociato¢né podmienky a vizualizacia

Pociato¢né podmienky su zadefinované v stubore ,,init.c* pomocou jazyka C. Obsah tohto
suboru je ukdzany aj v prilohe na konci tejto prace. Pouzité su rovnaké referencné jednotky
ako v predchadzajiicej kapitole a teda vytrysk s polomerom R vychadza z roviny z =0
v smere osi z rychlostou v, = Mcg do vidlca s polomerom 10R a vySkou 40R. NepouZila
sa viak heavisideova funkcia, ale o trochu hladgia 1/cosh(R?), ktord m4 zaistif plynuleji
prechod na rozhrani medzi vytryskom a okolim na spodnom okraji vdlca. Na ostatnych
okrajoch skiimaného vélca sa hmota neodriza, ale vychddza von a straca sa.

Ziskané modely boli ukladané vo formate ,,double” a k ich vizualizicii bol pouZity
gnuplot alebo Pythonovsky bali¢ek PyPluto, ktory je sicastou programu Pluta. K po-
rovndvaniu sa potom pouZzili data, pri ktorych vytrysk zaberd ¢o najviacsi objem vélca a

neprechadza cez vrchny okraj.
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2.2 Vysledky simulacii

Pri tejto praci bolo vygenerovanych vySe 100 simulécii axisymetrickych vytryskov pre
rozne parametre podla potreby ohladom velkosti nestabilit. K tomu bolo potrebnych cez
100 dni procesorového Casu (priemerne 24 hodin na jednu simulédciu). V tejto praci su
ukdzané len niektoré vyznamné simulécie, ktoré st zaroven porovnané s grafmi disperzne;j
reldcie odvodenej v predchddzajicej kapitole. VSetky simulécie (spolu aj s niektorymi

animdciami) sd uloZené na disku priloZeného k tejto praci.

2.2.1 Zakladné charakteristiky

Na grafe €. 2.1 je pre typickud simuléciu riedkeho vytrysku zndzornend hustota, tlak, rychlost
v z-ovej osi a z-ova zlozka magnetickej indukcie. Tieto veli¢iny su vyjadrené v referen¢nych

jednotkdch (v pripade vypoctu tlaku bola pouZitd adiabatickd konstanta I' = 5/3).

0 hustota o [p,] tlak P[p,c2 ] )]

40 7ychlost v [c,] a0 B- L5 op,

~
35 : 35 35
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Graf 2.1: Rozne veli¢iny vytrysku v ¢ase 26 R/cg a s pofiatoénymi parametrami 1 = 0.1, M = 10.0,

&, =¢ = 1.0.

Pohybujuicu cast vytrysku je najlepsie vidief na grafe s rychlostou v z-ovej zlozke. Okrem
hlavného pridu s polomerom R = 1 je tam vidietf vela menSich pridov, ktorych vicSina
vznikla v ddsledku réznych nestabilit pri interakcii s prostredim, ale okrem nich sa tam
vytvara aj silnejsi prad smerujici proti hlavnému pradu (spétny pruad, angl. ,,backflow®),

ktory pravdepodobne vznikol v ddsledku odrazu od rdzovej vlny pri velkom gradiente
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tlaku. Razovu vlnu je dobre vidief na grafe s hustotou a tlakom. V prednej Casti rdzovej
vlny st hustota a tlak vicsie, zatial¢o v zadnej asti mensie. Dalej si je moZné viimnut,
Ze v spodnej Casti vytrysku je uz vyrovnany tlak s okolim aj napriek tomu, Ze rozdiel
hustot je stdle vyrazny a z toho vyplyva aj vysoka teplota v tychto oblastiach (vzhladom
na to, Ze sa plazma povazuje za idedlny plyn). Na grafe s magnetickou indukciou v z-ovej
zlozke je vidiet, Ze magnetické pole vo vyhrnutych castiach vytrysku je o nieco slabSie
ako v okoli a najsilnejsie je v niektroych oblastiach rozhrania medzi vytryskom a okolim.
K zobrazeniu vytryskov su pouzité najmi grafy hustdt, v ktorych sa daji dobre rozoznat

rozne turbulencie a nestability.

45 t=25 t=30 t=35 t=40 t=45 t=50

5
01234567 01234567 01234567 01234567 01234567 01234567 01234567
r[R] r[R1 r[R] r(R1] rilR1 r[R] riR]

Graf 2.2: Grafy hustot pre vytrysk s parametrami 1) = 10.0, M = 1.3, {, = {, = 0.001 zaznamenané
v roznych ¢asoch v referenénych jednotkach fy.

Na grafe ¢. 2.2 je zndzorneny Casovy vyvoj na dalSom type vytrysku — tentokrat 10-
krét hustejieho ako okolie. Cas je rovnako uvedeny v referenénych jednotkéch 7o = R /cs.
Na prvom snimku je vychddzajici relativne eSte stabilny vytrysk s lamindrnym pridenim
v dolnej Casti. Na dalSom sa ¢oraz viac deformuje predok vytrysku najmé vplyvom pre-
mieSavania jeho hmot s okolim. Na trefom sa zacina vyraznejSie deformovat prednd cast
vytrysku zrejme vplyvom Kelvin-Helmholtzovych nestabilit na rozhrani hlavného pridu
s okolim. Ich typicky tvar je zreteIny hlavne na piatom snimku. Posun deformacie proti
pradu vytrysku prezradza, Ze nestability nemusia posobif len lokdlne, ale m6Zu ovplyvnif

globdlne cely vytrysk. Tento efekt (zndmy ako ,,feedback®, [8]) sa vyskytuje hlavne v uz-



Kapitola 2. Numerické simuldcie vytryskov 26

kych vytryskoch a bol pozorovany aj v laboratérnych podmienkach. V pripade zobrazene;j
simuldcie sa tdto nestabilita taktieZ rozsirila do celého vytrysku a spdsobila tak rozpad
aj spociatku pokojného lamindrneho pridenia. Namiesto neho sa hlavny prid usporiadal
skor do vlny s opakujiicim sa zhustenim a zriedenim, v ktorej vznikaji dalSie nestability a

turbulencie. Jeho vinova di7ka je podrobnejsie preskimand v d'alsej podkapitole.

2.2.2 Porovnanie s disperznou relaciou

V prvej Casti tejto prace sa odvodila disperznd reldcia a td by ndm mala napovedat, ¢i za
danych podmienok moZu vznikaf nestability. Pre predchddzajici vytrysk s parametrami
n =10.0,M =1.3, {, = §, =0.001 je na grafe ¢. 2.3 vynesend disperznd krivka nultého
radidlneho (fundamentilneho) médu. Reflexné médy neboli ndjdené pre zobrazenu oblast
disperznej reldcie, ktora nds zaujima. Na y-ovej osi je vynesend miera rastu A; pre poruchy
s vlnovou dizkou Ag. Cim je miera rastu mensia, tym rychlejsie sa dand porucha exponen-
by sa mali poruchy s &o najmensou vlnovou diZkou, ale ich maximélna vlnova dizka je

obmedzend velkosfou a dobou vytrysku.
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Graf 2.3: Disperzna relacia fundamentalneho
médu (N = 0,n = 0) pre vytrysk s paramet-
rami 1 = 10.0,M = 1.3,§, = {, =0.001 a
so zobrazenymi troma vysledkami fitu.

Graf 2.4: Profil tlaku v referencnych jed-
notkach pre rovnaky vytrysk, vo vzdialenosti
0.2R od z-ovej osi v &ase ¢ = 45. Cervenou
farbou je zvyrazneny fit pre Cast (5 — 15)R.

Z grafov 2.2 je tieZ vidiet, Ze vo vytrysku sa vytvdraji vlnové poruchy s vinovou dizkou
priblizne Ag ~ 3 R. Ked vSak chceme byt doslednejsi, lepSie je nafitovaf ¢ast profilu tlaku
(podobného profilu hustote) exponencidlne rasticou harmonickou funkciou. Jeden takyto
profil spolu aj s fitom pre Casf krivky je zobrazeny na grafe €. 2.4. Vysledkom fitu pre ¢as
t = 45 1y je vlnové dizka poruchy Az = (2.578 +0.039)R a miera rastu A; = (1.91+£0.15)R.
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Tento bod je na grafe 2.3 zobrazeny najniz§ie. Dalim fitom bol rovnaky profil, ale pre
¢as t = 50 tp. Vysledkom bola vinova dizka Az = (3.046 +0.069)R a miera rastu A; =
(3.94£0.73)R. Tento bod je zobrazeny na grafe 2.3 najvyssie. Vysledkom posledného fitu
pre &as ¢t = 80 19 bola vinové dizka Ag = (2.749+0.049)R a miera rastu A; = (2.39+0.27)R
a bod vyznaceny uprostred. Z vysledkov je vidief, Ze disperznej reldcii najlepSie vyhovuje
porucha ziskand v cCase t = 45fy. Vzhladom na pocet aproximécii sa jednd o celkom
dobry vysledok. Z disperznej reldcie sa vSak nedd priamo urCif najnestabilnejSiu vinu,
ale len priblizne odhadnuf. Pouzité aproximacie tiez nemusia platif pre vSetky parametre

vytrysku.

2.2.3 Zavislost na parametroch

Ked vieme, Ze ako ¢itatf disperzni reldciu a ¢o si v§imat v simuldciach, m6Zeme menif jed-
notlivé parametre a v§imat si zmeny. Na grafe €. 2.5 je predchddzajica simuldcia porovnana
s d’al§imi troma, pri ktorych sa zmenil jeden parameter (pri druhej sa zmenilo Machovo
¢islo a pri dal$ich dvoch hustota). Disperzné krivky tychto simulécif si vynesené na grafe
2.6, kde st zobrazené len fundamentdlne mody N = 0. Reflexné médy pre vacsinu kriviek

neboli ndjdené v danej Casti disperznej relécie.
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Graf 2.5: Zobrazenie hustoty v referenénych jednotkach pre vytrysky s roznymi parametrami
hustoty, Machovho ¢&isla a pre rdzne Casy (zlava t = 40,27,52,31). Magnetické pole bolo v tomto
pripade zvolené za vel'mi slabé a teda {, = {, = 0.001.
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Na tychto grafoch (2.5 a 2.6) je teda vidief, Ze pri zvdac¢Seni Machovho ¢&isla z 1.3
na 2.0 je vytrysk stabilnejSi. Na simul4cii sa to prejavilo tak, Ze prevldda rovnomerné
lamindrne pridenie a do okolia sa dostdva menej hmoty ako v prvom pripade. Na zelenej
disperznej krivke zase tak, ze jej spodna Cast pri malych vlnovych ¢islach sa ohla k vys$sim
stabilnej$Sim hodnotam. Pri eSte vicSom Machovom Cisle by bol vytrysk eSte viac stabilnejsi
a ni¢ zaujimavé by tam nebolo. Subsonickymi rychlosfami, rychlostami mensimi ako je

rychlost zvuku (M < 1), sa tato praca nezaoberala.
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Graf 2.6: Zobrazenie fundamentélnych (N = 0) disperznych kriviek pre rézne parametre uvedené
vo vysvetlivkdch, kde § = §, = {,. VSetky krivky sa liSia len jednym parametrom od krivky
vyznaceného Ciernou farbou. Chybajice Casti kriviek si spdsobené nedokonalosfou pouzitych
numerickych metéd pre mensie vinové dizky. Tieto &asti vSak nie sd pre nds doleZité.

V pripade r6znej hustoty je zrejmé, Ze ¢im je vytrysk hustejsi ako prostredie, tym je aj
viac stabilnejsi. Rovnako to vyplyva aj z grafu disperzne;j relacie, kde sa krivka posiva bud
k stabilnejSim alebo menej stabilnym hodnotam. Zaujimavostou je, Ze disperznd krivka sa
pri vyssej hustote aj vyraznejsie ohyba.

V disperznej reldcii (graf €. 2.6) je tieZ zobrazena tyrkysova disperznd krivka odpove-
dajica vacsiemu axidlnemu magnetickému polu. Ako je vidief, tiez stipa k stabilnejSim

hodnotdm a rovnako aj vytrysk v simuldcii bol stabilny a nebolo na fiom ni¢ zaujimavé.
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Pre lepsiu ndzornost je zdvislost na magnetickom poli ukdzand na grafe ¢. 2.7. Na prvom
snimku je vidief vytrysk bez magnetického pola. V hornej Casti je zretelna zelenomodra
rdzova vlna a okrem nej je pre tieto parametre (n = 0.9 a M = 5.0) dobre vidiet typické
Kelvin-Helmholtzove nestability — malé viry vystupujice z rozhrania. Tentokrét to nie je
z rozhrania medzi vytryskom a okolim (ako to bolo v pripade hustejSich vytryskov), ale

medzi okolim a spitnym pridom, ktory tecie proti pridu zrejme v dosledku rdzovej viny.
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Graf 2.7: Zobrazenie hustoty v referencnych jednotkach pre vytrysk s parametrami n = 0.9,
M =5.0,t = 7.8 a pre rozdielne parametre § (teda rézne pociato¢né axidlne magnetické polia).

Ked sa teda axidlne magnetické pole zvicSuje, vytrysk je stabilnej$i. Vyplyva to aj
z toho, Ze v smere prudu sa zosilfiuju magnetické siloCiary a plazma ma tendenciu drZaf
sa tychto siloCiar. Preto aj keby vznikla nejakd nestabilita a hmota by si to nasmerovala
opa¢nym smerom, axidlne magnetické pole by ju vratilo na miesto. Azimutidlne magnetické
pole by malo zase opacny efekt a pri jeho silnom poli na rozhrani by zrejme zacali vznikat
dalSie nestability (takzvané pridom riadené). Té4to praca sa azimutdlnym magnetickym
polom nezaoberd hlavne kvoli absencie dostatocného analytického rieSenia.

Podobny zaver o axidlnom magnetickom poli je mozné usudif aj z disperznych relacii
na grafoch ¢. 2.8 a €. 2.9. Na prvom si zobrazené fundamentidlne médy (N = 0) a na
druhom prvé reflexné moédy (N = 1). Je vidief, Ze reflexné mdédy s nestabilnejSie a
zatial¢o pre velké vlnové cCisla je silné magnetické pole stabilnejSie, pre malé vinové

Cisla je nestabilnejSie. To modZe vysvetlovat dovod, preco je spitny prad o dost Sirsi a
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zjavne aj turbulentnejsi. Nakoniec je moZzné si vS§imniif, Ze aj rdzova vlna je o nieco uZSia

v magnetickom poli.
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Graf 2.8: Fundamentélne (N = 0) disperzné
krivky pre vytrysk s n =0,1 =09,M =5a
pre rozne § = &, = {,.
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Graf 2.9: Reflexné (N = 1) disperzné krivky
pre vytrysksn=0,11 =0.9,M =5 apre rozne
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Dalej by mohlo byt zaujimavé sledovat vysSie spominané malé viry, ktoré vznikaji

na rozhrani spitného pradu s okolim. K tomu slazi graf ¢. 2.10, kde pociatocna hustota

vytrysku je rovnaka ako okolie, magnetické pole je slabé a meni sa Machovo &islo.
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Graf 2.10: Hustota v referen¢nych jednotkach pre vytrysky s parametrami p = 1.0, {, = £, = 0.001
a pre rozdielne Machové ¢isla. Vyhodnotené boli v ¢asoch t = 50, 20, 15.4 a 7.65 ty.
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Na prvom snimku, kde je Machovo ¢islo M = 2, je vidief ako predok vytrysku zanechal
za sebou pokojné prostredie bez nestabilit, ktoré sa stihlo ustélif. Pri vysSej rychlosti (M = 5)
st uz zreteIné spominané Kelvin-Helmholtzove nestability. Tie v§ak postupne miznu, ako
sa zvySuje Machovo ¢islo. Pri M = 10 ich uz nie je takmer vidief a vytrysk vyzera byt
stabilny. Pri eSte vySSich rychlostiach by sa tvar vyraznejSie nezmenil. Za povSimnutie stoji
aj rozny uhol sklonu rdzovej vlny, ktory zavisi od Machovho ¢isla.

Disperzna reldcia tychto vytryskov je zobrazena na grafoch 2.11 a 2.12. Na prvom su
zobrazené fundamentdlne médy (N = 0), na druhom reflexné médy (N = 1). Pri funda-
mentéalnych médoch je vidief klesanie kriviek k nestabilnej$im hodnotdm A; podfa ¢isla
M, Co vlastne odpovedd simuldciam. Podobny trend je vidief aj u reflexnych bodoch.
Chybajuce Casti kriviek su pravdepodobne spdosobené prudkym stipanim hodnoty smerom
k nekonec¢nu. Disperzna reflexnd krivka pre M = 2 nebola ndjdend v zobrazenych vinovych
dlZkach.
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Graf 2.11: Disperzna reldcia pre rozdielne M Graf 2.12: Disperzna reldcia pre rozdielne M
apre N=0,n=0,n1=1.0,§, = ¢, =0.001. apreN=1,n=0,1=1.0,§, = ¢, =0.001.

Nakoniec je vhodné eSte ukdzaf nejaké vytrysky s vel'mi nizkou hustotou (n = 0.01).
Tie st zobrazené na grafe ¢. 2.13. Na prvom snimke je vytrysk so slabSim magnetickym
rychlo vznikaji rOzne nestability a turbulencie. Na druhom snimku je axidlne magnetické
pole 2,5-krat vicsie a uz je vidiet, Ze vytrysk je omnoho hladsi. Rovnaky trend je aj pri tretej
snimke. Na Stvrtej bola snaha o vytvorenie poc¢iatocného magnetického pola pre vytrysk
s tym, Ze v okoli by nebolo takmer Ziadne magnetické pole. To sa celkom nepodarilo,
pretoZe magnetické pole sa hned na zaciatku dost oslabilo a potom uz nemalo velky vplyv

na tvar vytrysku.
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Graf 2.13: Hustota v referen¢nych jednotkdch pre vytrysky s parametrami p = 0.01, M = 20 a pre
rozdielne velké magnetické polia. Simulacie boli vyhodnotené v ¢asoch t = 30, 30, 21 a 30 ty.

2.2.4 Porovnanie s realnymi objektami

Vieme, Ze nulté azimutidlne médy Kelvin-Helmholtozovych nestabilit spdsobuji rozsirova-
nie a zuZovanie vytrysku a teda mozu vysvetlovat pozorované uzly v niektorych vytryskoch
AGN (tieto uzly mozu vSak byt vysvetlené aj vyS$Simi azimutdlnymi médami, ktoré spdso-
buju stacanie, ohybanie alebo iné poruchy. UZ v roku 1971 boli prvé pokusy o porovnanie
tychto médov s redlnymi vytryskami (podTa [8]). V roku 1982 sa Hardee [7] pokusal
o ur¢enie parametrov vytrysku v galaxii M87 a to pomocou fitovania jeho napozorovanych
uzlov (podobné fitovanie bolo ukdzané v podkapitole 2.2.2). Hardeemu vyslo, Ze poruchy
vo vytrysku M87 maji vlnovi dizku priblizne Az ~ 12R, mieru rastu A4; ~ 10R a podla
toho usudil, Ze vytrysk je priblizne 6-krat hustejsi ako okolie a pohybuje sa s Machovym
¢islom M =~ 15. Jeho praca vSak nepocitala s magnetickym polom a ako je z grafu 2.6 vi-
diet, podobné vlnové Cisla by mohli byt dosiahnuté pri redSom vytrysku, ale pri silnejSom
axidlnom magnetickom poli. Otdzny by potom bol vplyv azimutdlneho magnetického pora.

Dalsim prikladom mdZe byt vytrysk v radiovej galaxii Cygnus A, ktory je zobrazeny
aj na obrazku ¢. 1. Podla prace Perleyho z roku 1986 (uvedené v [8]) sa u neho vSak
predpoklada vyrazne niZSia hustota ako v okoli (rddovo 1 ~ 0,001). Pre takto riedky disk,

ako bolo ukdzané na poslednych simuldciach, je charakteristicky spitny prdd a na jeho
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rozhrani moézu vznikaf r6zne Kelvin-Helmholtzove nestability. Tento spédtny prud moze
byt pri¢inou aj velkych lalokov na konci tohto vytrysku. V praci [10, Krause, 2003] boli
ukézané hydrodynamické simuldcie pre vytrysky s nizkymi hustotami 1 = (107> — 1073)
a s Machovym ¢islom v rozmedzi M = (2,6 — 26). Aj vysledkom tejto prace boli vysoko
nestabilné a rozpadajuce sa vytrysky. Zaverom bolo, Ze k stabilizovaniu by mohlo byt
potrebné dostatocne silné magnetické pole alebo rdzova vlna, ktord by zriedila okolité

prostredie.



Zaver

Cielom prace bolo lepsie pochopenie a analyza chaotickych nestabilit vo vytryskoch ak-
tivnych galaktickych jadier a tymto smerom sa praca aj uberala. Vzhl'adom na rozsiahlost
a komplikovanost problematiky sa zamerala len na Kelvin-Helmholtzove nestability, ktoré
st spolu aj s pridom riadenymi nestabilitami zaradované k tym najdoleZitejSim v astrofy-
zikdlnych vytryskoch.

V prvej kapitole boli odvodené rovnice idedlnej magnetohydrodynamiky a tie boli né-
sledne rieSené vo vélcovych stiradniciach pomocou linedrnej tedrie nestabilit. K rieSeniu
v tvare Besselovych funkcii, ktoré je uvedené v podkapitole 1.2.3, sa nakoniec dospelo
az po zanedbani relativne doleZitej azimutdlnej zlozky magnetickej indukcie (aj napriek
velkej snahe k ziskaniu rieSenia aj s touto zlozkou). RieSenia boli potom pouzité k odvo-
deniu disperznej reldcie Kelvin-Helmholtzovej nestability pri rovnovédhe celkového tlaku.
Disperzna reldcia bola numericky rieSend najmi pre nulté azimutdlne mody a pre rdzne
parametre vytrysku.

V druhej kapitole bol pouzity program Pluto, pomocou ktorého boli numericky rieSené
eSte neupravené rovnice idedlnej magnetohydrodynamiky. Ziskané simulécie boli nasledne
interpretované a porovnané s disperznymi krivkami z prvej kapitoly. V podkapitole 2.2.2
bola nafitovand porucha tlaku jedného modelu a jej vinovd dizka priblizne odpovedala
danej disperznej krivke. Vysledkom simuldcii a d’alSieho porovnavania bolo, Ze vytrysk
je nestabilny iba pri uréitych parametroch a poruchy z rozliSitelnou vinovou dizkou boli
viditeIné hlavne v hustejSich vytryskoch (1 > 1), kde to priblizne odpovedalo aj disperzne;j
relécii. Pri redSich vytryskoch sa vytvaral najmé spitny prud, ktory sposoboval dalSie
nestability a turbulencie. Zaujimavym vystupom tejto kapitoly su tieZ animécie ¢asového
vyvoja vytryskov, v ktorych je mozné rozoznaf rézne javy pri vytvarani nestabilit. Jeden
takyto Casovy vyvoj je zndzorneny a interpretovany v podkapitole 2.2.1.

Ako bolo napisané v poslednej podkapitole 2.2.4, niektorym autorom sa uZ podarilo
odhadnif parametre vytryskov na zdklade disperznych relacii. Vacsina vytryskov je vSak

povazovana za riedke (n ~ 0,001), ktoré su nestabilnejSie a vyzaduju tak d’alSie analyzy

—34—
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a simuldcie. Tie sa vSak nezaobidu bez prac ako je tato, pretoZze v tomto smere je dolezité
hlavne dobre rozumiet spravaniu vytryskov a pouZivat vhodne zvolené aproximécie. Této
prica moze byt velkym prinosom pre dalSi vyskum v tejto problematike a pouZita ako
odrazovy mostik k d’al§im analytickym odvodeniam alebo vyznamnym trojrozmernym
simuldciam vytryskov, pomocou ktorych by sa dali dobre odhadnuf zakladne veliiny

astrofyzikalnych vytryskov nielen v AGN.
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Priloha: init.c

#include "pluto.h”

void GetlJetValues (double, double x);
static double Profile (double, double);

static double pa;

void Init (double *xv, double x1, double x2, double x3)

i
int nv,;
static double veq[NVAR];
v[RHO] = 1.0;
v[VX1] = v[VX2] = v[VX3] = 0.0;
v[PRS] = pa = 0.6;
EXPAND(v[BX1] = 0.0; )
v[BX2] = sqrt(g_inputParam [ETA])x* g_inputParam [ZETA.V]; |,
v[BX3] = 0.0;)
v[AX1] = v[AX2] = 0.0;
v[AX3] = 0.5xx1*xv[BX2];
v[TRC] = 0.0;
}
void Analysis (const Data xd, Grid *grid){
}

void UserDefBoundary (const Data xd, RBox xbox,
int side, Grid *grid)
{

int i, j, k, nv;
double xx1, *x2, *x3;
double vjet[256], vout[NVAR];

x1 = grid[IDIR]. xgc;
x2 = grid[JDIR]. xgc;
x3 = grid[KDIR]. xgc;

if (side == 0) {
DOM.LOOP(k, j ,i){}
}

if (side == X2BEG){
if (box—>vpos == CENTER){
BOX LOOP(box ,k,j,i){
GetJetValues (x1[i], vjet);
VARLOOP(nv) vout[nv] = d—=>Vc[nv][k][2+JBEG — j — 1][1i];
vout [VX2] x= —1.0;
EXPAND(vout[BX1] *= —1.0; ,

vout[BX3] s= —1.0:)
VAR LOOP(nv){

d—>Vc[nv][k][j][i] = vout[nv]—(vout[nv]—vjet[nv])
x*Profile (x1[i1], nv);
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}
}

telse if (box—>vpos == XIFACE){
x1 = grid [IDIR].A;
BOX LOOP(box ,k,j,i){
vout[BX1] = —d—>Vs[BXIs][k][2*JBEG — j — 1][i];
d—Vs[BXIs][k][j]li] = vout [BX1]x*
(1.0 — xProfile(x1[i], BX1l));

}
telse if (box—>vpos == X3FACE){

}
}
}
void GetJetValues (double R, double xvj)
U
int nv;
double Bz;

if (fabs(R) < 1.e—9) R = 1.e-9;

vj[RHO] = 1.0 + (g_inputParam[ETA] — 1.0);
Bz = g_inputParam [ZETA V];

EXPAND( vj[BX1] = 0.0; ,
vj[BX2] = Bz; ,
vj[BX3] = 0.0;)

vj[AX1] = vj[AX2] = 0.0;

vj[AX3] = 0.5%R«xBz;

EXPAND( vj[VX1] = 0.0; ,
vj[VX2] = g_inputParam [MACH]; ,
vj[VX3] = 0.0;

vj[PRS] = pa;

vj[TRC] = 1.0;

}

double Profile (double R, double nv)

double R8 = R*R#*R#*R+*R+xR*xRxR;
return 1.0/cosh(R8);

}
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