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Abstrakt

Tato diplomova prace se zabyva Dynamikou drah planetek, predevsim ¢asovou evoluci jejich
orbitalnich elementii. Uréeni vyvoje drahovych elementii hraje stézejni roli pti studiu chovani
malych téles slunecéni soustavy, jako jsou planetky, komety, ale i meziplanetarni hmota. Své
aplikace naléza nebeskd mechanika také v kosmonautice, kde zastava dulezitou tlohu pri
vypoctech drah umélych druzic i meziplanetarnich sond.

Autor v této praci podrobné rozebira zakladni teorii nebeské mechaniky. Duraz je kla-
den jednak na Gaussovu metodu urceni elementi drahy ze tii pozorovani, analytickou
teorii poruch, ale hlavné na vlastni numericky vypocet orbitalniho vyvoje planetek 1998
HZ7, 1999 RR214 a 2004 RT109 na 10 000 let do budoucnosti Runge-Kuttovou metodou
4. tadu. Pro tucely predlozené diplomové prace byly autorem vyvinuty dva programy gauss.m
a evoluce.m. Prvni je urcen pro vypocet drahovych elementii Gaussovou metodou, druhy
pro stanoveni orbitalniho vyvoje studovaného télesa metodou Runge-Kutta 4. fadu. Data
ziskand pomoci programu evoluce.m byla jednak porovnana s integratory baliku Swift (Le-
vison & Duncan 1999), ale nésledné patfiéné autorem diskutovana a interpretovana.

Planetce 1998 HZ7 byla ptisouzena draha, ktera odpovida 2:1 rezonanci s planetou Jupi-
ter, planetka 1999 RR214 se nachazi na draze ve 3:2 rezonanci s Jupiterem, a posledni téleso
2004 RT109, muze byt jednak planetkou, ale také kometou Jupiterovy rodiny. VSechna stu-
dovana télesa se vyznacuji dlouhodobé nestabilnimi drahami.

Klicova slova: nebeskd mechanika, Gaussova metoda, drdihové elementy, orbitdlni vjvoj.

Abstract

My thesis deals with the Dynamics of asteroids’ orbits, especially the time orbital evolution of
their orbital elements. The determination of the evolution of orbital elements is a key factor
in studying of behaviour of small bodies of the solar system, such as asteroids, comets, and
interplanetary matter. Celestial mechanics is also applied in astronautics, where it plays a
significant role in calculations of trajectories of artificial satellites and interplanetary probes.

The author discusses the basic theory of celestial mechanics in detail. Firstly he emphasi-
ses the Gauss method of determination of orbital elements from three observations, secondly
analytical theory of perturbations and his own numerical computation of time orbital evo-
lution of asteroids 1998 HZ7, 1999 RR214 and 2004 RT109 for 10 000 years into the future
with Runge-Kutta method of 4* order. For the purpose of submitted thesis two progra-
mmes (gauss.m and evoluce.m) were developed by the author. The former is intended for
computation of orbital elements with Gauss method, the latter is intended for determination
of time orbital evolution of studied body with Runge-Kutta method of 4 order. The data
acquired with evoluce.m programme were first compared with integrators of Swift package
(Levison & Duncan 1999), and then discussed and interpreted by the author.

Asteroid 1998 HZ7 was assigned to the orbit which corresponds to 2:1 resonance with
Jupiter, asteroid 1999 RR214 is situated in orbit in 3:2 resonance with Jupiter, and the final
body 2004 RT109, could be either an asteroid or a comet of Jupiter family. All studied bodies
exhibit permanent unstable orbits.

Keywords: celestial mechanics, Gauss method, orbital elements, time orbital evolution.
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Uvod

Pokud bychom se snazili definitoricky vymezit pojem nebeské mechaniky, potom muzeme
ici, Ze se jedna o obor na rozhrani mezi teoretickou mechanikou a astronomii, ktery se za-
byva studiem pohybii nebeskych téles a jejich pricinami. Je taktéz zarnym prikladem trendu
konce dvacatého stoleti, kdy se astronomie zacina délit na astronomii praktickou a teore-
¢innosti prenasi k pocitaci a k interpretaci ziskanych dat.

Nebeska mechanika je v dnesni dobé jiz teoretickym oborem, ktery vychazi z astrome-
tricky namérenych 1idaji o polohach nebeskych objekti. Ty jsou potom rozlicnymi nume-
rickymi metodami zpracovany, vyhodnoceny, interpretovany a zaroven slouzi k modelovani
¢asového vyvoje drah danych téles (¢asto se jedna o télesa ve slune¢ni soustavé). Prace ne-
beského mechanika se tudiz soustreduje prevazné u pocitace. Pomoci numerickych modeli
lze sledovat gravitaéni i negravitacni poruchy drah vybranych téles, dynamicky vyvoj ro-
din asteroidt!, chovani prachovych ¢astic ve sluneéni soustavé, ale také miizeme nahlédnout
do minulosti a do budoucnosti, coz nam mnohé napovi o jejim zrodu a dalsim vyvoji. Je
taktéz potfeba poznamenat, ze pirimé aplikace nebeské mechaniky se tykaji nejenom prirod-
nich téles sluneéni soustavy, ale také vytvort lidskych. Uzasnou aplikaci nebeské mechaniky
jsou presné vypocty drah umeélych druzic Zemé, meziplanetarnich sond a jisté najde uplat-
néni i v nadchézejicich vypravach do vesmiru s Zivou posadkou. Myslim si, ze tato partie
teoretické astronomie bude v dalsich letech nabyvat stéle vétsiho vyznamu.

7 vyse uvedeného je jasné, ze bourlivy rozvoj nebeské mechaniky probéhl ruku v ruce
s nastupem moderni vypocetni techniky, ktera umoznuje diive jen tézko resitelné problémy
efektivné a rychle vyftesit.

Predlozena diplomova prace s nazvem Dynamika drah planetek se zabyva dynamickym
vyvojem planetek 1998 HZ7, 1999 RR214 a 2004 RT109 na 10 000 let do budoucnosti, kdy
je duraz kladen prevazné na c¢asovou evoluci orbitalnich elementi téchto téles. To také bylo
hlavnim zadanim prace.

V prvnich ¢étyrech kapitolach se ¢tenar sezndmi s nutnymi teoretickymi znalostmi. Pata
kapitola pak shrnuje autorem provedené simulace, diskusi ziskanych vysledk a také nékteré
autorovy myslenky a interpretace. V priloze diplomové prace jsou také dva mnou vytvorené
programy gauss.m a evoluce.m, které numericky Tresi zadané problémy. Vice se o jejich
funkci ¢tenar docte v kapitole 3 a kapitole 5.

V Brnénci dne 6.5.2009 Jind¥ich Zizka

1Jedn4 se o skupiny planetek s podobnymi drahovymi elementy.
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Kapitola 1

Pojem centralni sily

Meéjme hmotny bod (¢astici, planetku) o polohovém vektoru r a hybnosti p, na niz pusobi
sila F o které predpokladejme, 7Ze v libovolny okamzik prochézi pevnym bodem. Tento bod
necht je pocatkem souradnicové soustavy. Centralnim silovym polem rozumime takové pole,
pro které lze silu F psat ve tvaru

F(r)= f(r)— = F(r)r. (1.1)

Uzitim potencialni energie U(r) lze vztah vyjadrit nasledovné

ouU (r)
 or

F(r)=—-VU(r)=F(r)r = r. (1.2)

Definujme vektor momentu hybnosti L hmotného bodu vztahem
L=rxp=L,. (1.3)

7 derivace podle ¢asu ihned plyne zakon zachovani momentu hybnosti

dL

—=rx F=0, L=1L, 1.4
- : (14)
Je-li moment hybnosti L roven konstantnimu vektoru Ly, znamena to, ze vektory r a p budou
lezet v roviné kolmé k vektoru momentu hybnosti. Pohyb hmotného bodu v centrdlnim silovém

poli je tedy rovinng.

1.1 Zakon ploch

V nasledujicim odstavci odvodime tzv. zdkon ploch nebo, chceme-li, II. Kepleriuv zdkon. Po-
znamenejme, ze Keplerovy zakony byly ve své podstaté zakony empirickymi, jejich rigordsni
fyzikalni odvozeni prislo az zahy po objevu gravitacniho zadkona. Uvazujme hmotny bod vy-
staveny ptsobeni centralni sily prochazejici bodem O. Z predchoziho odstavce jiz vime, ze
se pohyb déje v roviné. Necht f predstavuje velikost zrychleni hmotného bodu. Pohybové
rovnice podél os z a y nasleduji

d*x x
ﬁ = :Ff cosf = :Ff;, (15)
d’y . y



Zakon ploch 1: Pojem centralni sily

YA

Y

Obréazek 1.1: Rovinny pohyb.

Jiz pohledem zjistime, Ze zaporné znaménko odpovida pritazlivé sile, kdezto kladné znaménko
sile odpudivé. Vynasobime-li prvni rovnici —y a druhou rovnici +x, po sec¢teni obdrzime

d*y d*x

ey _ 4T _ 1.
Tz Vg =0 (1.7)

Integraci této jednoduché rovnice dojdeme k nasledujicimu vztahu

dy dx
= =h 1.8
kde h je integracni konstanta.

Prejdeme-li do polarnich soufadnic x(t) = r(t) cos0(t),y = r(t) sin 6(t), dostaneme po pii-

slusnych derivacich
dy dz ,do
YaYa T @
Rozeberme situaci podrobnéji. Uvazujme rovinny pohyb hmotného bodu po rovinné kiivce
jako na nésledujicim obrazku. Bude nas zajimat jakou plochu opise pruvodi¢c r za infi-

= h = const. (1.9)

y A

de r

<y

Obrazek 1.2: Rovinny pohyb po kiivce.

nitesimalni ¢asovy okamzik dt, pii némz se pfesune do bodu r’ . Pfitom opise thel df.
V této aproximaci vektory spolecné s kiivkou opisuji trojuhelnik. Jeho obsah spoc¢teme po-
moci vektorového soucinu vektora r a r’ . Jisté tedy pro plochu AA opsanou privodicem
r plati

1 /
AA=Z|rxr|= %sin(AQ), (1.10)



Diferencialni rovnice trajektorie, Binetiiv vzorec 1: Pojem centralni sily

AA ' sin(Af) A0

A S 1.11
At 2 A6 At (1.11)
Dusledkem At — 0 jsou néasledujici vztahy
. sin (Af)
A% ag h 142
r—r. (1.13)
Potom tedy pro plosku dA opsanou pruvodi¢em r za cas dt plati
dA 1 ,df 1
D D2 Dy 14
a =2 a2 (1.14)
Tedy
1
A= iht—kc. (1.15)

Ihned vidime tvar II. Keplerova zdkona.

1.2 Diferencialni rovnice trajektorie, Binettiv vzorec

Vyjdeme z pohybovych rovnic (1.5) a (1.6) pro pfitazlivou silu

o _ 4
;if r (1.16)
Py _ .y
dt? r

Pohyb pod taktem centralni sily je rovinny, prejdeme tedy do polarnich souradnic. Rovnice
po jednoduchém vypoctu nabydou tvaru

dr o\’
(S =1
dt? dt
d*0 n dr df
r——- — =
dt? dt dt
Po transformaci soutadnic a provedeni prislusnych derivaci bylo potieba vynasobit rovnice

stfidave sin @ (resp. cos#), druhou cosé (resp. sinf), a nasledné je secist. Rovnice rovinné
krivky, po které se objekt pohybuje zrejmé pozbyva cCasové zavislosti. Eliminujme tedy

(1.17)
0.

nejdrive z prvni z nich vyraz Z—f s uzitim vztahu (1.9)
d*r  h?
— =——f. 1.1
a2 r3 (1.18)
Diferencialni rovnici fesime substituci r = % Prislusné derivace nasleduji
dr  drdu 1 du 1 dudf ydu db du
_—,Y——— = —-— = - = 7 —— = — N —
dt  dudt u? dt u? df dt de dt db’ 119
d*r " d (du thu do 2 yd*u (1.19)
—_— = — N — _— = —N—— = — U ——.
dt? dt \ do do? dt do?

Znédme-li u(f), neni jiz problém zjistit 7(f) a provést prislusné derivace. Dosadime-li zpét
do vztahu (1.18), po upravé dojdeme k vyjadreni

d*u
2 2
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II. Newtoniiv zakon a jeho diisledky 1: Pojem centralni sily

Vztah (1.20) je diferencialni rovnici trajektorie r(6). V literatufe jej muzeme nalézt jako
Binetiv vzorec. Zname-li polarni rovnici kuzelosecky nebo rovnici kiivky r(6), lze spocitat
zrychleni ¢astice f. Naopak, zndme-li vyjadreni pro silu, mizeme (jen pro uré¢ité piipady)
zpétné urcit trajektorii r(6).

1.3 1I. Newtoniiv zakon a jeho dusledky

Jak bylo zminéno v predchézejicim paragrafu, Binetiv vzorec nam umoznuje zjistit vyjadieni
sily pti znalosti rovnice trajektorie a naopak. V tomto odstavci odvodime I. Kepleriv zdkon
(dale jen I. KZ) jako dusledek II. Newtona zdkona (déle jen II. NZ).

Je tfeba poznamenat, ze diky Binetové vzorci II. NZ vyhlizi zpétné jako dusledek I. KZ.
Pro nase tcely nyni zatim vystacime se skalarni podobou II. NZ

My M,
F=x R (1.21)
Tedy zrychleni
]{?2
f= ox (1.22)
kde k = const. Po dosazeni do Binetova vzorce obdrzime
d?u k2
W +u= ﬁ (1.23)

Jedna se o linedrni nehomogenni diferencidlni rovnici 2. fadu, jejiz feseni provedeme metodou
variace konstant. Nejdiive vyTresime pridruzenou homogenni rovnici

d*u
— tu=0. (1.24)
do

Piedpokladame feSeni ve tvaru u(f) = e*’. Derivovanim dojdeme k charakteristické rovnici
M4 1=0, (1.25)

ktera ma dva komplexné sdruzené koreny ¢, —i. Fundamentalni systém s komplexnimi funk-
cemi je €, e Fundamentalni systém s redlnymi funkcemi miZeme ziskat napiiklad tak,
ze vezmeme vhodné linearni kombinace stavajicich funkeci. Vysledné funkce musi byt opét
nezavislé. Nejjednodussi bude vzit nasledujici linearni kombinace

! (ew + e_w) = sind. (1.26)

E (ew + e_w) = cos b, %

2
Fundamentalni systém s redlnymi funkcemi tedy je u; = cos @, us = sin . Poznamenejme, ze
obecné pro komplexné sdruzené jednoduché koteny a+ib, a — b obdrzime stejnym postupem
realny fundamentélni systém e cos b, e’ sin b. Z teorie diferencidlnich rovnic je zndmo, ze
obecny integral nehomogenni rovnice mizeme psat ve tvaru

U = cu + colg + Uy, (1.27)

kde ¢y, ¢; jsou libovolné konstanty a u, je jakékoliv Teseni (partikularni integral) nehomogenni
rovnice. Rovnice miize byt feSena v nejobecnéjsi formé metodou variace konstant, avsak
v tomto pripadé bude jisté rychlejsi metoda neurcitych koeficientu, kdy reseni predpokladame
ve tvaru polynomu u(f) = A#* + B + C. Tento predpoklad dosadime do rovnice (1.23)

9



II. Newtoniiv zakon a jeho diisledky 1: Pojem centralni sily

a po prislusnych derivacich porovname koeficienty na levé a pravé strané. Dospéli bychom
k vysledku, kdy je partikularni integral roven

]CZ
Uy = 7. (1.28)
Obecné Teseni rovnice (1.23) nasleduje
k2
u = ﬁ—i—clcos@—i—@sin@. (1.29)
Po substituci obdrzime ]

r =

(1.30)

;‘;—3 + 1 cos0 + cosinh
Nyni bez Gjmy na obecnosti muzeme polozit ¢; = Acosby, co = Asinty, kde A, 6y jsou
konstanty. Rovnice (1.30) nésledné pfechézi na tvar

1

; . 1.31
K+ Acos (6 — b)) (1.31)

r =

Jisté snadno nahlédneme, Ze A = \/c? + c3 je kladné konstanta. Po jejim vypoctu a zpétném
dosazeni do rovnic pro ¢; a ¢ mizeme nasledné urcit 6. Velmi dulezité je vSak to, ze rovnice
(1.31) je poldarni rovnici kuzelosecky s pocatkem v ohnisku.

Pohybuje-li se tedy téleso obecné po kuzelosecce, je vystaveno pusobeni sily neptfimo
umeérné ¢tverci vzdalenosti a naopak.

Necht p je parametr kuzelosecky a € jeji Ciselna vystfednost (numerickd excentricita).
Potom nahrazenim ziskame

p
= £ 1.32
" 1+ecose’ (1.32)

kde ¢ predstavuje tihel zakresleny na nasledujicim obrazku

a@

Obrazek 1.3: Elipsa.

Snadno nahlédneme, Ze mezi nami zvolenymi konstantami h, k,  a konstantami ve vy-
razu (1.32) plati

h2
p = %7
e = LA (1.33)
Y = 0—60

Jisté je vidét, Ze téleso, které putuje po kuzelosecce (1.31), se opozduje za télesem, které by
se Tidilo rovnici (1.32), o uhlel §y. Pokud tedy chceme mérit tthlovou polohu télesa od peri-
centra, nutné musi platit, ze 6, = 0. Konstanty jsou urc¢eny vhodné zvolenymi okrajovymi
podminkami. Dle numerické vystiednosti muzeme klasifikovat typ kuzelosecky

10



II. Newtoniiv zakon a jeho diisledky 1: Pojem centralni sily

e <1 elipsa,

e =1 parabola,
e > 1 hyperbola,
e =0 kruznice.

V tomto odstavci jsme tedy nedospéli k ni¢emu jinému nez k I. Keplerovu zdkonu. K jeho
odvozeni bylo uzito Binetova vzorce a II. Newtonova zdkona.

11



Kapitola 2

Problém dvou téles

Jednou z nejzakladnéjsich iloh nebeské mechaniky je obecny problém dvou téles. Jeho rozbor
je nezbytny k zavedeni dulezitych veli¢in a pojmi, jez se v praci (a celé nebeské mechanice)
casto objevuji. Situaci osvétluje obrazek.

z

Y

Obréazek 2.1: Problém dvou téles.

Vviev

R. Jsou-li hmotnosti obou bodtu srovnatelné, lze pravem tvrdit, ze hmotny bod m; obiha
kolem bodu my, stejné jako msy obihéd okolo m;. Kineticka energie je dana vztahem

1 . 1 1
T = §(m1 + Tng),?2 + §m1f12 + §m2f22. (21)

Teorie ukazuje (viz déle), ze je vyhodné pfi FeSeni problému dvou téles prevést absolutni
pohyb dvou hmotnych bodi na jejich vzajemny pohyb relativni. Zavedme relativni vektor
r druhé castice vaci prvni, pro ktery plati

r=ry—r. (2.2)

Vviev

R = Mt ramaz (2.3)

mq +m2

dostaneme prislusné transformacni rovnice

LA T AL (2.4)

my1 + Mo

12



Elementy drahy 2: Problém dvou téles

Vv

Ztotoznime-li pocatek soustavy soufadnic s tézistém (R = 0), potom nabyva rovnice (2.1)
této podoby

1 . mi1me
T = —ur? = — 2.5
= (2.5)
kde p je tzv. redukovand hmotnost. Lagrangeova funkce soustavy ma tudiz tvar
1 -
L= iuﬂ — d(r). (2.6)
Potencialni energie soustavy téchto dvou hmotnych bodu spliuje relaci ®(r) = —y ™52,
Lagrangeova funkce vypada posléze takto
1. M
L= 5[1"2—’—)(“7, M =mq + Mms. (27)

Je zfejmé, ze 1loha je prevedena na problém obéhu télesa s redukovanou hmotnosti okolo
nehybného bodu s hmotnosti M. Dosazenim do Lagrangeovych rovnic druhého druhu

d L L
0 (00) oL, 29
dt 6qj 8qj
odvodime pohybové rovnice ve tvaru
. M

Nalezeni drahy castice p okolo nehybného stfedu o hmotnosti M je tedy ekvivalentni s pro-
blémem integrace predchozi rovnice. Vysledkem by byla opét rovnice kuzelosecky. Je na misté
poznamenat, ze feseni predchozi rovnice je pomérné zdlouhavé — jako kratsi a schiidnéjsi se
jevi uziti Binetova vzorce (viz kapitola 1). Transformaci (2.4) pak zjistime polohové vektory

vvvvv

2.1 Elementy drahy

Elementy drédhy! jsou nepostradatelné parametry, podle nichz uréujeme polohu télesa na tra-
jektorii a také jeji orientaci v prostoru. Vzhledem k zaméreni a tématu této prace, je primo
nutnosti o nich dikladné pojednat.

2.1.1 Prvni trojice elementi drahy

Zmésobime-li rovnici (2.9) p, nésledné zleva vektorové r a zintegrujeme, dojdeme ke znamému
zakonu zachovani momentu hybnosti

r x pr = C = konst. (2.10)

Je dobré si povSimnout, Ze jsme feSenim pohybovych rovnic ziskali celkem tii integracni
konstanty, nebot C = (C,,C,,C,) = konst. Ty budou v dalsim vykladu hrat dilezitou
roli. Pro dikladnéjsi pochopeni jsem vytvoril obrazek (2.2). Bod s hmotnosti x4 obiha okolo
nehybného centra M v jedné roviné. Zvolme kouli o jednotkovém poloméru se stfedem
v bodé M.

1V literatuie se nékdy vyskytuje také pojem orbitdlni elementy. Autor v diplomové praci uziva obou
téchto souslovi.
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Elementy drahy 2: Problém dvou téles

Obrazek 2.2: Elementy drahy.

Prolozme sféru referenéni rovinou (v praxi se casto jedna o ekliptiku) o rovnici z = 0,
osa x zpravidla sméruje k jarnimu bodu 7. Rovina obéhu télesa (v dalsim budeme mluvit
o planetce) necht je sklonéna k referen¢ni roviné pod inklinacnim hlem i (¢asto nazyvany
sklon drahy). Kolmo k ni je orientovan vektor momentu hybnosti C.

Pohyb, kdy 7 < 90° nazyvamé primy a planetka se pohybuje ve stejném smyslu jako
je kladny smysl na hlavni kruznici definované na referencni roviné. V pripadé, ze ¢ > 90°,
mluvime o pohybu retrogradnim.

Pti kazdém svém obéhu se planetka (mimo obéh v referencni roviné) dostéva nad (z > 0)
a pod (z < 0) tuto rovinu (dale budeme mluvit o ekliptice). Uvazujeme-li pohyb planetky
v kladném smyslu, pak je ihned vidét, ze se v bodé © planetka dostava nad ekliptiku.
Toto misto na trajektorii se uvadi jako vystupny uzel. Analogickym zptusobem definujeme
i sestupny uzel U. Dalsim dtlezitym elementem je délka vijstupného uzlu ). Tretim elementem
je nasledné argument pericentra (perihelu)' w.

I kdyz pojmt bylo v této podkapitole definovano pomérné hodné, prvni trojici elementt
drahy budeme rozumét pouze €2, i, w. Jedna se prakticky o prvni trojici integrac¢nich konstant
rovnice (2.9).

Promitneme-li vektor momentu hybnosti C do roviny ekliptiky, skutecné nahlédneme, ze
thel sevieny s kladnym smérem osy z je 7/2 — . K tomu lze dojit i jednoduchou tvahou,
kdy si predstavime, ze by prumét vektoru C lezel na zaporné ¢ésti osy y a v ose = by lezela
primka apsid ?. Nasledné otocenim okolo osy z v kladném smyslu o tihel € dojdeme k obecné
situaci znazornéné na predeslém obrazku. Pro souradnice vektoru C pak plati

C,= CCsinQsing, (2.11)
Cy = —C'cos2sini,
C,= C(Ccosi.

Lze tedy usoudit, ze pruni trojice elementi urcuje orientaci drahy v prostoru. Pii obecném
otoceni souradné soustavy [z,y, z] se méni kazdy z nich. Polohu planetky na obrazku pak
urcuje pravd anomdlie v, kterd udava hodnotu thlové vzdalenosti od perihelu. Pro zjisténi
tvaru drahy a polohy planetky v dany cas je pak tfeba zavést dalsi trojici elementt drahy.

INekdy se také zavadi délka perihelu @ = w + Q.
2Priise¢nice ekliptiky a roviny ob&hu planetky. Prochézi vystupnym a sestupnym uzlem.
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Elementy drahy 2: Problém dvou téles

2.1.2 Druha trojice elementti drahy

Zabyvejme se pouze pohybem eliptickym. Pti feseni pohybovych rovnic (2.9) by mélo vystu-
povat celkem 6 integracnich konstant. To znamena, zZe je tfeba urcit a interpretovat zbyvajici
t1i z nich. Pohyb bodu s redukovanou hmotnosti jisté spliuje

M
F:Uf:X%, (2.12)

kde f = X% = ’;—j je prislusné zrychleni (viz kapitola 1). Uvazime-li pohybové rovnice (1.5)
a (1.6) pro pritazlivou silu a nahradime-li je patfiénym zrychlenim f pro pohyb bodu pu,
ziskdame tuto soustavu

) Mz
T+ x—r3 =0, (2.13)
. My

Ta odpovida pohybovym rovnicim (2.9). Zminéna soustava je feSena v paragrafu (1.3), kde
ve vztahu (1.31) vystupuji dalsi integracni konstanty h,k a 6. Pokusme se interpretovat
jejich vyznam.

Velka poloosa a jako integracni konstanta

Z analytické geometrie jsou znamy tyto vztahy

p=a(l—é), b=aVv1— e, (2.14)

kde a je velkd a b mala poloosa elipsy. Je-li dle (1.33) p = Z—i, pak srovnanim méame
h? h?
_ 2.15
PmR T M (2.15)

Potom s uzitim rovnice (2.14) dojdeme k vyjadreni velké poloosy a

h2
“= A=) (2.16)

Numericka excentricita ¢ jako integracni konstanta

Nyn{ piejdeme k vyjadieni dalsf integracni konstanty e. Vezmeme-li v tivahu, ze k? = yM,
potom lze vztah (1.31) prepsat nasledovné

po 1 - P _ P . (2.17)
K+ Acos(0—0p) 1+ 25 cos (0 —bp) 1—1—%(:05(9—90)
Potom nE
= = Ap. 2.18
€=M (2.18)

Je vhodné vzhledem k zaméteni prace strucné interpretovat fyzikalni podstatu konstanty
A a uvést jeji dusledky na tvar drahy. Vyjdéme ze zakona zachovani energie ve tvaru

1
E=T+®= §Mi' — X—NM = const. (2.19)
T
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Elementy drahy 2: Problém dvou téles

Castéji byva tento pohybovy integral vyjadien ve tvaru

. GM

1
—r

1
+ce 5(7"2 + r??) = XM +c. (2.20)

T r

Nékdy jej v literature nalezneme pod nazvem wvis via integral. Jednoduchym, ale jiz prac-
néjsim vypoctem se da ukazat, ze pii vhodném pretransformovani predeslého vztahu [1] lze
dospét k vyjadreni € v tomto tvaru

2ch?

2 _
€ —1+W

(2.21)
Tedy, je-1li 0 < € < 1 (pohyb po elipse), potom je celkova energie zéporna. Déle je jiz trividlni
nahlédnout, Ze pro parabolu je nulova a hyperbolu kladna.

Okamzik prichodu perihelem jako integracni konstanta

Necht Ay predstavuje plochu opsanou privodicem v dobé priuchodu perihelem t,. Potom
jisté plati
2(140 — C)
=2~
h
Skutecné jsme v tomto paragrafu poukazali na to, ze druha trojice elementt drahy odpovida
vhodné zvolenym integra¢nim konstantam patticnych pohybovych rovnic.

. (2.22)
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Kapitola 3

Urceni elementi drahy z pozorovani

V praxi zpravidla stojime pred problémem urceni elementti drahy nikoliv ze znamych geo-
centrickych soutradnic, ale z napozorovanych dat, jimiz jsou prislusné rovnikové souradnice
(II. druhu) planetky pro urcité ekvinokcium spolecné s ¢asy téchto méteni.

To Tesi tzv. Gaussova metoda uréovani elementii drahy ze t¥{ pozorovanil. D4 se ukazat,
ze jiz ze t¥i pozorovani (o, d;),7 = 1,2,3 pofizenych v okamzicich t; je problém v principu
fesitelny.

3.1 Vztah mezi geocentrickymi a heliocentrickymi sou-
radnicemi

Uvazme nasledujici obrazek

planetka

Obrazek 3.1: Vztah mezi geocentrickymi a heliocentrickymi souradnicemi.

Dle obrazku plati trivialni transformace
p =r +R. (3.1)

Ptrechodem do rovnikovych souradnic II. druhu pro dané ekvinokcium predesla rovnice pre-
chéazi na soustavu

ph=p cosdcosa =1+ Xg,
p, = p cosdsina =y + Vg, (3.2)
p.=p'sind =2+ Z.

!Na zminéném problému se viak vyznamné podileli i dalsi. Napf. Euler, Lagrange, Lambert a dalsi.
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Gaussova metoda 3: Urc¢eni elementii drahy z pozorovani

Ptrechodem k ekliptikdlnim souradnicim (vynechéme-li pro prehlednost ¢arky) lze soustavu
vyjadrit nasledovné

pcosFcos A\ =x — Rcos B cos L,
pcosBsin A =y — Rcos Bsin L, (3.3)
psin f =z — Rsin B.

Poznamanejme, ze § a A jsou ekliptikalni souradnice, R vzdalenost Zemé od Slunce a L a B
heliocentrické délka a sitka Zemé. (B, L, R) a (Xa, Yy, Zo) jsou pro piislusny den uvedeny
v astronomické rocence. Necht jsou déna tfi pozorovani planetky v casech t; < ty < 3.
Zavedeme-li ptislusné smérové kosiny A, u, v v (3.2), potom zminéné soustava pro tato tfi
pozorovani vypada takto

T = Nipi — Xi,
Yi = pipi — Vi i=1,2,3 (3.4)
zp = Vipi — Zi.

3.2 Gaussova metoda

V tomto paragrafu vyjdeme z faktu, zZe se planetka pohybuje v roviné prochazejici Sluncem.
Potom jeji heliocentrické souradnice pro tfi pozorovani musi spliovat

Predeslou soustavu lze zapsat i maticové (napf. XA = 0 ). Pohyb v roviné klade na pri-
slusnou soustavu podminku vylouceni netrivialniho feseni pro A, B, C'. Z toho ihned plyne

T Y1 oz
T2 VYg Zo| = 0. (36)
T3 Ys Zz3

Rozvineme-li determinant podle jednotlivych sloupcti, dojdeme k témto tfem rovnicim
(Y223 — 22y3)71 — (Y123 — 21Y3)72 + (Y122 — 2192) 23 = 0,
(2223 — 20w3)y1 — (w123 — 2123)Y2 + (T122 — 2122)y3 = 0, (3.7)
(T2y3 — yox3)21 — (T1Y3 — Y123) 22 + (T1y2 — Y172) 23 = 0.
Vzhledem k tomu, Ze normala k roviné drahy planetky je dana vztahem
n = (sinisin 2, —sinicos (2, cos i), (3.8)
pak jisté pro vektory ry a rq plati ry X roy = |ry X ro|n = 2[ry,m5]n, kde [ry, 5] znaci plochu
trojuhelniku, ktery uréuji vektory ry a ry. Rozepsano do slozek
Y120 — 21y = 2[r1, o] sinisin €,
X129 — 212 = 2[rq, o] sini cos £, (3.9)
T1Yo — Y1 T2 = 2[r1, 73] coS .
Analogickym postupem dojdeme k vyjadienim kombinaci ry X r3, r1 X r3. Diky témto iivaham
pak soustava (3.7) pfechazi na tvar
(1o, T3]z — [r1, m3]T0 + [11, m2]23 = 0,
[ro,r3lyn — [r1, 3]y + [r1, m2]yz = 0, (3.10)

(72,7321 — [1r1,73)22 + [r1,72)23 = 0.
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Gaussova metoda 3: Urc¢eni elementii drahy z pozorovani

3.2.1 Rozvoje poméru ploch trojahelnika v rady

Definujeme-li Gaussovu konstantu pomoci konstanty gravitacni vztahem G = k?, pak lze
patiicné pomeéry ploch trojuhelnikti rozvést v nasledujici rady. Jelikoz je to postup pomérné
zdlouhavy a pracny, pfipadny zdjemce necht se obrati naptiklad na [8]. Zavedme nésledujici
proménné

k<t3 - tz) = T1, (311)
k(td - tl) = T2,
k?(tg — tl) = T3,

T+ T3 = To.
Podélme rovnice (3.10) vymérou [ry,r3] a definujme

[7"2,7”3] . [7“1,7"2]
[7"1,7’3]7 .

ny =

(3.12)

Pak soustava (3.10) prejde na tvar

nix1 — o + ngrz = 0,
nyr — Y2 +nsys =0, (3.13)
N121 — 29 + N3zy = 0.

Kombinaci (3.4) a (3.13) ziskdme

niA1p1r — Agp2 + n3Azpz = ni Xy — Xo + n3Xs,
nyp1p1 — Hope + nzpzps = n1Yy — Yy + ngYs, (3.14)

nivip1L — Vapa + N3v3ps =iy — Zy +nzZs.

Patfiéné rozvoje n; a ng nasleduji [§]

[ro,m3] 7 Im(ra+7m)  173(m8 +mms —72) (dr

_ _nf 1 1 U I 3.15

" [r1,7m3] T2 + 6 rs + 4 5 dr ), + ’ ( )
[r1,7m9] 73 In(n+7) 1n(+nm—13)(dr

= = — ]_ — —_— — — ctt . 3].6

"2 [r1,7m3] T2 + 6 r3 4 rs dr /, + ( )

3.2.2 Urceni geocentrickych vzdalenosti

Rovnice (3.14) obsahuji celkem pét neznamych (nq, ns, p;). Pokud je budeme fesit vzhledem
k p;, pak p; budou vyjadieny pomoci znamych veli¢in, ale také jisté pomoci n; a ns. Je tedy
jasné, ze s kvalitnéjsi aproximaci n; a nz obdrzime lepsi vysledky pro p;. Ukazuje se, ze
pro vypocet je vyhodngjsi eliminovat pfimo nyp; a ngps. UZitim Cramerova pravidla! mame

—Dp, = d, (3.17)
kde
)\1 anl - X2 + n3X3 )\3 >\1 X1 )\3 >\1 XQ )\3 )\1 X3 )\3
d=|p1 mY1—=Yo+n3Ys pzl=ni|w Y1 psz|—|m Yo pzl+mngip Yz opusl.
vy mZy— Zas+ngly U3 v 21 w3 (v Zy 3 v, 43 13
(3.18)
INecht Ax = b . Potom pro feseni z; plati z; = %, kde A; je matice vznikla z A nahrazenim

i - tého sloupce vektorem b .
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Vyuzijeme zkraceny zapis

d= n1d1 - d2 + n3d3, (319)
kde d; jsou odpovidajici determinanty. Determinant D zavérem splnuje
Al A A3
D= po p3l. (3.20)
vy Vo U3

3.2.3 Prvni aproximace geocentrickych vzdalenosti p;

Definujme
1 T3
o_T1 o T8 3.21
UST 7_27 ng T ( )
Vezméme jen prvni ¢leny rozvoji (3.15) a dosadme do nich z rovnic (3.21)
c c
nmo=ni 4 5, ng=ni+ (3.22)
T2 T2
kde . .
a=gnm(l+ng),  e=nm(l+n). (3.23)

Poznamenejme, ze v prvnim priblizeni zatim nemusime znat derivace g—:. Kombinaci (3.22)
a (3.14) dostaneme soustavu t¥{ rovnic o ¢tyfech nezndmych py, ps, p3 a ro. Dalsi potfebny

vztah ziskdme umocnénim a néslednym sectenim rovnic (3.4). Potom
2 _ 9 2
r; = p; +2Cop; + 15, (3.24)

kde Cy = —(NX; + w1;Y: + v3Z;). Vztah dokonce pripomind tvar kosinovy véty a skutecné
jde odvodit i geometrickymi tivahami. Vice ¢tenar nalezne napiiklad v [19]. Problém je tedy
v této fazi jiz v principu fesitelny. Vezméme (3.22) a dosadme do (3.19). Vysledkem bude

cidy + cad
d= n‘idl — d2 + n§d3 + % = —ng, (325)
2
resp.
py =P — 93 (3.26)
T3
kde

P

_ nj’dl — d2 + ngdg Q _ Cldl + ngg
—-D ’ D '

Resenim problému prvni aproximace geocentrickych vzdalenosti je tedy soustava rovnic

(3.27)

pi=P—9,  12=p!+2Cep + R2. (3.28)

Soustavu (3.28) nazyvame Lagrangeovou soustavou. Tuto soustavu lze prevést na jedinou
rovnici osmého stupné vzhledem k r;. Uvazime-li, Zze analytické Teseni takovéto rovnice az
na vyjimky neexistuje, je tfeba problém fesit numerickymi metodami. JelikoZ pro nas pro-
blém urceni geocentrickych vzdalenosti uzivame aproximativniho ptistupu, je zdhodno uvést,
jaka je presnost aproximativniho urceni p;. Lze ukazat [8] [19], Ze plati nasledujici véty.
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e Jsou-li n; a ny zatizeny chybou h-tého radu vzhledem ke zmérenym ¢asovym intervalim
7;, potom vyslednym geocentrickym vzdalenostem odpovida chyba (h — 2)-ho radu.

e Jsou-li n; a ngy zatizeny chybou h-tého radu, a zaroven jejich soucet n, + no pouze
chybou (h + 1)-ho fadu, potom chyba vyslednych geocentrickych vzdalenosti je fadu
(h—1).

e Pokud jsou k dispozici ¢asové symetrickd pozorovani (1 = 73 = %Tg) a veli¢indm
ny a ng odpovida chyba (2h + 1)-ho taddu, pak vyslednym geocentrickym vzdéalenostem

odpovida chyba (2h)-tého Fadu.

3.2.4 Presné hodnoty geocentrickych vzdalenosti

V této kapitole rozebereme metodu, pomoci niz budeme schopni urc¢it geocentrické vzdale-
nosti teoreticky s libovolnou presnosti. Je dilezité poznamenat, ze praxe je vzdy ponékud jina
a presnost urceni geocentrickych vzdalenosti prirozené zavisi na vstupnich tdajich, jez jsou
vzdy zatizeny chybami. Postup, jimz Lagrange rozpracoval odvozeni Lagrangeovy soustavy,
dale rozpracoval Gauss. Princip metody je téinny a velmi jednoduchy. Definujme nésledujici
veli¢iny y;
_ (7’2, 7"3) — (7“17 7‘3) - (7“1,7”2)
= s Yo = ) Ys = .
79, 73] [r1, 73] [71,72]

Vyrazy v kulatych zavorkach predstavuji vymeéry sektort opsanych patfiénymi pravodici
(omezené eliptickym obloukem a prislusnymi vektory). Jisté také plati, Ze

(3.29)

= [r2, 73] _ (r2,73) s — [r, 72 (r1,72)7

[rirs] (re,rs)gn [ri,ma] (r1,73)

(3.30)

7 Keplerova zakona ploch, kdy jsou pifslusné vyméry eliptickych sektorii imérné ¢asu' ihned
plyne
T1Y2 Y2 T3Y2 o Y2
ng = —="mn;—, ng = —="Ng—.
T2Y1 Y1 T2Y3 Y3
Presnost nové spoctenych veli¢in ny a ng je lepsi nez v prvé aproximaci. Nalezeni y; a nasledné
zpresnéni geocentrickych vzdalenosti jisté neni zanedbatelnou c¢asti nebeské mechaniky.

(3.31)

Vypocet poméru sektoru a trojihelniku

Jednoduchym, ale pomérné pracnym vypocétem [1], [8] lze ukézat, Ze problém nalezeni

Y= ([: :i}), pro dané heliocentrické polohy r a r’, vede na reseni soustavy

r=m/y* =1, -y =mX(z), (3.32)

kde
72 r+r 1

SR — = ———+ -

(2v/rr’ cos f)? dv/rr'cos [ 2
pricemz 7 = k(t' —t) a 2f = (v'—v) je Ghel sevieny vektory r" a r. Funkci X (z) lze rozvinout
nasledovné [8]

(3.33)

X(2) = = (14~
@ =g(Itgrts7 T 5797

Soustavu je vyhodné Tesit itera¢ni metodou, a to tak, ze

4< 6 6-8 , 6-8-10 4 > (3.34)

1Jedné se o ¢as, ktery uplyne p¥i premisténi planetky z bodu r; do bodu ra, resp. do bodu rs.
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e v prvém piibliZzeni klademe ¥y = 1 a z prvni z rovnic spocteme ;) = m — I,
e ziskanou hodnotu x(;) dosadime do druhé z rovnic y) = ——— + 1,
e spocteme novou hodnotu () = % — | a nasledné opét ys).

Cyklus opakujeme celkem n-krét, kdy (n + 1)-ni pfibliZeni jiz nepfinasi nic nového.

Schéma vypoctu

START

(1 Vypocet A, fu, v

Vstupni data oy, 8, ¢ ;
bt data i, 05, b dle paragrafu 3.1

(2)l

Urceni 7; dle (3.11) Vypodet ng, ¢; dle (3.21) a (3.23) Vipocet n; podle (3.22)

I ,,

Stanoveni faktort PP a ) pomoci (3.27)

o]

)

Vypocet determinanti dy, D dle (3.18) a (3.20)

Vypocet n dle (3.28) a (3.14) PRVOTNi ODHAD Vypocet Cy, TeSeni Lagrangeovy
Vypodet ruzitim (3.4) N soustavy vzhledem k r;, (3.28)
4) N ] ‘
®) CASOVA KOREKCE
I Urgeni jednotlivych ahli (v — v) I I Uréeni 7; dle (3.11) I

I Urdeni velikosti r; I ;I Stanoveni m a [ dle (3.33) I

Reseni nelinedrni soustavy (3.32) vzhledem k v

Y
Nové hodnoty n; a ng dle (3.31) I

KONTROLA, KRITERIUM PRO ZASTAVENI VYPOCTU

Y

St * el i1 drél Vypocet novych p; pomoci (3.14)
anoveni elementt drahy |<; . ., .
Stanoveni elementu drahy Vypocet novych r; dle (3.4)

Obréazek 3.2: Schéma vypoctu efemerid Gaussovou metodou.

Vy$e uvedené schéma jsem vytvoril kvili velkému poctu svizelnych krok, jez jsou pro sta-
noveni geocentrickych vzdalenosti Gaussovou metodou treba. K tomuto ucelu jsem taktéz
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sestavil vypocetni skript gauss.m! v programu Matlab v.7.1, ktery je ptilozen k diplomové
praci. Poznamenejme, Ze spravnost vypocti lze zpétné porovnat se vstupnimi daty uzitim
vztahil

picosd;cosa; = X; + x4,
picosd;sina; =Y; + y;, (3.35)
pisinéd; = Z; + z;.
Kritérium pro zastaveni vypoctu urcuji pravé tyto formule, konkrétné jsem pouzil tato kri-
téria B
|Oéi — 661| < €q, ’(51 — 5Z| < €5, (336)

kde {ay,d;} jsou spoétené hodnoty ze ziskanjch geocentrickych vzdalenosti, {a;, d;} vstupni
hodnoty, a €5, €, presnosti vstupnich veli¢in.

3.2.5 Vypocet drahovych elementt

vvvvvv

elementt drahy planetky.

Urceni parametru drahy p

Z prvni kapitoly snadno nahlédneme, Ze plati nasledujici relace

do
20V )2
— =kp/-. 3.37
e = kp (3.37)
Uvazime-li tvar Keplerova zadkona ploch, potom plocha eliptického sektoru ohrani¢eného

vektory ry a ry a eliptickym obloukem splnuje
1 L 4

kde p je parametr drdhy. Vezmeme-li navic v ivahu plochu trojihelniku Sy vytycenou vektory

ri ars 1 1
So = ST sin(ve — vy) = StE sin2f, (3.39)

potom s uvazenim (3.29) ziskdame

kp'/2(t — t1)
Y3 = ————————. 3.40
Y3 179 sin 2f ( )
Pro ur¢eni parametru drahy p uzijme (3.40) a vybereme kupiikladu posledni ¢len z nésledujici
rovnice

rirgsin (v3 — Ul)gg _ T2r3sin (v — 712)@1 _ s (v2 — Ul)g& (3.41)
T2 1 3

VP =

1Soué4sti prace je i soubor gauss.o pro volné &ifitelny jazyk Octave.
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Gaussova metoda 3: Urc¢eni elementii drahy z pozorovani

Vypocet ciselné vystrednosti e
Vyjdéme z rovnice kuzelosecky (1.32) a ozna¢me

s=2-1, j=13 (3.42)

Ty

Obdrzime ihned soustavu

ecosvlzg—lqu, ECOSU3:£—1:(]3. (3.43)
L T3

Al . Sle v = vy L — ) Y < rovni Stovs
Oznacme, ponékud uméle v v1 + (v3 — v1), a prepiSme posledni z rovnic dle souctovych
vzorci na tvar

€ cos vy cos (v — v1) — esin vy sin (v3 — V1) = gs. (3.44)

Pro nase tucely bude vyznamny tento vyraz

q1 cos (v3 — v1) — q3

si = 3.45
s sin (v3 — vy) (3.45)
Kombinaci (3.43) a (3.45) spoCteme € a pravé anomaélie vy a vs.
Stanoveni velké poloosy a
Velikost hlavni poloosy a se nasledné snadno urc¢i pomoci zndmého vztahu
p
= —. 3.46

Vypocet stfredni anomalie M a doby priuchodu pericentrem T’

Déle by nas mohla zajimat stredni anomdlie M. Tu snadno urc¢ime z Keplerovy rovnice [1]
Mi = El — €sin Ez 1= 1, 3, (347)

kde E; jsou patricné excentrické anomdlie splnujici znamé relace

€

1—e\'2 1
E; = 2arctan [(1 n ) tan 21)@1. (3.48)

Pro stfedni anomalii M navic plati [1]

M, =n(t;=T), (3.49)
kde n = 2% (P je perioda obéhu) je tzv. stredni denni pohyb. Thned tedy mame rovnost
vhodnou pro vypocet n

Ms — M,
n=————. (3.50)
ts —
Urceni T je jiz trividlni zalezitosti
M M.
T=t —— =t3— —. (3.51)
n n

Posledni rovnice mize téz slouzit ke kontrole ziskané hodnoty T
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Gaussova metoda 3: Urc¢eni elementii drahy z pozorovani

Vypocet i, w, 2

K vypoctu se uziva tzv. vektorovych elementi P a Q. Bylo by nevhodné nepojednat o jejich
podstaté a funkci, kterou v nebeské mechanice zastupuji. Uvazme problém, kdy chceme
transformovat pravoihlé heliocentrické souradnice v roviné drédhy (oznacujeme je zavorkou)
na pravothlé heliocentrické rovnikové souradnice. Aplikaci matice otoc¢eni okolo osy (z) resp.
x o thel € ziskame transformacni vztahy

(2),
(y) cose — (z) sine, (3.52)
= (y)sine + (z) cose,

x
(Y
z
kde € je tihel sevieny mezi ekliptikou a svétovym rovnikem. Jednoduchym, ale jiz pracnéjsim
vypoctem [1] 1ze ukazat, ze mizeme prislusnou transformaci zapsat nasledovné

r=P(z)+ Q(y) = Prcosv+ Qrsinwv. (3.53)
Uvedme identity, které pro vektorové elementy plati

IP|=1|Q| =1, PQ =0. (3.54)

Pro nase tcely budou stacit tyto dvé rovnice

x1 = Pyricosvy + Qurysinwy, (3.55)

T3 = P,r3cosvs + Q.13 sinvs. 3.56)

Po tpravé mame

T173Sin vz — T37ry Sinvg T371 COS V| — X173 COS U

P = = 3.57
* rirgsin (v3 —vy) @ rirgsin (vs — v1) (3:57)
Po substituci v3 = vy + (v3 — v1) a par tpravach ziskdme
cosv; | x173 cos (v3 — v1) | sinv
Py=x—— — |y — 212 (vs = 1) it S— (3.58)
T i r1 | rgsin (vs — vy)
sinv [ w173 cos (v3 — v1) | cosv
Qr = 21— + |23 — — (v —v)) __ cosu (3.59)
T r | rgsin (vs — vq)

Analogicky spocitame P, P,, @y, Q.. Odvozeni zavérecnych vztahi pro vypocet drahovych
elementti neni nikterak tézké, avsak vzhledem k rozsahu prace prilis zdlouhavé. Pripadného
zéjemce odkazuji na [1], [8], [31].

sinisinw = P, cose — P, sine, (3.60)
sinicosw = @), cose — (), since, (3.61)
sin) = (P, cosw — @y sinw) sece, (3.62)
cos Q) = P, cosw — @, sinw, (3.63)
cosi = —(P,sinw + @, cosw) csc §d. (3.64)
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Gaussova metoda 3: Urc¢eni elementii drahy z pozorovani

Alternativni metoda pro urceni i, w, 2

Postup této metody uvadi naptiklad [1]. Neuvazujme jiz transformaci uvedenou v predeslém
oddilu a pracujme s heliocentrickymi souradnicemi v roviné drahy. Jednotkovy vektor kolmy
k roviné drahy ma slozky

sin i sin €2, —sin i cos 2, oS i. (3.65)

Uvazme déle vektorovy soucin ry x ry a oznac¢me velikost tohoto vektoru 2[ry, ro]. Snadno
nahlédneme, ze

Y120 — Yoz1 = 2[r1, 7o) sinisin (3.66)
21Ty — 291 = —2[rq, o] sini cos (2,
T1Y2 — TolY1 = 2[7’1, 7“2] oS,

kde [rq, 73] = %7"17"2 sin (vy — v1). Vypocet i a €2 je pak jiz trividlni zalezitosti.
Poslednim chybéjicim elementem je vzdalenost perihelu w. K jeho stanoveni muzeme

pouzit vztahy tak, jak jsou uvedeny v [1]

r; cos (v; + w) = x; cos QL + y; sin €, (3.67)

r;sin (v; + w) = z; csc .

Timto povazuji tuto kapitolu za uzavienou, nebof vypocet orbitalnich elementii drahy ze tii
pozorovani je jiz s uzitim dnesni vypocetni techniky lehkou zalezitosti. K diplomové praci je
opét prilozen autorem vytvoreny skript v programu Matlab, verze 7.1, ktery dané vypocetni
ukony provadi. Zavérem uvedu vzor zapisu parametri drahy jak jej uvadi Minor planet center
(MPC) [28].

(11134) Ceske Budejovice

Display all designations for this obiect / Show naming citation

Epoch 2008 Mow. 30.0 TT = JDT 2454800.5 MPC

H 249.29244 (2000.0) P Q

n 0.19540913 Peri. 139.51573 +0.76005239 +0. 64986151 T = 2455383.928359 JDT
a 2.9113535 Node 179.95306 -0.604385396 +0. 70683085 oq = 2.84953885

= 0.0212149 Inzl. 1.87938 -0.23882626 +0.27928319

P 4.97 H 13.9 G 0.15 u a

From 251 obhservations at 9 oppositions, 1991-2004, mean residual O0".64.

Last observed on 2008 May 8. Perturbed ephemeris below based on elements from 3P0 621580,
Object has enly observed on only one night at the latest epposition.

Discovery date - 1996 12 04
Discovery site - Elet
Discoverer(s) : Tichy, M, Moravec, 2.

Obréazek 3.3: Vzor vystupu orbitalnich elementii tak jak je udava MPC.

V hlavicce je uvedend prislusné epocha pro niz plati nize uvedené parametry drahy. Na-
sleduje rovnéz zapis epochy J DT v julidAnském datu. Déle zde nalezneme datum posledniho
pozorovani objektu. Nésledné pak M, n, a, e jsou prislusné drahové elementy (e ma vyznam e),
Peri. vzdalenost perihelu w, Node. délka vystupného uzlu €2, Incl. sklon drahy i, P a () slozky
vektorovych elementt, P perioda obéhu, H absolutni jasnost télesa a G jeho odrazivost.
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Kapitola 4

Evoluce drahovych elementti v Case

Problém dvou téles rozebrany v kapitole 2 je jistym priblizenim reélnych systémi, obsahuji-
cich obecné N téles. V pripadé, kdy chceme popsat chovani planet nebo planetek ve slunec¢ni
soustavé, je nutné prejit k ponékud obecnéjsim ivaham. V dalsim textu budeme uvazovat
ruseny pohyb planetky okolo Slunce.

V takovéto realné situaci plati, ze orbitalni elementy a,e€,,... jsou obecné funkci casu.
Pro nase ucely definujeme tzv. oskulacni elementy, coz jsou elementy, které by pro dany
cas odpovidaly drahovym elementiim problému dvou téles, tak jak je v dany cas urcuji
heliocentrické vektory polohy a rychlosti planetky r, r. Oskula¢ni drahovy element v daném
case tedy odpovida elementu drahy, po které by se bez pritomnosti poruch téleso pohybovalo.

Chceme-li studovat orbitalni vyvoj néjaké planetky v ¢ase, potrebujeme znat bud zavislost
orbitalnich elementii na case, ¢i primo casovou zavislost heliocentrického polohového vektoru
planetky r(t). Tomuto problému se vénuje rozsahla ¢ast nebeské mechaniky.

P1i jeho feseni miizeme postupovat dvoji cestou - bud analyticky, kdy hledame rozvoje
tzv. poruchové funkcé (viz nize) v fady obsahujici orbitalni elementy, anebo feseni hledame
metodami numerické matematiky.

4.1 Analyticky pristup

Necht Ry, Ry, R, predstavuji polohové vektory Slunce, rusici planety a planetky v inercialnim
tézistovém systému. Pro zrychleni a; plati znamy vztah

R,— R,

? 2 'IR; — R;[?

J#i

(4.1)

Vzhledem k tomu, Ze rozebirdme ruseny problém dvou téles, prejdeme opét k relativnim sou-
fadnicim, nyni se stfedem ve Slunci. Provedeme tudiz transformaci soutradnic z inercialniho
tézistového systému do neinercidlniho systému heliocentrického.

Polozme tedy r; = R; — Ry. Poznamenejme, zZe touto transformaci se pohybové rovnice
ponékud zesloziti. Jelikoz se jedna o neinercidlni soustavu, objevi se také prislusné zdanlivé
sily a zdanliva zrychleni. Pro zrychleni planetky plati

R; — R,
IRy — Ry J3

—GM 2 — G2 (4.2)
1 T3

Fy = Ry — Ry = —GM,—2 — GM,
ra

r ri—r r
— GO+ M)+ G (P - 0.
2

|ri —ryf3 - 1
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Analyticky pristup 4: Evoluce drahovych elementii v case

kde ¢len Myry vyjadiuje plisobeni Slunce na planetku, dale pak Msry ptisobeni planetky
na Slunce (coz zpravidla zanedbavame), tieti ¢len predstavuje ptisobeni planety na planetku,
posledni pak pisobeni planety na Slunce. Pohybovou rovnici (4.2) lze zapsat také ve tvaru
gradientu ze souctu skalarnich funkci ¢o, Ro vzhledem k ry takto

1 1
Fo = _VI’Q _G(MO + M2)7 - GMl < ro - r;>‘| . (43)

9 ’l’l—rzl_ 1

U=¢2+R2
Relativni zrychleni ro jsme tedy vyjadrili jako zaporné vzaty gradient potencidlu U
ro=-V,U (4.4)
Vynésobenim predchozi rovnice hmotnosti M, dostaneme
My¥y = =V, (Maps + MoR5). (4.5)

Vyraz Mspy predstavuje potencidlni energii prislusné dvojice téles (konkr. Slunce - planetka),
Ro pak potencidl, jez méa piuvod v druhém, rusicim télese (planeté). Naprosto analogicky
bychom dospéli k vyrazu pro planetu

i1=—V, |[-G(M + Ml)i — GM, <1 r ri)] : (4.6)

™ |r1—r2|_ .7"2

U=¢1+R1

Uvazme nyni systém sestavajici se ze Slunce o hmotnosti mg a N - tice planet o hmotnos-

tech my, ma, ..., my. Pohybové rovnice budou analogické rovnicim predeslym. Lze je zapsat
ve tvaru
ri:—WQ—i— Z ij Jizg—% s Z:].,...7N. (47)
T = lrj —ri|> 7
J=Lj# J

Ve féazi, kdy budeme uvazovat pritomnost dalsiho télesa se zanedbatelnou hmotnosti (pla-
netky) o heliocentrickém polohovém vektoru r v gravitaénim poli Slunce a N - tice planet,
dospéjeme k pohybové rovnici planetky

o w) (48)
lrj—r|> 12

. Gmo N
r = —7r+zle] (
]:

4.1.1 Zavedeni poruchové funkce, rozvoje do orbitalnich elementt
Pro definici poruchové (perturbacni) funkce vyjdeme z rovnic (4.7), které prepiseme takto

ri = —G(mo—:_mi)fz’ + V.. R, (4.9)

T

kde R; je pravé zminovana poruchovd funkce

G=1,j#i ‘rj - ri‘ T

Je dobré si v§imnout, ze kazdé z téles ma ,svoji“ poruchovou funkci. Pro obecné tvahy se
vsak vzorec (4.9) vzdycky nehodi. Ukazuje se totiz, ze pro vice jak tfi planety obihajici okolo
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Analyticky pristup 4: Evoluce drahovych elementii v case

Slunce zac¢ind pomérné hodné vzristat pracnost vypocti, coz je dano jednak poctem clenti
v poruchové funkci, ale také tim, ze kazda z planet ma vlastni poruchovou funkci. Pro slo-
metod nebeské mechaniky:.

Zpocatku budeme pro jednoduchost uvazovat pouze Slunce o hmotnosti my a dvé pla-
nety o heliocentrickych polohovych vektorech ry, ro a hmotnostech my, mo. Situaci osvétluje

obrazek.
m,
r, — r,

m,

r2
r
My
Obrazek 4.1: Polohové vektory ry a ro planet vzhledem ke Slunci my.

Nasi nejblizsi snahou tedy bude najit vhodné rozvoje poruchové funkce. Uzitim kosinové
véty dojdeme ke vztahu

\ry — ri|? =1+ 72 — 2ryrycos H, (4.11)
resp.
1 1 91-1/2

SR F L ey <“) . (4.12)

|y — 11 T2 T2 T2
Vyraz Ir?lrl\ muze byt vyjadien pomoci Legendreovych polynomi

1 1 & !
a2 —ri| 1o =0 \T2

kde

PleosH) =3 il (21> (25 ) fz> cos (I — %) H, (4.14)

i=0 ?

pricemz plati dulezité rekurentni formule

2n+1 n
Poi(z) = 1 xP,(x) —

Jednoduchymi vypocty odvodime
1
Py(cosH) =1, Py(cosH)=cosH, Py(cosH)= 5(3 cos’ H—1),... (4.16)

Jak jiz bylo zminéno vyse, budeme uvazovat pouze dvé planety, tzn., poruchova funkce (4.10)
bude pro blizsi z nich ve tvaru

2 riro

Ri=——"—— to—s, 4.17
' [ro — 1 e rs ( )
pro vzdalenéjsi potom
H1 rary
Ryo=——"— — 11—, 4.18
r1 — | ri (4.18)
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Analyticky pristup 4: Evoluce drahovych elementii v case

kde py = Gmy a pus = Gms. Nyni napiseme obé poruchové funkce pomoci Legendreovych
polynomu. Vezmeme (4.13) a dosadime do (4.17), resp. (4.18). Poznamenejme jesté, ze ¢leny
Py(cos H) zanedbavame, nebot nezavisi na ry, resp. 5, a my se nakonec ve svych tivahach
budeme stejné zabyvat gradienty z poruchovych funkci. Pii vypoctu se ukaze velmi vhodné
rozepsat skalarni soucin vektort ry a ro takto

riry = riroP(cos H). (4.19)

Mezikrok patfiéného vypoctu vypada nasledovné

s) l
Ry =12 (“Pl(cos o)+ (Tl) Pi(cos H) — - Py(cos H)> : (4.20)
T9 T2 1=2 T )
Finalné tedy
00 l
R, = K2 > (Tl) P(cos H). (4.21)
) =2 T9

Analogicky potom méame

00 l
Ry="1%" () Pi(cos H) + P21 Py (cos H) — P22 Py (cos H). (4.22)

D) 1—2 (] T% 7”%
V dalsich tvahach se jiz budeme zamérovat na rozvoj poruchovych funkei do orbitalnich ele-
menti. Tyto rozvoje se totiz v poruchovém poctu nebeské mechaniky ukazuji jako nezbytné.
Ostatné, o tom se posléze ¢tenar sam presveddi.

V rozvojich poruchové funkce uZijeme orbitalnich elementi! (a,e, I,0,82,\), kde A je
tzv. stredni délka, coz je lomeny tihel definovany vztahem A = w + M, ptficemz M je stiedni
anomalie a w délka perihelu. Vysledkem nasich tvah by pak mél byt rozvoj poruchové funkce
R1 do orbitalnich elementi obou planet ve tvaru

Ry =2y S(ar,as, e, ez, 11, 1) cos g, (4.23)
kde ¢ je tihel dany ,,povolenou® linearni kombinaci
© = J1A2 + JaA1 + Jawa + Jawr + J5W2 + Jewi, (4.24)

piiem? j; jsou piirozend &fsla (1,2, ...,6). Dale plati -9, j; = 0. Posledni podminka plyne
z toho, ze pri otoceni souradnic se nesmi zménit poruchova funkce. Kdyz budeme uvazovat
kuprikladu otoceni o thel a, potom

@ =7ji(Ae +a)+jo(M+a)+ -+ Js(wr + ) (4.25)

6 6
=a) jite=0=) ji=0
i=1 i=1
Ze znalosti explicitniho vyjadieni funkce S a patfi¢nych povolenych kombinaci ihlt ve ¢, 1ze
pak identifikovat cleny, které dominantné ovliviiuji tvar pohybovych rovnic, a naopak také
¢leny, které maji vliv vesmeés zanedbatelny.

LOproti kapitole 2 prebirdme ponékud vhodnéjsi oznacdeni orbitalnich elementt e £ €, I £ 1.
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Analyticky pristup 4: Evoluce drahovych elementii v case

Koplanarni pripad

Studujme povahu téchto rozvoji, predevsim poukazeme na rozvoj poruchové funkce ve speci-
alnim pripadu, kdy roviny drah planet lezi v jedné roviné. V této fazi pak prirozené mizeme
zanedbat ¢leny vychézejici z inklinaci [; a I,. V takovém pripadé lze thel H zapsat jako

H = (vg + @2) — (v1 + 1), (4.26)

kde vy a vy jsou pravé anomalie. Dvojnasobnou aplikaci souc¢tovych vzorct dostaneme vyraz
pro cos H v této podobé

cos H = (cos vy cos Wy — 8in vg Sin ws ) (€os vy cos wy — sin vy sin wy )+ (4.27)

+ (sin vg cos Wy + cos Vg sin s (sin vy coswy + cos vy sinwy ).

Nyni pfistoupime k rozvojim sin vy, cos vy, resp. sin vy, cos vy [1], [20]

d
Js(seq) sin sMy (4.28)

> 1
sinv; = 2¢/1 —e? Y ——

1

5:18 €1

9 7
=sin My + e sin2M; + e% (8 sin 3M, — 3 sin M1> +
4 7
+ ei’ (3 sin4M;, — ésin 2M1> +

17 207 625

2(1 — 2\ oo
cosv; = —eq + Q Z Js(seq) cos sM (4.29)

€1 s=1

9 2
= cos My + eg(cos2M; — 1) + %(cos 3M; — cos My)+

4e3
+ ?(cos AN, — cos2My )+
25 225 625
== cos My — === cos My + — M) :
+61<192COS 1 128C083 1+384cos5 1) +0(ey),

kde Jg(se) je Besselova funkce. Tu mizeme spocist pomoci urcitého integralu [1] nasledovné

1 i
Js(se) = —/ cos(sE — sesin E)dE. (4.30)
0

™

Diilezity je také vztah pro derivaci Besselovy funkce J.(z) = 3(Js_1(z) — Joi1(x)).
Vénujme pozornost jiz samotnému rozvoji cos H s tim, ze budeme uvazovat pro jedno-
duchost pouze prvni tii cleny v (4.28) a (4.29). Ty dosadime do (4.27) a uvazime jen ¢leny
do fadu e?, e a ejey. Vzhledem k tomu, Ze se jednd o mechanicky znacné naro¢ny vypocet,
je vhodné k témto uceliim uzit néktery z programi vypocetni algebry, ¢i, tzv. algebraickych

manipulatori. Dobrymi programy jsou napriklad Maple, program MuPad, ktery je soucasti
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Analyticky pristup 4: Evoluce drahovych elementii v case

VNV

a zjednodusuji prikazy simplify, combine, atd. Vysledkem bude

1
cos H = — 3 cos (M + My — &y + @0y) ea® — cos (My — My — &y + @01) €2+ (4.31)
9
+ g COS (Ml — 3M2 — (I)Q + (I)l) 622 — COS (Ml — M2 — U_JQ +U_)1) 612+

9 1
+§ COS(?)Ml _MQ_CD2+CD1)€12_§ COS(M1+M2+Q_JQ—C¢_J1)€12—

— 08 (2 My + wy — wy) e1€9 + cos (wy — wy) €169+

+cos(2My — 2 My — Wy + W) e169 — cos (2 My — wy + wy) erea+
+ cos (My — 2 My — wo + wy) eg — cos (M7 — wy + W) ea+

+cos (2 My — My — @y + wy) €1 — cos (My + wy — wy) 1+

+ cos (M7 — My — @y + @y) .

Ptedchozi rovnici je mozné prepsat pomoci strednich délek a substituci M; = A\y — @,
a M2 = )\2 — (I}Q takto

cos H =(1 — e —e3) cos (A1 — Xg) — ey cos (Ay — @1) — ez cos (A — o)+ (4.32)
+ e cos (2\] — A — 1) + ez cos (A — 2\ + W) —

1 1
- gef cos (A1 + Ay — 2wy) — geg cos (A + Ay — 2w9)+

9 9
+ g@% COS (3/\1 — /\2 — 2&)1) + g&% COS (/\1 — 3)\2 + 2&)2)"‘

+ e169 o8 (W) — Wy) + €162 08 (2A1 — 2Mg — W1 + Wo)—

— €1€9 COS (2)\1 — ch — (.4_)2) — €1€2 COS (2)\2 — u_)l — (I)Q)

Je také dulezité si vSimnout, ze suma koeficientli j; v argumentech funkce kosinus je rovna
nule. Nyni se vratime k vyjadreni poruchové funkce ve tvaru (4.21). Tu lze ponékud uméle

zapsat jako
00 +1 l
R, = H2 Zal <ag> (7“1) P(cos H), (4.33)

az 155 ) a1

kde o = 2+ < 1. Tento tvar je zvlaste vyhodny z toho dtvodu, ze se v ném vyskytuji podily
pruvodic¢u a velkych poloos, pro néz zname odpovidajici rozvoje v excentricity a stredni
anomalie, které nyni pouzijeme. Ctenéi jejich kompletni odvozeni nalezne napiiklad ve [1],
[19]. Pro naSe ucely a aproximace uvedu pouze rozvoje do druhého ¥adu, pticemz pro dalsi
zjednoduseni uvazime pouze prvni c¢len [ = 2

2 1
(Tl) ~ 1 — 2ey cos My + <2> e1(3 — cos 2My), (4.34)
a1
resp.
3 3
(a2> ~ 1+ 3eq cos My + <2> e3(1 + 3cos My). (4.35)
]
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Jednoduchym vypoctem pak snadno odvodime i dalsi vyraz

2 3 3 3
(h) <a2> ~ 1+ —e? + —e3 — 2e; cos My + 3ey cos Mo— (4.36)

ay T2 2 2 2
1 2 9 2
— €108 2M; + 562 €08 2Msy—
- 36162 COS (Ml - MQ) — 36162 COS (M1 + MQ),

kde jsme opét uvazovali ¢leny pouze do fddu €?, €3, e;es.

Ze znalosti Py(cosH) = 1(3cos® H — 1) potom spocteme (pro [ = 2) poruchovou funkci
R:. Na tomto misté je potfeba poznamenat, ze s rostoucim [ pocet Clenti rapidné narusta
a vypocCty se stavaji velice slozitymi. Proto je vhodné a zadouci nejen v této partii nebeské
mechaniky hojné uzivat pocitact a nejriznéjsich vypocetnich matematickych systémii. Tim
bych koplanarni pripad rozvoje poruchové funkce ukoncil a presel bych na ponékud obecnéjsi
analyticky pristup, kdy drahy téles jiz nelezi v jedné roviné.

Obecny pripad

V tomto odstavci budeme brat v tvahu redlny pripad, kdy I; # 0 a I, # 0. Zamétim se
predevsim na primé metody rozvoje poruchové funkce.

Uvazme zpétné vyjadireni poruchovych funkei vnitini a vnéjsi planety ve tvaru (4.17),
resp. (4.18). Lze je prepsat do néasledujici prehledné formy

Ri="2Rp + 2oy, (4.37)
az asz
2
kde Rp = -2 je tav. hlavni édst poruchové funkce, Rp, = — (f) (f) cos H potom cdst
vedlejsi. Obdobné pak pro poruchovou funkci vnéjsi planety
Ry = &RD + &0472RE27 <438>
(05} a9

2
piidemz Rp, = — (2) (2) cos H.

Dalsi avahy smétuji k rozvojium poruchovych funkei R; a Ry do jednotlivych orbitalnich
elementi odpovidajici dvojice obihajicich planet. Pravé k tomuto tucelu je dilezité porucho-
vou funkci rozdélit tak, jak bylo uvedeno vyse. Dle (4.11) jednoduchou tpravou ziskdme

1Ry

~1/2
A wm (r% + 72 — 21171y cos H) / : (4.39)

kde A = |ry — rq|. Ze skalarniho soucinu ryry plyne

cosH="1. 02 0 B2 2 (4.40)

L T rr T T2

v némz lze heliocentrické souradnice vyjadiit jednoduchymi vztahy [19]

o cos ) cos (wy + v1) — sin Qy sin (wy + vq) cos I, (4.41)
™1
Y sin Q4 cos (wy + v1) + cos Qg sin (wy + v1) cos I, (4.42)
(A
“L_sin (w1 + vy)sin I, (4.43)
(A
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kde w; a wsy jsou odpovidajici argumenty perihelu. Naprosto analogicky by se rozepsaly
vyrazy %, i{—; a j—; Rozvoj hlavni ¢asti poruchové funkce pro nas ale zatim prilis vhodny nenf,
nebot v Lagrangeovijch planetdrnich rovnicich (viz paragraf 4.1.3) se nevyskytuji parcialni
derivace podle pravé anomalie. Proto budeme s ipravami hlavni ¢asti poruchové funkce jesté

dale pracovat. Uvazme definici
H = cos H — cos (6, — 69), (4.44)

pricemz 61 = w1 + vy, 03 = wy + vo. Zahy se ukaze, ze vyse uvedenou volbou jsou ve vyrazu
pro H skuteéné zakomponovany patticné inklinace Iy, 5, resp. sin I; a sin Is.
Vyraz

1 —1/2
N 72+ 12 — 2r119(cos (6 — 6y) + H)} / (4.45)
lze rozvinout v Maclaurinovu fadu® vzhledem k H
1 1 1 3 1
— = H- — + = H)? - — +... 4.46
AT, T Ty g )T (4.46)
>, (21)! (1 >Z 1
— A =ryroH ) - —— 4.47
; @2 \2""? AZFT (4.47)
s tim, ze
1 —1/2
= {rf + 75 — 2r17r9 cos(f; — 92)] Y (4.48)
0

Dalsi snahou pak bude vyjadrit ¢len ﬁ pomoci drahovych elementt a, e. Definujme?
0

1/2

Po = {a% + CL% — 2(11&2 COS (91 - 62)] (449)

Abychom vpravili do ¢lenu ﬁ vyse uvedené orbitalni elementy, je vhodné tento clen

rozvinou v Taylorovu fadu v proménnych r; a r okolo bodii a; a as. Neni tézké odvodit tvar
Taylorova polynomu funkce dvou proménnych f(zx,y) okolo bodu (xg, yo)

) = (v, )+ 377 (o, o) dy) 3 o, o) (s )+ o, ) (e, dy),

(4.50)
- B\ 0(y)
d* f (o, yo) (da, dy) = > ( ) ot dat dy". (4.51)
120,k >0 klks! 8Ik18yk2 (z0,%0)
ki1+ko=k

V nasem pipadé (z,y) — (r1,72), (zo,y0) — (a1,a2) a dw = (r1 — @), dy = (r2 — az). Vy-
psanim prvnich ¢lenti v Taylorové rozvoji dojdeme jednoduchym vypoctem k nasledujicimu
vyjadreni vyrazu ﬁ

0

+.... (452)

(a1,a2)

1 0 1
Fyemmly, (ap
Ptedchozi rozvoj se da jesté dale upravit, kdyz vezmeme v tivahu jednoduchy vztah

o 1 o [ 1
Ok ( 2i+1> ~ 9.k ( 2i+1> : (4.53)
ary \Ag dai \ py

'Odpovid4 Taylorovu rozvoji funkee f(z) = 3 ey & f® (20)(z — 20)* v bodé zg = 0.
2Nezaménovat s geocentrickou vzdéalenosti.

e e ()
—_— = T \ri—ay) o AZiHT
A(Q)z—i-l ng_l 1! ! ! ory ASZ—H (a1,a2)

(a1,a2)
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Potom (4.52) nabyva této podoby

1 1 1 0 1 0 1
— =+ — |(rf—a))— | —=——= | +(r9 — a9)— —+ ... 4.54
s = | () ez ()| .
Zavedme néasledujici substituce
a=1-1 =21 (4.55)
aq a9

které plynou z rozvoje (4.70), prizemz O(e;) a O(ey) jsou zahrnuty v € a ey. Prislusny
Tayloruv polynom (s vypsanim ¢lent do druhého fadu) nésleduje
1 1 1 1

W =1 + — 11 (ElDl,O + €2D071) + 5(6%1)270 -+ 2€1€2D171 -+ EgDog) | T (456)
0 : Po

kde s pfihlédnutim k (4.52) D, ,, predstavuje diferencialni operator, ktery je urcen jako

m-+n

Dy,
G oag daday

=af’ (4.57)

,n

Podarilo se nam do 2,+1 zakomponovat orbitalni elementy. Nyni by bylo vhodné diskutovat

tvar ¢lenu W' Ten lze predevsim prepsat takto
0

1 —(i+1)
P [a% + a3 — 2aya; cos () — 92)} = (4.58)
0
= a_(2i+1) [1 + o — 2acos (6 — 92)} )
_(22+1 Z bz+1/2 a) cos j (61 — ), (4.59)

]f—oo
piicemz b () jsou tzv. Laplaceovy koeficienty, které lze spocist pomoci urcitého integralu

1

,b(J (o) = o

/%(1 — 2acos ) + o) % cos (ji)dip, s=1/2,3/2,... (4.60)

Odvozeni (4.59) Ctenar nalezne v nékterych detailnéjsich monografiich, které se vénuji ne-
beské mechanice [1], [19]. Dosazenim (4.59) do (4.56) dostaneme

1 1 & 1
AZFT ~ 9 Z [Azgoo+ (61A1j10+€2A1301) (4.61)
j=—00

1 .
+ = 51 — (1A j20 + 261624, 11+ €3A; j02) + ... ] cos j(0 — 6a),

s tim, Ze jsme zavedli novy diferencialni operator A; ., takto
m-+n
—(2i+1),(j 2i+1
Aijmn = Dmn (aQ( )bl@lﬂ(a)) =al'a 2(9 o (a ( )bl(Jr)l/Q(Oz)) : (4.62)
Vyraz (4.62) uzitim binomické véty zapiseme v kompaktnim tvaru
1 1 & |&1 Ik
AT = 5 Do+ T Z eheb A jkii| cosj(0y — ). (4.63)

=—o00 LI=0
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Analyticky pristup 4: Evoluce drahovych elementii v case

Pri aplikaci operdtoru A; ; ,, » je nutné poznamenat, ze tento sim o sobé pﬁsobi také na Lapla-
ceovy koeficienty, které jsou implicitni funkci a; i ag, tzn. bz(i)l /2( a) = bZ 1 /2( L). Dosadime-li
(4.63) do (4.47), potom s uvazenim (4.39) obdrzime hlavni tvar poruchove funkce v této
forme

0 2 | 1 i+1
Z i) ( n TQ]HI) G (4.64)

i 2&1 a9 2

: % L (bt s

Je také dobré uveédomit si, ze inklinace I; a I jsou obsazeny pouze ve Clenu H, excentricity
potom v € a €s.
P11 aplikaci diferencidlniho operdtoru A; ;... je uziteéné zminit nékteré dulezité formule
7.77 9
tykajici se Laplaceovych koeficientii

b= = pU), (4.65)
d —1 1
dab s (0957 = 200, + 0047 (4.66)
A" ) dn—l . dn—l ) dn—l ) dn—2 )
S = (dan_lbgil” =20 b+ b0 —2(n 1) dan_zbg{21> . (4.67)

Pti praktickych vypoctech se jako uziteény vztah jevi i tento

a & . a
' L dn—l .
— (j —n — ].)Oén_ ng]_ )+
m—1

+2(j = a"—— 0D

dn72 )

NV — 1)1 G-1)

+2(j—1D(n—-1)a T3 J

Jejich odvozeni nalezne ¢tenaf napiiklad ve [1], [19], [20]. Rozvoje vedlejsich ¢asti poruchové
funkce Rg; (resp. Rgs)

2 2
Re, = — (7"1) ((12) cos H, Rp, = — (TQ> <a1> cos H (4.69)
aq T a9 T1

predstavuji ponékud méné prace, nez tomu bylo u rozvoje hlavni ¢asti poruchové funkce.
Technika téchto rozvoju se opira o vztah (4.40), ve kterém aplikujeme (4.41), (4.42) a (4.43).
Po této, vesmés mechanické operaci, separujeme souctovymi vzorci Vyrazy sinv; a cosv;. Ty
pak rozvineme do pozadovaného fadu pomoci (4.28), (4.29). Podily - ¢i ¢ Ize opét vyhledat
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v prislusné literature [1], [19]

1 > 1d
2 =1+ 562 — 26; ?%Js(se) cos sM (4.70)
e? 3e’
=1—ecos M + 5(1 —cos2M) + ?(COSM — cos 3M )+

4
+ %(COS 2M — cosdM) + 0(65)a

Y142 > Js(se) cos sM (4.71)
r s=1
=1+ecos M + e*cos2M + O(e?). (4.72)

2
Vypocet (%) do druhého radu v e je potom jiz trivialni zalezitosti. V dalsi kapitole bude
rozebran konkrétni zpiisob, jak obdrzet rozvoj poruchové funkce do druhého radu.

4.1.2 Rozvoje poruchové funkce do druhého radu

V tomto paragrafu vyzkousSim obecné techniky rozvojii poruchové funkce! tak, jak byly
zminény vyse. Nacrtnu zakladni principy, vypocetni triky, a postupnymi kroky odvodim
tvar poruchové funkce Rp do druhého radu v ey, ey, I1 a I5. Jestlize se budou ctenari
nasledujici vypocty zdat dlouhé a mozna i méné prehledné, necht nezoufa a pouzije pri jejich
odvozovani nékterého z algebraickych manipulatorti. Ostatné, v dnesni dobé se manipuluje
tieba i s rozvoji poruchové funkce do fadu €3 a vys§imi. Startovnim bodem pro nds bude
nesmirné dulezity vztah (4.64). V prvé fadé odvodime rozvoj cos H dle (4.40). Pro stanoveni
podilia £, % 4 j— vyuzijeme nejdiive souctovych vzorcil, po nich nasledné znamych rozvojiu

i) oT;
sinv a cosv. Ze souctovych vzorcu tedy méme
cos (w1 4+ v1) = coswi cos vy — sinw; sin vy, (4.73)
sin (wy + v1) = sinwj cos vy + cos wy sin vy, (4.74)

kde uvazime rozvoje do druhého fadu vzhledem k e

9 7
sinv; = sin M, + e sin 2M; + €2 <8 sin 3M, — 3 sin M1> , (4.75)
5 (9 9
cosvy = cos My + ey(cos2M; — 1) + e] (8 cos3M; — 3 COS Ml) . (4.76)

Vysledkem bude
cos (w1 + v1) = cos(wy + M) + e [cos (w1 + 2M7) — cosw] + (4.77)
+ei {— cos (w1 + M) — écos (w1 — M) + Zcos (wy + 3M1)} ,
sin (wy + v1) & sin (w; + My) + e [sin(w; + 2M;) — sinwq] + (4.78)
+ef {— sin (w1 + My) — ;sin (w — M) + 2 sin (w1 + 3M1)] )

IKvili ispofe mista budeme v dalsim pod pojmem ,poruchovi funkce“ rozumét pouze jeji hlavni ¢ést.
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Déle mtzeme rozvést vyraz sin [; napriklad takto
1 1 1/2
sin [; = 2sin 51'1 (1 — sin? 211) =251 + O(s?), (4.79)
kde s; = sin %Il. Jisté také plati cos I; = 1 — 2s%. Po jednoduchém vypoctu potom mame

? ~ COS (wl + Ql + Ml) + e [COS (wl + Ql + 2M1> — COS (wl + Ql)] + (480)
1

9 1
+ é? gcos(w1+91+3M1)—gcos(wl—i—ﬂl—Ml)—cos(w1+Q1+M1) +

+ 5% [cos (wy — Q + M) — cos (w1 + Qy + M)].

Naprosto analogicky dostaneme

% /2 sin (wl + Ql + Ml) + e [Sin (w1 + Ql + 2M1> — sin (wl + Ql)] + (481)
1

9 1
+ € gsin(wl—kﬁl—k?)Ml)—gsin(wquQl—Ml)—sin(wl—i—Ql—l—Ml) -

— 52 [sin (wy — Oy 4+ M) +sin (w; + Qy + My)],

S 251 sin (wy + My) 4 2e18; [sin (wy + 2M;) — sinwy | . (4.82)
(&

Obdobné vztahy pak budou platit pro x, ;l{—; a 2. Po vesmés mechanickych manipulacich

ziskame diky substitucim M = A — &, w = w — € rozvoj cos H ve tvaru
cos Ha (1 —ef —e5 — s —s5)cos (A1 — Aa) + ejezc08 (20 — 209 — @y +wp)+  (4.83)
+ e169 €08 (W1 — W) + 25189 cos (A1 — Ag — Oy + Qo)+
+ e1c08 (20 — Ay — wy) — eg cos (A — wy)+
+ e3c08 (A1 — 29 + W) — eg cos (A — wa)+

9 1

+ gef cos (3A\1 — Ay — 201) — ge% cos (A1 + A — 207+
9 1

+ geg cos (A1 — 3Ag + 2wy) — geg cos (A1 + Ay — 2w9)—

— €1€9 COS (2)\1 — (Dl — (IJQ) — €1€9 COS (2)\2 — (:)1 — @2)+
+ 5708 (A1 + Aa — 20) + 85 cos (A1 + Ay — 20)—
— 2518908 (A1 + Ay — Q) — Q).

V dalsi fazi je nutné odvodit tvar cos (6; — 63). S uvazenim rovnosti = w + Q + v mame

cos (01 — 03) = [cos 4 cos (wy + v1) — sin Q) sin

—

wy + v1)]
wy + vg)]
wy + v1)]

)]

WQ+U2

(4.84)

X
cos €2y cos (we + v3) — sin 2 sin +
X

—~~ I~

x|
+ [sin §2; cos (w1 + v1) + cos 4 sin
X [sin Qg cos (wq + v2) + cos g sin
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Porovnanim (4.84) a (4.41) az (4.43) snadno nahlédneme, ze cos (6; — 02) lze sestavit z (4.41)
az (4.43), a to takovym zpusobem, Ze jednoduse klademe I, resp. I rovno nule. Muzeme
tedy Tici, Zze cos H je na inklinaci zavisla ¢ast, kdezto cos (6; — 65) ne. Inklinace jsou tedy
ve vyjadreni poruchové funkce skryty ve vyse definovaném H, které po upravach nabyde
tvaru

H = 57 [cos (A1 + Ao — 20Q;) — cos (A; — Xo)] + (4.85)
+ 28189 [cos (A — Ao — Q1 + Qo) —cos (Ap + Ao — O — Q)] +
+ 52 [cos (A1 + Ay — 2) — cos (A1 — Ag)] .

Dilezity ¢len v poruchové funkci (1 nr ]H[) potom spliuje

2 a1 a2

1 1
(TITQH) 28% [COS ()\1 + )\2 — 291) — COS ()\1 - )‘2)] + <486>

2(11 a9

+ 5189 [COS ()\1 — )\2 — Ql + Qg) — COS ()\1 + )\2 — Ql — Qz)] +
1
+ 58% [cos (A1 + Ag — 2029) — cos (A; — \2)].

Ctenéaf miiZze byt po tomto kroku piekvapen, Ze se v piedeslé rovnici nevyskytuji patiiéné
excentricity e1 a eg. Vysvétleni je velice jednoduché. Vzhledem k tomu, ze (% =14 0(ey)
22 — 14 O(ey), potom by v rovnici (4.86) vystupovaly kupiikladu kombinace e;s3, atd. My
vsak tyto ¢leny zanedbavame. Proto je vyraz v rovnici (4.86) (vzhledem k nasi aproximaci)
na ep, resp. es, nezavisly.
Mame jiz za sebou odvozeni prvniho vyznamného ¢lenu v poruchové funkci. Nyni pre-
suneme svoji pozornost na zbylé z nich. Zaénéme ¢lenem cos j(6; — 65), kde prubéh j plyne
z (4.64). Plati

cos j(6y — O2) = cos j(wy + Oy + v1) cos j(we + Qg + vo)+ (4.87)
+ Sinj((dl + Ql + Ul) SiIlj(WQ + QQ + Ug).

Jestlize ve vyjadtenich cos j(w; + Q1 + v1) asin j(wy + Q1 + v1) aplikujeme rozvoj pravé ano-
maélie v; do druhého Fadu vzhledem k e [1]

)
vy = My + 2eq sin My + 16% sin2M; + O(e?), (4.88)

a vezmeme-li v ivahu substituce w; = wy; + Qy, Ay = M; + w;, potom Taylorovy tady
v proménné e okolo nuly nabydou v nasi aproximaci téchto tvari

cosjby ~ (1 —j el)cos (JA)+ (4.89)
< — j61> cos[(2 — J)A\ — 20|+

( Ly jel) cos [(2 + 1)\ — 2]~

—jepcos|[(1—j)N —w1] + jercos[(1 + j)A1 — wi],
(4.90)
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sin j0; ~ (1 — j%e?)sin (j A1)+ (4.91)
5 1
4 <8je§ S ) sin[(2 = )M — 2]+
5 1
+ (et + 3%t ) sinl(2+ A — 2]+

+jersin[(1 — j)A — @] + jersin [(1 4 j)Ar — wi].
Stejnym postupem spocteme cos jf#, a sin j05. Konecné potom

cosj(fy —60y) ~ (1 —j el — j%e3) cos [F( A\ — M)+ (4.92)

+

)
<8j€1 + j el> cos [(24 j)A1 — jAa — 201+
1 . : _
+ (23 - jel) cos [(2 — 7)1 + jAe — 20|+
+ jepcos[(1 4 )N — jAa — 1] — jegcos [(1 — j)A + jAg — ]+
_l’_

1. 5 . . . _
(2]263 - 8]6%) cos [JA1 + (2 — j) Ay — 20|+
D . 1. . . _
+ <8j€§ + 2]%%) cos [JA1 — (2 + ) Ay + 20| —
— jeacos [JA1 + (1 — j)Ay — o] + jeg cos [jA1 — (1 4 j) Ao + o] —

— j2ereacos [(1 4+ )M + (1 — )y — @1 — o] —
— j2ereacos[(1 — ) + (14 j)Ag — @1 — Wo+
+ j2eres cos [(1 4 7)A1 — (14 5) Ay — @y + @o]+
+ j2erepcos [(1 — )M — (1 — §) Ay — Oy + o).

Dalsi ¢leny €1, €2, resp. €, €65 z (4.64) jiz snadno uréime ze znamych rozvoji. Vysledkem
posléze bude
Tl

1
(= - 1 ~ —ejcos My + 261(1 — cos M) (4.93)
1

1
= —ejcos (A —wy) + 56%[1 — cos (2M\; — 2w,
1
2

1 1 1
61 ~ 56% + 56% COS 2M1 - 56% + 56% COs (2A1 - 2@1)

Stejnym zptsobem bychom dospéli k vyjadrent € a €5. Nasledné je také potfeba odvodit
tvar vyrazu aiab ™ A; j o, ktery s ohledem na (4.62) splituje vztah

alast Ay = a§+ma§+"+1% (as ® Vb7, y(ar/as)) (4.94)
Trivialnim vypoctem zjistime, ze
aiaéﬂAi,j,OO = bz(—i-l/Q( ), (4.95)
e Ao = L) (), (1.96)
a5 Ao = —az“jabﬂlm( )~ 20+ D't (), (4.97)
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i i d2 j
ayay ™Aoo = +2d 25221/2( ), (4.98)
[ . 7 d 7 d2
a1a2+1Ai,j,1,1 =20+ 1)a +1d—bli)1/2(a) -« +2d0z2 831/2( ), (4.99)
i i d i+l d
a1a2+1Ai,j,072 =o't d 2b£il/2< ) + da H(Z + )dibgil/Q( o)+ (4.100)

+207(20% + 30+ 1B, o(a).

Poznamenejme, ze indexy ¢ nabyaji vzhledem k nasi aproximaci pouze hodnot 0 nebo 1.
Zanedbavame totiz druhé mocniny H.

Ted” uz mame prakticky vsechny potrebné vyrazy nutné pro stanoveni rozvoje poruchové
funkce do druhého radu v e a I. Je dulezité tici, ze v dalsim textu nebudeme uvazovat sumaci
ve vyrazu (4.64) pres indexy j. D4 se totiz ukazat [20] (viz nize), Ze v praktickych aplikacich
se sumace pres index j provadét nemusi. V nasledujicich vypoctech bude tudiz vynechana.
Dle (4.64) s ohledem na provedené aproximace mame

1
RD:[§

1
+ 5(6%@2/4.0 7,2,0 —+ 26162&2140’]"171 + 63@2A>)+

(agAo,j00 + €1a240,5,1,0 + €2a2A0 50,1+ (4.101)

+ (;ZZH) arazAuj00] cos j(01 — ba).
Dosadime-li do predeslého vztahu vsechny vyse uvedené rozvoje, obdrzime pomérné dlouhy
vyraz, ktery bude obsahovat celkem 23 ¢lenti funkce kosinus.

Tyto pak rozttidime dle souctu koeficientit u argumentt A; a Ay. Pokud bude naprtiklad
soucet koeficientii roven nule, seskupime odpovidajici ¢leny do ¢asti poruchové funkce, kterou
oznacime jako RO,

Celkové tedy pro nasi aproximaci plati, ze

Rp=RY +RY +RY. (4.102)

P1i odvozovani nasledujicich vyrazi velice doporucuji vyuziti nékterého z algebraickych ma-
nipulatoru. Pri algebraickych manipulacich, pomoci kterych jsem dosel k nize uvedenym

vztahlim, jsem opét uvaZzoval jen ¢leny do Fadu €2, e3, s?, s3, resp. kombinace jejich prvnich

mocnin'.

Je také zrejmé, ze pokud bychom rozvijeli poruchovou funkci obecné do i - tého radu
vzhledem k inklinacim a excentricitdm, potom by bylo samoziejmé mozné rozlozit porucho-
vou funkci Rp na jednotlivé ¢leny az do radu R D -

Pro prehlednost zavadime také novy diferencialni operator D

d’I’L
D" = : (4.103)

da™

Tento, jak uvidime nize, plisobi pravé na Laplaceovy koeficienty bggl J2- \Y pfipadé Vjée
zminéné aproximace, kdy ¢ = 0, 1, pracujeme pouze s Laplaceovymi koeficienty b1 /o @ bg]/)z.
Je také dobré vsimnout si, ze se koeficienty b3 /2 sdruzuji se ¢leny obsahujicimi inklinace,

kdezto b1 /2 S€ ¢leny zavislymi na excentricitach.

Ty se vsak, jak si étenaf miize povsimnout, ve vysledném tvaru poruchové funkce stejné nevyskytuji.
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Analyticky pristup 4: Evoluce drahovych elementii v case

Odpovidajici ¢asti poruchové funkce nasleduji

RY =
+

+

,_.A\»—.A\»—.b\»—)h\»—w\»—w\»—%\»—l%\r—loo — 0|l — DN

1o 1 ,
- bgj/)Q + g(e% + €3)(—45% + 2aD + o*D?) bgj/)z] cos (JA1 — jAo)+ (4.104)
= e1e5(2] + 45% — 20D — a*D?) bg/g] cos [(14 7)A — (14 )y — @1 + @o)+

= eren(—2j + 457 — 2aD — a2D?) bgﬂ cos[(1 = )1 — (1 = j)Ag — &1 + @] —

(5% + 53) @b cos[(1 4 ) — (14 j)hal-
(5% + s3) abf] cos (1 = A = (1= al+
$1S9 abg%] cos [(1+ 7)A — (1 + j) Ao — Q1 + Q]+
slsgabé%] cos [(1 — )N — (1 — j)Aa — Q1 + Qs
e1(2j — aD) bg/g} cos [(1+ )M — jAe — ]+ (4.105)
e1(—2j — aD) bg%} cos [(1 — j)A + jho — @]+
ea(1+ 25+ aD) bgj/é} cos [JA1 — (1 + ) Ay + @+
es(1=2j +aD) bgﬂfz] cos [M + (1 =)Ao — @),
e1(55 + 45% — 2aD — 4jaD + o*D?) 61/2} cos[(2+ j)A1 — jhe — 201]+  (4.106)

16

kTS e}(—=5j + 45> — 2aD + 4jaD + o*D?) 61/2} cos [(2 — J)A1 + JAa — 2w |+

1
3 erex(2j — 45* — 2aD + 4jaD — o> D?) blm} cos [(1+ 7)A + (1 — j)Ag — 01 — o)+

1
3 erea(—2j — 45% — 2aD — 4jaD — o*D?) bm] cos [(1 — J)A1 4+ (1 + ) — &1 — o]+

1
6 34+ 9+ 4% +6aD + djaD + a*D?) bm} cos[jA — (2 + ) As + 2an]+

]_ .
6 34— 9+ 4% +6aD — 4jaD + o*D?) bgﬂ/g] cos [jA + (2 — j)Aa — 200]+

41181 ozbg%} cos [(1 — )M + (L4 7) A2 — 204 |+
i 52 ozb3/2} cos [(1 4 1)1 + (1 — )Ag — 204]—
; 5159 abg/Q] cos [(1 = 7)A + (1 + ) — Q1 — Q]
; 5199 ab3/>2] cos[(1 4 7)1 + (1 — j)As — Oy — Q]+
i 53 ozbg%} cos [(1 — )M + (14 7) A2 — 2Q)+
i 52 abgﬂ c0s [(1 4 1) + (1 — )Ag — 20].
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Analyticky pristup 4: Evoluce drahovych elementii v case

Rozvoj obsahuje celkem 23 ¢lenti funkce kosinus. Existuje vSak pomérné jednoduchy zpi-
sob, jak jejich pocet zredukovat. Uvazime-li fakt, ze v obecném rozvoji hlavni ¢asti poruchové
funkce (4.64) secitame pres vSechna j, potom muzeme bez Gjmy na obecnosti provést tuto
dilezitou transformaci indexu j

Jj— tj+k, (4.107)

kde k je libovolné celé ¢islo. Jelikoz lze u funkce kosinus ménit i znaménko argumentu, pak
je mozné vskutku jednoduse seskupit dva sobé odpovidajici ¢leny v rozvoji poruchové funkce
do jednoho. Jako ilustraci uvedu tipravu dvojice obsahujici €2 v Rg). Ve druhém ¢lenu této
dvojice provedeme nahrazeni j = —j, nasledné zménime znaménko argumentu a pri¢teme
prvni élen. Potom s ohledem na (4.65) obdrzime tento mezivysledek

€3 |[(4+ 95 +45° + 6aD + 4jaD + a*D*) b} | cos[jA — (24 j)Aa + 2] (4.108)

00| =

Aplikujeme-li déle j = 7 — 2, dostaneme

1 _
< €3 [(2=Tj +45° = 20D + 4jaD + o D?) b7, | cos [jAa + (2 = j)A — 2@a). (4.109)

Timto algoritmem ziskame findlni rozvoj poruchové funkce ve tvaru

Rp :{; bg% + é(ef + €3)(—45* + 2aD + o*D?) bg%—i— (4.110)
+ fl<s% +53) [ (=), + (—a)bs" | }cos de — ]+
+ le eres (2 + 65 + 45° — 2aD — o> D?) bg;l) o8 [JAg — jA1 + w2 — |+
+ {5132 abé%”} cos [JAa — jA1 + Qo — ]+
+ ; e1 (=25 — aD) bg%} cos [jAg + (1 — J)A1 — @]+
+ ; es (=14 2j + aD) bgz”] cos [jAa + (1 — j)A — @)+
+ ; el (=57 +45% — 2aD +4jaD + o*D?) b% cos [jAz + (2 — j) A — 201+
+ i erex (—2+ 65 — 45° + 2aD — 4jaD — o’ D?) b?‘/;)} cos [fAa + (2 — )N — Wy — 1]+
+ ; €2(2—7j + 452 — 2aD + 4jaD + a*D?) b?;;)} cos [jAa + (2 = j) A1 — 2]+
+ ; sta bgj@l)} cos [1Ag + (2 — )\ — 2]+
+ [s152 (=) b5, "] cos [jAe + (2 = )M — @ — Q]+
- ; 53 abé%l)] cos [z + (2 — j)A1 — 2Q].

Obdobnym zptisobem bychom odvodili rozvoj vedlejsi ¢asti poruchové funkce

Rp=—-0

al

(“—2)2 cos H.

r2
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Analyticky pristup 4: Evoluce drahovych elementii v case

UZije se vztahu (4.70), (4.72) a (4.83). Vysledkem zdlouhavych, avSak jednoduchych alge-
braickych tprav, bude toto vyjadreni vedlejsi ¢asti poruchové funkce

1, 1
Ry ~ (—1—!—26%4—26%4-8%4—8;) cos(Ag — A1) — (4.111)

— €1€9 COS(2)\2 — 2/\1 - (:12 + (I}l) - 28182 COS ()\2 — )\1 - QQ + Ql)—

1 3

— 5@ cos(Ag — 22X\ + @) + 5 €1¢08 (Mg —@1) —2e9c08 (2Mg — A\j — Wwo)
3 1

~ 3 e} cos(Ag — 3A; + 20;) — S efcos (Ag + A\ — 200;)+

1
+ 3erey cos(2A; —wy — wy) — 3 e2cos (Ay + A — 2005)—

2
— 87 e3 cos(3Ny — A1 — 209) — s7cos (Ay + A — 20)+

+ 25189 cos(Ag + A — Qo — Q1) — 8508 (Mg + A — 20s).

Vysledna podoba poruchové funkce Ry pak plyne z (4.37). Obdobnym zptsobem by ¢tenér
dospél i k vypoctu poruchové funkce Ry, ktery je proveden v [20].

Jak bylo feceno v tvodu tohoto paragrafu, v dnesni dobé jiz existuji algoritmy, které
dovoluji ziskat tvar poruchové funkce az do ¥fadu e°. S ohledem na to, co bylo doposud zmi-
néno, si ¢tenar ihned uvédomi, jak slozité a mechanicky narocné vypocetni operace jsou pri
téchto rozvojich potteba, a jak nezbytnou roli v nebeské mechanice hraje moderni vypocetni
technika. Nyni uz mame otevienou cestu k vypoctu ¢asové evoluce orbitalnich elementi. Ta
je popsana tzv. Lagrangeovymi planetdrnimi rovnicems.

4.1.3 Lagrangeovy planetarni rovnice

Lagrangeovy planetarni rovnice hraji velice dilezitou roli ve vétsiné analytickych metod
studia poruch planetarnich drah. Jejich integrace predstavuje jasné interpretovatelné zmény
orbitalnich elementt. Jedné se navic o plné poruchovou metodu. Vyhodou téchto rovnic
jsou také malé ¢asové zmény orbitalnich elementti oproti zménam kartézskych souradnic pti
integraci obecnych pohybovych rovnic. To pak znamend, Ze pii jejich numerickém feSeni
muzeme pouzit vétsi integracni krok.

Jejich odvozeni'! muiZe ¢tenaf vyhledat v kterékoliv obsahlejsi ucebnici nebeské mecha-
niky, napt. [1], [20], [30]. Uvedu pouze kone¢ny tvar, ktery vypada nésledovné

da 2 OR

—_— = —— 4112

dt na Oe’ ( )

de V1—e2 OR  V1—-¢€e20R

®_ Vo oy VT eOR 4.113

dt na2e ( ¢?) Oe na?e Ow’ ( )

de __3877?,+\/1—62(1—\/1—62)87R+ tanzl  OR (4.114)

dt  na da naze Ode  na2\/1—e2 01’ '

d§) 1 OR

@ _ g 4115

dt na2y/1 — e2sinl 01 ( )
(4.116)

INebo rovnice s nimi ekvivalentni.
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Analyticky pristup 4: Evoluce drahovych elementii v case

dw \/1—628772, tan%] OR

— _— 4.117
dt na’e  Oe - na2y/1 —e2 oI’ ( )
dr —tanil (OR OR 1 OR (4.118)
dt  na2v/1—e? \ Oe w na2y/1 — eZsin I 092’ '
kde € je definovano vztahem
A=M+w=n(t—T)+w=nt+e, (4.119)
a predstavuje nulovou hodnotu stredni délky, resp. sttedni délku epochy. Poznamenejme, ze
¢len %—75 neni zase tak jednoduchy, jak se mize na prvni pohled zdat. Predevsim jde o to, kde

vsude se a v poruchové funkci vyskytuje. Jednak to jsou argumenty funkeci kosinus, kde se
objevuje stredni délka. Ta je funkci n, ale to je funkci a. Navic se velka poloosa a objevuje
explicitné také v Laplaceovych koeficientech.

Tuto svizelnou situaci lze vytesit definici nové stredni délky epochy €*

de*  de dn
= — —. 4.12
it ~at lat (4.120)
Potom X e
€
— = — 4.121
a " (4.121)
neboli
A= /ndt—i—e*. (4.122)
Predesly vztah mizeme zapsat nasledovné
A=p+e€, (4.123)
ke d d> d 3nd
ap _ p_an_ _2nda (4.124)

a " ar T dt .  2adt

4.1.4 Rezonance

Je ztejmé, ze dynamicky vyvoj planetek je silné ovlivnén tvarem rozvoje poruchové funkce
(4.110), predevsim argumenty, které obecné muzeme zapsat jako

© = J1d2 + JaAi + Jawz + Jawr + JsSla + Jeld. (4.125)

Je znamo, ze v pripadu problému dvou téles jsou sttedni délky Ai, Ao linearné rostouci funkce
¢asu se smérnicemi ny, resp. ng, kdezto ostatni hly ztstavaji konstantni. Na druhou stranu,
u ruseného pohybu jsou stfedni délky podrobeny silnym zménam, avsak ostatni tihly se méni
relativné pomalu (mluvime o tzv. sekuldrnim vijvoji). Tedy, argumenty, které nezahrnuji
stredni délky, se méni jen velice pomalu. Uvazime-li, ze

Ay & nat + € A1 & ngt + €, (4.126)

potom jiAg + Jo\1 & (jing + jomi)t + const. Ve fazi, kdy (jing + joni) =~ 0, méa odpovidajici
argument vétsi periodu nez kterakoliv ze dvou obéznych dob. Relace je splnéna pro urcité
kombinace stfednich dennich pohybii a koeficientu j; a jo. Takovéto argumenty oznacujeme
jako rezonancni cleny. Analogickd podminka plyne ze tretiho Keplerova zakona

a1 & (|j1]/721)*  as. (4.127)

45



Analyticky pristup 4: Evoluce drahovych elementii v case

Pokud tedy polozime v rozvoji hlavni ¢asti poruchové funkce j = 0, a uvazime-li pouze cleny
bez strednich délek, obdrzime sekularni cleny. Jestlize se ale navic planetka nachéazi v rezo-
nanci, maji na sekularni vyvoj vliv i cleny s argumenty, které splnuji podminku vychazejici
z (jing + jan1) =~ 0.

Péknym prikladem je tzv. 2:1 rezonance s Jupiterem, kde 2ny, ~ n;. Potom do vysled-
ného tvaru poruchové funkce zapocteme nejenom sekularni cCleny, ale také ¢leny obsahujici
kombinaci stfednich délek 2 \, — ;.

Jednoduchym vypoctem se d4 ukézat, Ze ustfedéna! hlavni ¢ast poruchové funkce (4.110)
pro 2:1 rezonanci vypada nasledovneé

<Rp >=Cy+ Cr(e? +€3) + Oy(s? + 53) + Cseqeg cos (wWy — wy) (4.128)
+ 0461 COS (2)\2 — )\1 - wl) + 0562 COS (2)\2 - )\1 - (;)2)
+ slsgabgl/)Q cos (22 — Q4),

kde

0

Co = 5bia(a). (4.129)
1

Cy = (20D + a2 Dby (a), (4.130)

1

Cy = —§ab§1/)2(oz) (4.131)
1

C3=7(2-2aD - a2 Dby (@), (4.132)
1

Ci= (4~ aD)b{,(a), (4.133)
1

Cs= 5B+ aD)bh(a). (4.134)

Vedlejsi cast poruchové funkce Ry pro nas pripad obsahuje pouze jeden c¢len
RE = —262 COS ()\2 — )\1 — (:JQ) (4135)

Po pomérné zdlouhavém vypoétu [20], jez zahrnuje sestaveni odpovidajici poruchové funkce
a vyfeseni? soustavy Lagrangeovych planetarnich rovnic dospé&jeme k nasledujicim vztahiim

2 C
a; = ayp — nlaal(mg/moz 161 [cos (2A2 — Ay — W) + cos (A1 + wio)] (4.136)
2ny — Ny — W

_ 27110(@1 (mg/m0)<05 - 20&)62

- [cos (2Aa — A\ — Wg) + cos Ao,
2712 — N1 — Wy

nla(mQ/mo)C4

€1 = €10 + [COS (2)\2 — )\1 — (;Jl) 4+ cos ()\10 + wlo)] .

2712 — Ny — (I)l

(4.137)

1Jak bylo uvedeno v této kapitole, neuvazovali jsme sumaci podle indexu j v rozvoji poruchové funkce,
nebot se v praxi zabyvame jen urc¢itymi argumenty a ostatni, zpravidla kratkoperiodické, se pri dlouhodobém
vyvoji stejné vystredi.

2Pii feSeni odpovidajicich diferencidlnich rovnic jsme pro zjednoduseni uvazovali éasovou zavislost pouze
argumentti funkci kosinus ve vyjadreni poruchové funkce, tzn. a; = aq9,e1 = €19, kde e1g9 a ajg odpovidaji
pocateénim podminkam.
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Poznamenejme, ze hodnoty orbitalnich elementti planety bereme jako konstanty, takze jejich
casové derivace jsou rovny nule. Dale mtizeme urcit aproximativni formule pro amplitudy

0461

2722 —ny — @1

(Aa)se = 201001 (ma/mo) (\

N ‘(05 — 2a)ey

2712 — N1

) , (4.138)

nla(mg/mo)c4

(Ae)res =

27’L2 — Ny —@1
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Kapitola 5

Vlastni numericky pristup a orbitalni
vyvoj vybranych planetek

V této posledni, a zfejmé nejdilezitéjsi kapitole, se budu vénovat vlastnim vypoctim, jejich
porovnanim a diskusi vysledkti. Pro urceni orbitalniho vyvoje planetky jsem napsal skript
evoluce.m v programu Matlab verze 7.1, ktery je samoziejmé prilozen k diplomové praci
spolecné s programem gauss.m i s jeho grafickym rozhranim. Jelikoz ne kazdy ma legalni
pristup k tomuto softwaru, jsou k praci prilozeny i upravené verze (evoluce.o, gauss.o)

Cilem diplomové prace bylo simulovat orbitalni vyvoj vybranych planetek s timto ozna-
¢enim 1998 HZ7, 1999 RR214, 2004 RT109 na 10 000 let dopredu. Toto bylo autorem prace
provedeno.

Pro lepsi demonstraci ziskanych vysledki jsem se rozhodl tuto kapitolu rozdélit na dvé
¢asti, pricemz v prvni z nich provadim orbitalni vyvoj planetky 1998 HZ7 pouze na 100 let
dopredu, ve druhé pak orbitalni vyvoj vSech planetek na 10 000 let dopredu. Diuvodem, ktery
mé k tomuto vedl, byla touha porovnat vysledky pro planetku 1998 HZ7 s velice pfesnymi
udaji z MPC, kde je orbitalni vyvoj mozny maximélné do roku 2200.

Kromé MPC jsou vsechny numerické vypocty porovnavany s N-¢asticovymi integratory
baliku Swift (Levison & Duncan 1999 [27]), ktery je volné Siritelnym softwarem na bézi
systému Linux psanym v programovacim jazyce Fortran 77. Okrajové podminky nutné pro
feseni systému pohybovych rovnic byly prevzaty z [29].

K problému pristupuji metodou primé integrace pohybovych rovnic soustavy rusicich
téles (poruch) a planetky v kartézskych soutfadnicich, tzv. PP - medodou (particle - particle
method). Pro tento cel vyuzivim programu evoluce.m, ktery provadi numerickou integraci
pohybovych rovnic Runge-Kuttovou metodou ¢tvrtého radu s konstantnim casovym krokem
jednoho stiredniho slunec¢niho dne.

Pti vypoctech predpokladam nulovou hmotnost planetky, coz je v realnych situacich vyni-
kajici aproximace. Jako poruchy uvazuji vSechny planety slune¢ni soustavy, Pluto a trpasli¢i
planetu hlavniho pasu Ceres. Hmotnosti rusicich téles jsem pro startovni datum evoluce opét
prevzal z [29)].

Patriéné numerické vypocty jsem provedl na dvou pocitacovych sestavach. Prvni z nich
méla tyto parametry: PC AMD Athlon 2.8 Ghz, 1 GB-RAM, 160 GB hard disk (7200 ot/min)
a systému Windows XP (resp. Mandriva Linux pro integratory Swift).

Druhéa ze sestav potom: Notebook PC Hewllet-Packard Compaq Presario CQ60, Intel
Pentium Dual CPU T3200 2.00 GHz, 2 GB-RAM, 320 GB hard disk (5400 ot/min).
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5: Vlastni numericky pristup a orbitalni vyvoj vybranych planetek

Nésledujici vysledky numerickych vypoctii provedenych programem evoluce.m vychazeji
z TeSeni obecnych pohybovych rovnic ve tvaru (4.7)

G ; N r;—r; r; ,
h:—MrZ«I— 3 ij<J3—§>, i=1,...,N,  (5.1)
T i lrj —ry| T3
J=1

kde N je pocet ziucastnénych téles kromé Slunce. Tzn. testovaci cdstice (planetka) a N — 1
rusicich planet. Tuto soustavu diferencidlnich rovnic 2. fadu lze obvyklymi procedurami
rozlozit na soustavu 6N diferencidlnich rovnic 1. fadu v jednotlivych slozkach. Tato soustava
6N diferencidlnich rovnic byla nasledné fesena pomoci programu evoluce.m. Bylo taktéz
potfeba znat celkem 6/N pocatecnich podminek, konkr. slozek poloh a rychlosti v case t = 0.
Ty byly pro planetku v okamziku startu integrace JD2440400.5 (28. ¢ervna 1969) ziskany
z MPC, pro planety pak z [29]. Néasledujici tabulka heliocentrickych rychlosti a pravodic¢i
planet v jednotkach! AU, resp. AU/stfedni slunecni den byla autorem pievzata z [29].

Table IV. DE405 positions and velocities at the integration epoch.
Heliocentric planets, geocentric moon, solar-system-barycentric sun at JED
2440400.5 (June 28, 1969), in au and au/day.

Mercury 0.3572602064472754  —0.0915490424305184 —0.0859810399869404
0.0033678456621938  (0.0248803428422493  0.01294407 15867960

Venus 0.6082494331856039 —0.3491324431959005 —0.1955443457854069
0.0109524201099088  0.0156125067398625  0.0063288764517467

EM-Bary 0.1160149091391665 —0.9266055536403852 —0.40180627 76069879
0.0168116200522023  0.0017431316879820 0.0007559737671361

Mars —0.1146885824390027 —1.3283665308334880 —0.6061551894193808
0.0144820048079447  0.0002372854923607 —0.0002837498361024

Jupiter —5.3842004069921451  —0.8312476561610838 —0.2250947570335498
0.0010923632912185 —0.0065232941911923 —0.0028230122672194

Saturn T.8808800338228166  4.505T107269260122  1.5584315167250895
—0.0032172034910937  0.0043306322335557  0.0019264174637995

Uranus  —18.2609008149782607 —1.1627115802190469 —0.2503695407425549
0.0002215401656274  —0.0037676535582462 —0.0016532438049224

Neptune —16.0595450919244627 —23.9429482908794995 —9.4004227803540061
0.0026431227915766  —0.0015034920807588 —0.0006812710048723

Pluto —30.4878221121555448 —0.8732454301967293  8.9112069841847551
0.0003225621959332 —0.0031487479275516 —0.0010801779315937
Moon —0.0008081773279115  —0.0019946300016204 —0.0010872626608381
0.0006010848166591  —0.0001674454606152 —0.0000855621449740)
Sun 0.0045025081562339  0.0007670747008324  0.0002660568051770

—0.0000003517482096  0.0000051776253996  0.0000022291018544

Obrézek 5.1: Heliocentrické polohy a rychlosti pro startovaci datum JD2440400.5 (~t = 0).

LJsou-li navic hmotnosti téles v jednotkach sluneéni hmotnosti, potom je nezbytné nutné v pohybovych
rovnicich nahradit G = k2, kde k = 0,01720209895 AU3/2 D—1/2 M;l/z je Gaussova konstanta.
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Dalsi tabulka hmotnosti téles byla taktéz prevzata z [29].

[:-1113 ,.-’dayz] [GMsgyn /GM;] []n:n:n3 J-"5;:&{:2]
GM1 0.4912547451450812...%10~10 6023600 . 22032.0810)...
GM2 0.7243452486162703... %10~ 408523 .71 324858.599...
GM3 0.8887692390113509... %1009 332946 .050895... 398600.433...
GM4 0.9549535105779258...x 10~ 3008708 . 42828.314...
GM>5 0.2825345900524226... % 1008 1047 .3486 126712767.863...
GM6 0.8459715185680659... x 10~07 3497 898 37940626.063...
GMT 0.1292024916781969... % 10707 22902 .98 5794549.007...
GMBS8 0.1524358900784276...x 10707 19412 .24 6836534.064...
GM9 0.2188699765425070... % 10~ 11 135200000 . 981.601...

Obrazek 5.2: Hmotnosti ztucastnénych téles v jednotkach hmotnosti Slunce.

Ze znalosti heliocentrickych poloh a rychlosti v daném ¢asovém okamziku je pak jiz mozné
urcit orbitalni elementy I, w, €2 planetky pomoci néasledujicich vztaht

kp'/?sin Isin Q = y3 — 2y, (5.2)
kp'/?sin I cosQ = x2 — 24,
kp'/? cos I = zy — yi,

kde p = a(1 —¢€?) je zminény parametr drahy. P¥i vypoctu velké poloosy a vyuZijeme rovnice

Pt =k (2—1), (5.3)
rooa
jejiz odvozeni spolecné s (5.2) ¢tenar nalezne napiiklad v [1] nebo [8]. Mame-li vypocitanou
velkou poloosu a a parametr drahy p, potom stanoveni numerické excentricity e je jiz trivialni
zélezitosti.
Dalsim elementem je vzdalenost perihelu w, kterou uréime s pomoci kombinace vztahti

i = kp~Y2esinwv, (5.4)
___ P
1+ ecosv’

rcos (v+ w) = x cos) + ysin 2, (5.5)

rsin (v 4+ w) = zcsci,

pri jejichz Teseni je vhodné zavést substituci u = v + w.
Ze znalosti pravé anomalie v, excentricity e, a téchto jednoduchych vztahii stanovime
hodnotu excentrické anomadlie E [§]

sin E =a (1 —¢e?)"?rsinw, (5.6)
cos | — £reos
14 ecoswv

Stredni anomalie M je potom déana Keplerovou rovnici
M =FE—esinE. (5.7)

Doba priichodu perihelem T se spoc¢te snadno pomoci T' = ¢ — %7 kde n je tzv. stredni denni
pohyb definovany vztahem n = ka=3/2.
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Orbitalni vyvoj planetky 1998 HZ7 na 100 let dopredu,
porovnani s MPC

V 1vodu této kapitoly jsem vyjadril touhu porovnat svoje vysledky také s MPC. Jelikoz
se jedna spise o demonstraci presnosti autorem vytvoreného integratoru evoluce.m a inte-
gratorit baliku Swift vzhledem k MPC, bude provedena c¢asova evoluce orbitalnich elementii
pouze pro prvni planetku 1998 HZ7. Nasledné budou vyneseny grafy udavajici chyby orbitél-
nich element spo¢tenych pomoci programu evoluce.m vzhledem k integratoriim baliku Swift.
Pattiéné grafy nasleduji:

1998 HZ7 - evoluce.m

1998 HZ7 - Swift

3.35 3.35 T
3.30 3.30
= = :
o ]
3.25 3.25 ;
120 | | | | i 320 | | | | ;
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
t [roky] t [roky]
1998 HZ7 - evoluce.m 1998 HZ7 - Swift
0,45 : . : 0.45 , : :
0,44 0.44
0,43 0.43 i
@ W :
0,42 0.42 i
0,41 0.41 j
0.40 i i i i i 0.40 i i i I |
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
t [roky] t [roky]
1998 HZ7 - evoluce.m 1998 HZ7 — Swift
23.3 , : : 23.3 : :

inc [deg]

i i i 27 8 i i i |
20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
t [roky] t [roky]

22.8 i i
0

Obrazek 5.3: Casovy vyvoj velké poloosy a, excentricity e a inklinace I planetky 1998 HZ7
spocteny pomoci Swift - RMVS3 a evoluce.m na 100 let dopfedu. Inklinac¢ni tihel je vztazen
k roviné ekliptiky, kterd svira se svétovym rovnikem thel e = 23°26'21.448"” (J2000.0).
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1998 HZ7 - evoluce.m 1998 HZ7 - Swift
214.8
214.6
214 4
=
2142
a3
214.0
213.8
213.6 : : i i i 213.6 i : : : i
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
t [roky] t [roky]
1998 HZ7 — evoluce.m 1998 HZ7 - Swift
359.0 ! ! ! ! ! 3390 ! ! ! ! !
358.8
358.6
=
5 358.4
c
358.2
358.0
3578 H H H H H 3578 H H H H H
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
t [roky] t [roky]
400 1 9983 HZ7 - e\i.'oluce.mE 400 1?98 HZ7 — Swift

i i
40 80
t [roky] t [roky]

|
40 60

Obrazek 5.4: Casovy vyvoj délky vystupného uzlu €, argumentu perihelu w a stfedni ano-
malie M spocteny pomoci integratori Swift - RMVSS a evoluce.m na 100 let doptedu. Délka
vystupného uzlu ) a argument perihelu w jsou vztazeny k roviné ekliptiky, kterd svird se
sveétovym rovnikem thel e = 23°26'21.448" (J2000.0).

Jak je uvedeno v popiscich grafi, orbitalni elementy I,§2 a w jsou vztazeny vzhledem
k ekliptice. My jsme pri odvozovani jednotlivych vzorct v kapitole 2 o poloze zékladni roviny
nic nepredpokladali. Ukazuje se, ze orbitalni elementy, jez jsou spocteny dle vztaht této
kapitoly, plati v rovnikové soustavé. Autor je nasledné pomoci transformacnich vztaht, které
1ze vyhledat naptiklad v [1], prevedl do soustavy ekliptikalni. Stejné tak bylo nalozeno i s daty
z baliku Swift.

Bylo by jisté vhodné néjakym zptisobem vyjadrit rozdily mezi autorem vytvorenym in-
tegratorem evoluce.m a integratory baliku Swift. Jelikoz se vystupy z téchto dvou programii
jen velice malo lisi, rozhodl jsem se, pro ilustraci jejich vzajemné presnosti, vynést ¢asovou
zévislost odpovidajicich rozdilt orbitalnich elementia Aa, Ae, AT, AQ, Aw a AM.
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5: Vlastni numericky pristup a orbitalni vyvoj vybranych planetek

Grafy nasleduji.

X ]0‘5 1998 HZ7 — BS — RMVS3

0 20 40 60 80 100
x 107" 1998 HZ7 —— RMVS3 —— BS

t [roky]

Obrézek 5.5: Casovy vyvoj chyby velké poloosy a, excentricity e a inklinace I pro planetku
1998 HZ7 integratoru evoluce.m vici integratorim Swift - Bulirsch - Stoer (eps = 1079)
a Swift - RMVS3 na 100 let dopredu. Integracni krok byl u vSech metod 1 stfedni slunec¢ni
den, data byla vypisovana opét kazdy 1 stfedni slunecni den.

Na nésledujici strance uvadim c¢asové vyvoje chyb zbylé trojice orbitalnich element, tzn.,
délky vystupného uzlu €2, argumentu perihelu w a stredni anomalie M. Dale také strucné
shrnu a porovnam vysledky, které jsem obdrzel ze vSech tii integratoru (evoluce.m, Swift -

Bulirsch - Stoer, Swift - RMVS3) a z MPC do prehledné tabulky.
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x 10 1998 HZ7 ——RMVS3 —— BS
I

0 20 40 60 80 100

i i i i
0 20 40 60 80 100
t [roky]

Obréazek 5.6: Casovy vyvoj chyby délky vystupného uzlu ©, argumentu perihelu w a stfedni
anomalie M pro planetku 1998 HZ7 integratoru evoluce.m vuci integratorim Swift - Bulirsch
- Stoer (eps = 107%) a Swift - RMVS3 na 100 let dopiedu. Integracni krok byl u viech metod
1 stfedni slune¢ni den, data byla vypisovana opét kazdy 1 stfedni slunec¢ni den.

Jak je vidét, chyby jsou velice malé a presnost autorem vytvoreného integratoru je velice
slusna. 7 graft je také vidét, ze v prvni fazi, priblizné do doby ¢ = 40 let kiivky prakticky
splyvaji, posléze se ale zac¢inaji velice jemné rozchazet. Je také zfejmé, ze autorem vytvoreny
integrator evoluce.m vykazuje lepsi vysledky ve srovnani s integratorem Swift - Bulirsch -
Stoer nezli s integratorem Swift - RMVSS.

Zminéné rozdily jsou vsak velice nepatrné, nicméné prirozené lehce ovlivnitelné pravé
volbou uzivatelem definované tolerance eps u metody Bulirsch - Stoer.

V tabulce na dalsi strané jsem strucné shrnul hodnoty orbitalnich elementi ziskané
z MPC a integratort ewvoluce.m, Swift - Bulirsch - Stoer a Swift - RMVS3. Vysledky od-
povidaji ¢asu t = 100 let, resp. JD 2476925.5 (28. ¢ervna 2069).

Tyto vypocty jsem provadél na prvni sestavé. Programu evoluce.m trvala numericka
integrace s vyse zminénymi parametry v délce cca 1.5 minuty, integratory z baliku Swift se
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5: Vlastni numericky pristup a orbitalni vyvoj vybranych planetek

ukazaly efektivnéjsi a kazdy jeden vypocet trval priblizné 20 sekund.

JD 24769255 | a [AU] e 1T Q] W] MF]
MPC 3.32175 | 0.408450 | 22.83521 | 213.77782 | 358.85298 | 346.03248
evoluce.m | 3.32175 | 0.408451 | 22.83522 | 213.77785 | 358.85287 | 346.19518
Swift - BS | 3.32175 | 0.408428 | 22.83508 | 213.77725 | 358.85398 | 346.11230

Swift - RMVS3 | 3.32176 | 0.408425 | 22.83503 | 213.77720 | 358.85429 | 346.10609

Tabulka 5.1: Srovnani orbitalnich elementti planetky 1998 HZ7 zisknych z MPC a integratorii
evoluce.m, Swift - Bulirsch - Stoer (eps = 107%) a Swift - RMVSS3 pro epochu JD 2476925.5.
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5: Vlastni numericky pristup a orbitalni vyvoj vybranych planetek

Orbitalni vyvoj na 10 000 let dopredu, srovnani rozlic-
nych numerickych metod

V této kapitole provedu ¢asovou evoluci orbitalnich elementi a, e, I na 10 000 let dopredu
pro vsechny v uvodu zminéné planetky. Pocatecni podminky jsou stejné jako v predeslé
kapitole. Vzhledem k tomu, ze se kiivky ze vSech ti{ integratora prakticky prekryvaji, vybral
jsem pouze vyvoj spocitany vlastnim programem evoluce.m. Ten jsem posléze opét porovnal
s integratory z baliku Swift. Integracni krok jsem zvolil h = 1 stfedni slune¢ni den, data byla
vypisovana kazdych 100 stfednich slunec¢nich dni.

Patri¢né numerické vypocty této kapitoly jsem provedl na druhé pocitacové sestavée. Z hle-
diska dlouhodobého vyvoje se Runge-Kuttova metoda jevi jako méné efektivni. Doba inte-
grace byla pro Runge-Kuttovu metodu priblizné 5 hodin, pro metodu Bulirsch - Stoer asi
1,25 hodiny a pro metodu RM VS8 priblizné 40 minut.

Integratory baliku Swift se tedy vyznacuji vétsi efektivitou, a jsou dobrou motivaci pro
autora v jeho dalsi préci.

Planetka 1998 HZ7

1998 HZ7 — evoluce.m
3.35 , , ! , !
-’ 1 | 1 1
= . : . .
© 3.25

3.20 | | | | |

0 2000 4000 6000 8000 10000
1998 HZ7 ——evoluce.m
0.50 . . ) . )
A =
v i i | i |
0.35 | | | | |

0 2000 4000 6000 8000 10000

t [roky]

Obrazek 5.7: Casovy vyvoj velké poloosy a a excentricity e pro planetku 1998 HZ7 spocitany
integratorem evoluce.m na 10 000 let doptredu. Integracni krok h = 1 stfedni sluneéni den,
data byla vypisovana kazdych 100 stiednich slunecnich dni.
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1998 HZ/
32 T . . T
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Obréazek 5.8: Casovy vyvoj inklinace I pro planetku 1998 HZ7 spoéitany integratorem evo-
luce.m na 10 000 let dopredu. Integracni krok h = 1 stfedni slune¢ni den, data byla vypi-
sovana kazdych 100 stfednich slunecnich dni. Inklinac¢ni thel je vztazen k roviné ekliptiky,
ktera svira se svétovym rovnikem thel e = 23°26'21.448” (J2000.0).

1998 HZ7 ——RMVS3 —— BS
0.010 . . . .
0,005 |--+ecesremrresreespereserom e N T [N O SR R R Ty i N S H
=)
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~0.010 I I I I I
2000 4000 6000 8000 10000
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0.004 T T T T T

I I i i I
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t [roky]

Obrézek 5.9: Casovy vyvoj chyby velké poloosy Aa [AU] a excentricity Ae pro planetku 1998
HZ7 integratoru evoluce.m vici integratorim Swift - Bulirsch - Stoer (eps = 1078) a Swift
- RMVS3 na 10 000 let dopredu. Integracni krok byl u vsech metod h = 1 stfedni slunec¢ni
den, data byla vypisovana kazdych 100 stfednich slune¢nich dni.

Na dalsi strané nalezneme graf, ktery udava vyvoj chyby inklinace integratoru evoluce.m
vici integratoram Swift - Bulirsch - Stoer a Swift - RMVSS.
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1998 HZ7 ——RMVS3 —BS
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Obrézek 5.10: Casovy vyvoj chyby inklinace Al [deg] pro planetku 1998 HZ7 integratoru
evoluce.m vici integratorim Swift - Bulirsch - Stoer (eps = 107%) a Swift - RMVSS na
10 000 let dopredu. Integrac¢ni krok byl u vSech metod h = 1 stfedni slunecni den, data
byla vypisovana kazdych 100 stfednich slunecnich dni. Inklina¢ni thel je vztazen k roviné
ekliptiky, kterd svird se svétovym rovnikem thel € = 23°26'21.448” (J2000.0).

Planetka 1999 RR214
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Obrézek 5.11: Casovy vyvoj velké poloosy a a excentricity e pro planetku 1999 RR214

spocitany integratorem evoluce.m na 10 000 let doptredu. Integra¢ni krok h = 1 stiedni
slune¢ni den, data byla vypisovana kazdych 100 stfednich slunec¢nich dni.
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1999 RR214 evoluce.m
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Obrazek 5.12: Casovy vyvoj inklinace I pro planetku 1999 RR214 spoditany integratorem
evoluce.m na 10 000 let dopredu. Integra¢ni krok h = 1 stfedni slune¢ni den, data byla vy-
pisovana kazdych 100 strednich sluneénich dni. Inklina¢ni thel je vztazen k roviné ekliptiky;,
ktera svira se svétovym rovnikem thel € = 23°26'21.448” (J2000.0).

Nésleduji grafy casového vyvoje chyby orbitalnich elementii integratoru evoluce.m vuci
integratorim z baliku Swift.
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Obrézek 5.13: Casovy vyvoj chyby velké poloosy Aa [AU] a excentricity Ae pro planetku
1999 RR214 integratoru evoluce.m va&i integratortim Swift - Bulirsch - Stoer (eps = 1078)
a Swift - RMVS3 na 10 000 let doptedu. Integracni krok byl u vsech metod h = 1 stiedni
slune¢ni den, data byla vypisovana kazdych 100 stfednich slunec¢nich dni.
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1999 RR214 —RMVS3 — BS
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Obrézek 5.14: Casovy vyvoj chyby inklinace Al [deg] pro planetku 1999 RR214 integratoru
evoluce.m vici integratorim Swift - Bulirsch - Stoer (eps = 107%) a Swift - RMVS3 na
10 000 let doptedu. Integracni krok byl u vSech metod h = 1 stfedni slunecni den, data
byla vypisovana kazdych 100 stfednich slunecnich dni. Inklinac¢ni thel je vztazen k roviné
ekliptiky, kterd svird se svétovym rovnikem thel € = 23°26'21.448" (J2000.0).

Planetka 2004 RT109
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Obrazek 5.15: Casovy vivoj velké poloosy a a excentricity e pro planetku 2004 RT109 spodi-
tany integratory evoluce.m, Swift - Bulirsch - Stoer (eps = 1078) a Swift - RMVS3 na 10 000
let doptedu. Integracéni krok A = 1 stfedni slunecni den, data byla vypisovana kazdych 100
stfednich slunec¢nich dni.
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2004 RT109 evoluce.m — BS — RMVS3
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Obrazek 5.16: Casovy vyvoj inklinace I pro planetku 2004 RT109 spocitany integratory
evoluce.m, Swift - Bulirsch - Stoer (eps = 107%) a Swift - RMVS3 na 10 000 let dopiedu.
Integracni krok h = 1 stifedni slunec¢ni den, data byla vypisovana kazdych 100 stirednich
slunec¢nich dni. Inklinacni thel je vztazen k roviné ekliptiky, kterd svira se svétovym rovnikem

fihel € = 23°26/21.448" (J2000.0).
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Diskuse vysledkii 5: Vlastni numericky pristup a orbitalni vyvoj vybranych planetek

5.1 Diskuse vysledkii

V tomto odstavci provedu diskusi ziskanych vysledkii.

Planetka 1998 HZ7

Jedna se o pomérné zvlastni planetku, ktera se pohybuje po vystredné draze mezi drahami
Marsu a Jupiteru. Autor se domniva, ze se jedna o planetku, jez se nachazi ve 2:1 rezonanci
s Jupiterem (typ Griqua). K tomu autora vede nejenom periodicky prubéh orbitalnich ele-
menti, ktery je dusledkem rovnic (4.136), ale hlavné hodnota velké poloosy a; = 3,224 AU

(JD 2440400.5). Ta totiz velice dobre odpovidd podmince (4.127), kde (%)g/z ~ 0, 488.

Pro posvéceni svych myslenek jsem taktéz uzil aproximativnich vztahit pro vypocet am-
plitudy oscilaci (resp. maximalni rozkmit) dle (4.138), jejiz zmérend hodnota je 0,12 AU, a po-
meérné pekné odpovida spocitané hodnoté 0,11 AU. Takto sobé odpovidaji i amplitudy u nu-
merické vystfednosti. Zmérend hodnota v prvni periodé je 0,042, spoctena potom 0,038.
Z grafl je taktéz videét, ze numericka vystfednost e; kmita s opacnou fazi nez a,. Tento efekt
je taktéz dusledkem (4.136) a (4.137). Stejnou vlastnost muzeme vypozorovat i u prubéhu
inklina¢niho thlu.

Z orbitalniho vyvoje na 100 let doptredu je vidét, ze si Runge-Kuttova metoda spole¢né
s metodou Bulirsch-Stoer vede oproti tdajim z MPC daleko lépe nezli metoda RMVS3.
To jen potvrzuje znamy fakt, ze tyto prvni dvé metody (nesymplektické) se pro kratkodo-
bou predpoved jevi spolehlivéjsi nez symplektické integratory, které jsou naopak vhodnéjsi
pro dlouhodobé orbitalni vyvoje.

7 casového vyvoje inklina¢niho thlu autor usuzuje také na to, Ze se jednd o planetku
s nestabilni drahou, coz je ostatné ukazéno v [5], [26].

Planetka 1999 RR214

Hodnota velké poloosy u této planetky je a; = 3,937 AU. Potom dle (4.127) obdrzime

3.937\%/2 _ . L1z o . . .
(m) ~ 0,658, coz odpovida rezonanci 3:2 s planetou Jupiter (rodina Hilda).

Maximalni rozkmit velké poloosy 0,08 AU se ukazuje mensi nez u predeslé planetky.
U numerické vystrednosti je to naopak, zde je rozkmit naopak vétsi, a to 0,16. Obé hod-
noty jsem odecetl z prvni periody c¢asového pribéhu orbitalnich elementti. Planetka se navic
pohybuje po méné vystredné draze, nezli tomu bylo u planetky 1998 HZ7.

Na zakladé prubéhu casového vyvoje inklinace opét usuzuji na to, ze se planetka stejné
jako planetka 1998 HZ7 pohybuje po pomérné nestabilni draze.

Planetka 2004 RT109

Jedna se opét o planetku s velice vzacnou drahou. Z uvedenych grafi je ihned patrné, Ze toto
téleso prodélava silny, az bourlivy orbitalni vyvoj, ktery se autor prace nize snazi na zakladé
vlastnich tvah vysvétlit.

Drahové elementy tohoto télesa a; = 3,661 AU, e; = 0,540, I = 42,153° jsou silné
nezvyklé. Draha je pomérné hodné vystrednd, a k ekliptice sklonéna pod neobvykle velkym
uhlem.

Charakteristika drahy se napadné primyka k draham komet tzv. Jupiterovy rodiny. Jen
inklinacni thel je ponékud vétsi nez odpovidajici inklina¢ni ihly této rodiny (nejvétsi znamy
mé kometa P/2006 S4 Christensen se sklonem dréhy 39,6°). To vsak neznamend, ze se
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tomuto télesu v budoucnu nemize kometarni charakter jesté prisoudit. Je to vsak madlo
pravdépodobné.
Dilezitym indikatorem rozdéleni téles na planetky a komety je Tisserandiv invariant

T="2492/"(1 - e cos, (5.8)
aq a9

kde as je velkd poloosa rusiciho télesa (Jupiter), ostatni orbitalni elementy prislusi studo-
vané planetce nebo kometé. Komety Jupiterovy rodiny jsou charakteristické tim, Ze hodnota
Tisserandova invariantu spliuje podminku 7" > 2. Po vypoctu vychazi Tisserandiiv invari-
ant pro planetku 2004 RT109 T' = 2,468, coz by nahravalo myslence, ze se skutecné jedna
o kometu Jupiterovy rodiny.

Pti interpretaci jednotlivych grafl jsem se zaméril na jejich zdanlivé ,nespojitosi“. Ve sku-
tecnosti se o nespojitosti nejedna, jde pouze o rapidni zmény odpovidajicich drahovych ele-
menti v ramci tydni, coz na zvolené casové skale skutecné vypada jako nespojity pribéh
zavislosti. Pro vysvétleni boutlivych pribéhti ¢asového vyvoje orbitalnich elementt jsem pre-
sunul svoji pozornost ke vzdalenostem planetky od Slunce v prehéliu a v aféliu. Ty jsou dany
jednoduchymi vztahy

@ = a1(1 —e1), Q1= a1(1+ey), (5.9)

kde ¢, je vzdélenost perihélia, (); vzdéalenost afélia. Pro planetku 2004 RT109 vyhazi tyto
hodnoty ¢ = 1,683 AU, @; = 5,639 AU. Kdyz je porovname s udaji pro planetu Mars
(g = 1,381 AU, Qu = 1,666 AU) a Jupiter (¢; = 4,952 AU, @, = 5,203 AU), mizeme
vyslovit myslenku, ze se planetka v priubéhu casového vyvoje své drahy k témto dvéma
planetdm na malou vzdalenost ptiblizi.

To by potom mélo za néasledek vyraznou zménu jeji drahy, jez je dana pravé témito
blizkymi prilety. Ty mohou v fadech dnti vyrazné ovlivnit jeji nasledny orbitalni vyvoj.
V grafech se pak tento efekt projevuje jednak zdanlivymi nespojitostmi, ale taktéz silnymi
kratkodobymi zménami hodnot orbitalnich element.

Je ziejmé, ze kazda z integracnich metod je k témto zménam jinak citliva. Autor bere
orbitalni vyvoj planetky 2004 RT109 jako zarny priklad obecné zndmého poznatku, ktery
tvrdi, ze vysledny orbitalni vyvoj muze silné zaviset pravé na volbé pouzité numerické me-
tody. Na obrézku (5.17), ktery jsem prevzal z [32], je znazornéna draha planetky 2004 RT'109.

2044 RT109
1

Obréazek 5.17: Draha planetky 2004 RT109.
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Zaveér

Ukolem ptedloZené diplomové prace s ndzvem Dynamika drah planetek bylo spocitat orbi-
talni vyvoj vybranych planetek na 10 000 let do budoucnosti spolec¢né s provedenim diskuse
ziskanych vysledki. K problému jsem se snazil pristupovat co mozna nejvice systematicky.

V prvnim kroku povazuji jako nutnost odvodit v rozumné mire teoreticky zaklad, ktery
by mél kazdy zajemce o nebeskou mechaniku znat. Pouze potom lze textu a ziskanym vysled-
kiim skutecné porozumét. V prvni fazi jsem se rozhodl postupovat od pojmu centralni sily
(kapitola 1) ptes problém dvou téles (kapitola 2) az k uréeni drahovych elementt ze souboru
tii pozorovani (kapitoly 3).

Prave kapitola 3, ktera rozebirda Gaussovu metodu urceni elementt drahy, je prvni primou
aplikaci nebeské mechaniky. Po zavedeni orbitalnich elementtd v kapitole 2 se zde Ctenar
dozvi, jak je urcit a spocitat v praxi, tzn. pti readlnych pozorovanich. Vyklad jsem se snazil vést
takovym zptisobem, aby plynule presel od obecné znamych pojmt k pojmtm jiz specifickym
pro partii nebeské mechaniky. Diiraz a vyklad je kladen pravé na orbitalni elementy, nebot
ty jsou stézejni pro tuto diplomovou praci.

Z nabytych poznatkl o drahovych elementech je potom v kapitole 4 rozvinuta analyticka
teorie poruch, kde jsem kladl diiraz na vSechny potfebné algebraické operace véetné cennych
komentar.

V posledni kapitole (kapitola 5) jsou potom uvedeny autorem provedené vysledky nu-
merickych vypocti casovych vyvoju orbitalnich elementt planetek 1998 HZ7, 1999 RR214
a 2004 RT109. V této kapitole jsou taktéz diskutovany konkrétni vysledky a vyneseny chyby
autorem vytvoreného programu oproti programtm z baliku Swift.

Hlavni ptinos, ktery vidim v predlozené diplomové praci, se da rozdélit do tii zakladnich
kategorii dle rostouci dulezitosti.

Ptedné jsem ucelené shrnul zdkladni teoretické poznatky nutné pro pochopeni dané pro-
blematiky. Cennost tohoto kroku vidim hlavné v silné absenci ¢eské literatury pojednavajic
o nebeské mechanice, a doufam, ze poslouzi ¢tenari v zakladni orientaci v oboru, zvlasté
v poruchovém poctu.

Néasledné jsem vyvinul software, ktery resi nékteré tilohy nebeské mechaniky. Konkrétné
se jedna o program gauss.m (pro program Matlab), resp. gauss.o (pro program Octave),
jez pocita orbitalni elementy planetek ze souboru tii pozorovani. K tomuto tcelu bylo taktéz
sestaveno vypocetni schéma, kterym se cely algoritmus fidi. Pouziti tohoto programu miize
nalézt aplikaci hlavné pri praktickych astrometrickych mérenich, kde mame zajem o hodnoty
orbitalnich element, ze kterych lze potom usuzovat na typ pozorovaného objektu (planetka,
kometa, transneptunické téleso a dalsi).

Stézejni vysledky prace se ale soustreduji do kapitoly 5, kde jsou numericky spocitany
orbitalni vyvoje realnych téles. Pro tento 1ucel jsem vyvinul program evoluce.m (resp.
evoluce.o), ktery Runge-Kuttovou metodou ¢tvrtého rddu numericky tesi ptislusné po-
hybové rovnice zucastnénych téles (viz tvod paté kapitoly). Ziskand data byla nasledné
porovnana s integratory baliku Swift, se kterymi se velice pékné shodovala.
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Spocitanymi orbitalnimi vyvoji vSak ale prace nekoné¢i. Vynesené zavislosti orbitalnich
elementi jsem se nasledné rozhodl interpretovat a vysledky diskutoval. Dospél jsem k néko-
lika cennym zavértim a uvadim i nékteré své vlastni postrehy a myslenky, které jsou obsahem
paragrafu (5.1) v zavéru paté kapitoly.

Konkrétné, planetce 1998 HZ7 jsem prisoudil nestabilni drahu ve 2:1 rezonanci s pla-
netou Jupiter. Domnivam se taktéz, ze se jedna o téleso typu Griqua, které se pohybuje
po dlouhodobé nestabilni draze.

Dalsi planetka, 1999 RR214, se také vyznacuje nestabilni drahou. Odpovida ale uz jinému
typu rezonance, a to rezonanci 3:2 opét s planetou Jupiter. Jedna se o ¢lena rodiny Hilda.

Posledni téleso, s oznac¢enim 2004 RT'109, mi pripada jako nejzajimavéjsi. Zde se domni-
vam, ze jeho bourlivy orbitalni vyvoj je dusledkem blizkych priblizeni k planeté Mars, ¢i
planeté Jupiter. Tato blizka setkani mohou vyrazné, v relativné kratkém casovém intervalu,
zmeénit tvar drahy a prirozené i jeji dalsi pribéh. To se potom projevuje zdanlivymi nespo-
jitostmi v ¢asovém vyvoji drahovych elementt. Existuje také moznost, ze se jedné o kometu
tzv. Jupiterovy rodiny, coz by potvrzovala hodnota Tisserandova invariantu (5.8). V dobé
psani této prace jsem bohuzel nenarazil na zadny ze zdroju, ktery by jednoznacné prisoudil
tomuto télesu kometarni & jiny charakter. Zd4 se tudiZ, Ze je tato otdzka stdle oteviena!.

Zavérem je potieba poznamenat, ze kazdd z numerickych metod se vyznacuje rtznou
presnosti v zavislosti na délce casu, po ktery chceme studovat orbitalni vyvoj. Napriklad
pro kratkodobé predpovédi se Runge-Kuttova metoda jevi presnéjsi nez metoda Bulirsch -
Stoer ¢i RMVS3. Naopak pro dlouhodobé vyvoje je zdhodno pouzit metodu RMVS3, ktera
je pro tyto tucely neocenitelna. Dle orbitalniho vyvoje télesa 2004 RT109 je navic patrné, ze
i samotna volba numerické metody miuze vyrazné ovlivnit vysledek.

Silnou motivaci autora k dalsi praci je zefektivnéni stavajicich algoritmi, hledani dimysl-
néjsich numerickych metod, a nasledné ztotoznovani vysledki s propracovanymi analytickymi
metodami nebeské mechaniky:.

'T kdy# oficidlné je toto téleso vedeno jako planetka.
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