NLTE MODELY POHYBUJICICH SE
HVEZDNYCH ATMOSFER

Disertac¢ni prace

Daniela Korcéakova

Prirodovédecka fakulta Masarykovy University

Brno 2003
JERS,.,
Spn At
S %
% 2
7 &

A 5

TANA






Dékuji svému skoliteli RNDr. Jirimu Kubatovi, CSc., za pomoc pfi orientaci
v problematice hvézdnych spekter a za podnétné rady a pripominky. Také dékuji
Mgr. Filipu Hrochovi za neuvéfitelnou trpélivost pii uceni Fortranu 90 a RNDr.
Petru Hadravovi, CSc., za odhaleni chyby ve vicerozmérném modelu.






Obsah

1 Uvod

2 Rovnice prenosu zareni
2.1 Zakladni veli¢iny popisujici zafeni . . .. .. ... ... ... ..
2.2 Odvozeni rovnice pfenosu zafeni . . . . . . . . .. ... .. ...
2.3 Momenty rovnice pfenosu zafeni . . . . .. .. ... .. .. ...
2.4 Rovnice prenosu zafeni v pohybujicim se prostiedi . . . .. ...
2.4.1 Lorentzova transformace rovnice prenosu . . . ... .. .
2.4.2 Rovnice prenosu zatreni v pohybujici se soustavé . . . . .

3 Rovnice statistické rovnovahy
3.1 Lokalni termodynamické rovnovdha . . . . . . ... ... ... ..
3.2 Rovnice statistické rovnovahy . . . . . ... oL o000

3.3 Koeficienty opacity a emisivity . . . . . . ... ... ...
34 LTEaNLTEefekty . .. ... ... . ... ... ... .....

4 Metody feSeni statické rovnice prenosu zareni

4.1 1D metody - staticky pfipad . . . . . . ... ...
4.1.1 Analytické feSeni . . . . . . . . ... ... ... ... ..
4.1.2 Feautrierovametoda . . . . . . ... ... ... ... ..
4.1.3 Metoda proménnych Eddingtonovych faktora . . . . . . .
4.1.4 Metoda nespojitych kone¢nych prvka . . ... ... ...
4.2 Dvoudimenziondlni metody . . .. .. ... ... oL
4.2.1 Metoda nespojitych kone¢nych prvka . . ... ... ...
4.2.2 Metoda dlouhych charakteristik . . . .. . ... ... ...
4.2.3 Metoda kratkych charakteristik . . . . . .. ... ... ..

4.2.4 Metoda TeSeni rovnice prenosu zareni v 0sové
symetrii . . . ... Lo Lo

5 ResSeni rovnice pfenosu zareni v pohybujicim se prostiedi
5.1 Jednodimenzionalni pfipad - rovinnd geometrie . . . . . .. . ..
5.1.1 ReSeni pomoci lokalni Lorentzovy transformace . . . . . .
5.1.2  ReSeni rovnice pienosu zéafeni v soustavé spojené s pro-
stfedim bez aberace . . .. . . ... ... ... L.

10
12
14
14
17

19
19
22
24
25

28
28
28
29
30
31
35
35
36
36

37



N=)

aQa w e

5.1.3 ReSeni rovnice pienosu zafeni v soustavé spojené s pro-
stfedim s aberaci . . . . ... ... ... L oL
5.2 Dvoudimenzionalni ptipad - osova symetrie . . . . ... ... ..

Testy metod

6.1 Metoda nespojitych konecnych prvka . . . . . ... ... ... ..
6.1.1 Staticky pripad . . . . . .. ...
6.1.2 Nenulovy gradient rychlostnitho pole . . . . . .. .. ...

6.2 Osové symetrické feSeni . . . . . . .. ... .. o oo

Itera¢ni schéma

7.1 Lambdaiterace . . . . . . . . . . ...
7.2 Metoda pribliznych lambda operatora (ALI) . . . . ... ... ..
7.3 Konvergence lambda iterace a ALL . . . . . . ... ... .....

Popis programu

Zavér

Einsteinovy koeficienty a Géinné prufezy
Diferen¢ni schéma

Vstupni model atmosféry

64
64
65
66

68

70

73

75

85



Kapitola 1

Uvod

Cilem této disertacni prace je vyvinout numerickou metodu pro feSeni NLTE
problému prenosu zareni vhodnou pro rychle rotujici B hvézdy s hvézdnym veé-
trem.

O vétsiné vesmirnych objekti ziskame informaci pouze prostiednictvim za-
feni. Mnoho udaji o hvézdach mutzeme zjistit ze spektra hvézd. Pro urceni
zékladnich parametra hvézd, jako je efektivni povrchova teplota, tthové zrych-
leni na povrchu, hustota a chemické slozeni byla vyvinuta metoda kfivek rastu
(Van der Held, 1931). V posledni dobé se vSak od této metody upousti, nebot
nam neni schopna poskytnout presnéjsi adaje o hvézdach.

Parametry hvézd se urcuji porovnanim spektra hvézd se siti syntetickych
spekter. Prvni modely syntetickych spekter byly vytvoreny pouze za predpo-
kladu statické planparalelni atmosféry a lokalni termodynamické rovnovahy.
Nejvice pouzivany je Kurucziv (1970) ATLAS (http://kurucz.harvard.edu/) a
Hubeného (1988) model TLUSTY (hitp://tlusty.gsfc.nasa.gov/), ktery jiz za-
hrnuje rovnice statistické rovnovahy. Dalsim velmi zndmym NLTE modelem
je Werneruv (1986) PRO2, ktery je soucasti rozséhlejsiho projektu Tiibingen-
ské university TMAP (http:// astro.uni-tuebingen.de/ groups/ stellar/ tmap/
index.html). Postupné se geometrie problému zacala vice pfiblizovat k reélné
situaci a objevily se sféricky symetrické modely (Mihalas & Hummer, 1974).
Jednim z volné dostupnych je i ATA (hitp://www.asw.cas.cz/~kubat/ATA/)
od Kubata (1994). Pro studium slune¢nich protuberanci a akre¢nich diska bylo
nutné vytvorit dvourozmérné modely. Ty vSak nejsou vhodné pro pripad tés-
nych dvojhvézd nebo mlhovin. Zacaly proto vznikat tiidimenzionalni modely.
Nejzndméjsim z nich je MULTI (http://www.astro.uio.no/~matsc/mul22/) od
Carlssona (1986), ktery vSak nezahrnuje vypocty teploty. Je proto vhodny spise
pro modely slunec¢nich protuberanci se zadanou teplotni strukturou.

7 detailniho studia profili car ve spektrech jsme schopni ziskat informaci
o rychlostnim poli. K dispozici vSak musime mit vhodny model. Pti zahrnuti
rychlostniho pole se vypocet velmi zkomplikuje a casto se pouziva pouze aproxi-
mativnich FeSeni, nap¥. Sobolevovy aproximace (Sobolev, 1957), nebo se pocita



pouze s malymi rychlostmi. Ve sférické symetrii je nejvhodnéjsi pro nerelati-
vistické rychlosti Hillieriv model CMFGEN a pro relativistické rychlosti PHO-
ENIX (http://phoeniz.physast.uga.edu/), ktery vytvoril Hauschildt a kol. (1997)
a rozsiril jej Baron & Hauschildt (1998). Ve vice rozmérech zatim neni vytvo-
fen vhodny model hvézdné atmosféry, protoze prenos zareni je v tomto pripadé
velmi komplikovany. V soucasné dobé je tento problém jednim z hlavnich tkold
modelovani hvézdnych spekter. Soustieduji se na néj napiiklad skupiny kolem
Fabiani Bendicho a Trujillo Bueno (Spanélsko), Carlssona (universita v Oslo)
nebo Folini (Svycarsko).

Ackoliv se prenosem zareni lidé zabyvaji jiz od poc¢atku spektroskopie, neni
zdaleka vyteSen. Diivod je v tom, Ze jde o nelinearni lohu. Chceme-li, napii-
klad, zjistit pole zareni, musime znat schopnost prostiedi absorbovat a emitovat
zareni. Tyto vlastnosti jsou urceny obsazenim hladin pritomnych prvki, které
ovsem zavisi také na poli zafeni. Proto se pfistupuje k numerickym iterativnim
metodam.

7 hydrostatickych modeli zjistime pribéh teploty a elektronové koncent-
race ve hvézdé. Tyto veli¢iny zde budeme povazovat za neménné, ackoliv za-
feni ovlivni zpétné i teplotu prostiedi. Hlavnim prinosem této prace jsou nové
metody FeSeni rovnice prenosu zatreni a na jejich testovani je toto priblizeni do-
statetné. V prvnim itera¢nim cyklu predpokladame platnost lokdlni termody-
namické rovnovahy. Pomoci Boltzmannovy excitac¢ni a Sahovy ioniza¢ni rovnice
zjistime obsazeni hladin. Ty pouzijeme pro vypocet opacity a emisivity. Vyfe-
Sime rovnici prenosu zareni, ze které ziskame pole zafeni v celé atmosfére. Tuto
informaci potiebujeme pro rovnice statistické rovnovahy, ze kterych ziskame
nové obsazeni hladin. Cely iterac¢ni cyklus opakujeme do pozadované presnosti.

Tomuto schématu také odpovida fazeni prace. Jako prvni jsou v kapitole 2
popsany zakladni charakteristiky zafeni a je odvozena rovnice prenosu zareni.
Jeji tvar je zde zapsan pro rizné piipady — v nejjednodussi planparalelni statické
geometrii, ale také pro pohybujici se prostiedi. Podrobnéji je zde rozebrana
Lorentzova transformace rovnice prenosu zareni.

V nésledujici kapitole jsou uvedeny rovnice statistické rovnovahy vcetné spe-
cidlniho pripadu lokalni termodynamické rovnovahy. Déle jsou zde rozepsany
vztahy pro vypocet opacity a emisivity. Na konci kapitoly jsou uvedeny vy-
sledky z numerického modulu atm.

Ve 4. kapitole jsou popsany nékteré numerické metody feSeni rovnice pre-
nosu zatreni. V jednorozmérné geometrii je podrobnéji rozebrana metoda nespo-
jitych konec¢nych prvki, kterd v astronomii neni piili§ casto vyuzivana, ackoliv
pro nékteré pripady je vhodnéjsi nezli klasické metody. Ve vice rozmérech je zde
uvedena metoda vyuzivajici osové symetrie hvézd, kterd je kombinaci metody
kratkych a dlouhych charakteristik.

Metoda nespojitych kone¢nych prvka i metoda vyuzivajici osové symetrie
hvézd jsou v nasledujici kapitole (5) zobecnény pro pripad pohybujiciho se pro-
stedi. V jednorozmérném pripadé je diskutovan také vliv aberace.

Tyto numerické metody jsou testovany na prikladu typické B hvézdy hlavni
posloupnosti v lokalni termodynamické rovnovaze . Jejich vysledky jsou shrnuty



v kapitole 6.

Cely iteracni cyklus (lambda iterace) je popsdn v nasledujici kapitole (7).
Také je zde ukazana zdkladni myslenka metody vyuzivajici asymptotického
lambda operatoru (ALI) a zdivodnéno pouziti lambda iteraci v této praci.

Vytvorené programy a moduly jsou stru¢né popsany v kapitole 8.

Na zavér (kap. 9) jsou shrnuty vysledky numerickych metod i jejich testu.



Kapitola 2

Rovnice prenosu zareni

Rovnice prenosu zareni je jednou ze zékladnich rovnic popisujicich stavbu hvézd-
né atmosféry. Ve své podstaté jde o Boltzmannovu kinetickou rovnici pro fotony.
Popis prenosu zareni pomoci rozdélovaci funkce fotont je ponékud tézkopadny,
proto Boltzmannovu kinetickou rovnici upravujeme do tvaru rovnice prenosu
zareni, ve které nam vystupuji pouze makroskopické velic¢iny.

Drive nez prejdeme k samotné rovnici prenosu zareni, pripomeneme si veli-
Ciny, které popisuji pole zareni.

2.1 Zakladni veli¢iny popisujici zareni

Jednou ze zdkladnich veli¢in, kterou popisujeme pole zateni, je jeho specificka
intenzita I(r,n,v,t). Je to mnozstvi energie z jednotkového frekvenéniho inter-
valu, které projde v daném sméru jednotkovou plochou do jednotkového prosto-
rového thlu za jednotku casu.

St¥edovanim specifické intenzity I(r,n,v,t) pres vSechny prostorové thly
ziskdme stiedni intenzitu

J(r,v,t) = % /I(r,n,l/, t)dw. (2.1)

K popisu pole zareni pouzivame také monochromatickou hustotu energie
zareni

4
Egr(r,v,t) = —J(r,v,t). (2.2)
c
Integraci pres v8echny frekvence ziskame celkovou hustotu energie zareni

Eg(r,t) = 4%/ J(r,v,t)dv = 4%Tt](r,t). (2.3)
0

Dalsi diilezitou charakteristikou zafeni je jeho tok F'(r,v,t)

F(r,v,t) = /I(r,n,u,t)ndw. (2.4)

10



V astrofyzice pouzivame veli¢inu F(r,v,t) = F(r,v,t)/7 a zavidime také Ed-
dingtonovsky tok

H(r,v,t) = LZ’:’ B, (2.5)

Rozlozeni pole zatfeni v prostoru charakterizujeme tenzorem tlaku zareni

P(r,v,t) = %/I(r,n, v, t)nndw. (2.6)

Aritmeticky primér diagonalnich komponent tohoto tenzoru miizeme povazovat
za stiedni tlak zareni

1

P= 3 (Ppw + Pyy + P.2) . (2.7)

V planparalelni i sféricky symetrické geometrii je tenzor tlaku zafeni diagonalni

pr 0 0 1 [ 3pr— Er 0 0
P(I‘,V,t): 0 PR 0 _5 0 3PR_ER 0 )
0 0 pr 0 0 3pr — Er
(2.8)
kde
47
pr(z,v,t) = ?K(z,u, t) (2.9)
a K(z,v,t) je druhy Eddingtonovsky moment intenzity
1
K(z,v,t) = §/I(Z)N7V>t)p’2d,u“ (2.10)

Zavedli jsme zde oznaceni pu = cosf.

2.2 Odvozeni rovnice pienosu zareni

Predpoklddejme, Ze mame véalcovy objemovy element tloustky ds a pri¢ného
prifezu dS (viz obr. 2.1). Rozdil mezi mnozstvim energie v intervalu frekvenci
dv, ktera vychazi z objemu v r + Ar a v ¢ase t + At v jednotkovém prostorovém
thlu a vchazi do néj v r a case t v jednotkovém prostorovém uhlu, je roven
rozdilu energie vyzarené a absorbované za cas dt v daném elementu do daného
prostorového thlu v intervalu frekvenci dv

[I(r+ Ar,n,v,t + At) — I(r,n,v,t)]dSdwdvdt =
[n(r,n,v,t) — x(r,n,v,t)I(r,n,v,t)|dSdwdvdt . (2.11)

11



I(r +dr ,n, v,t)

I(r,n, vt

Obrézek 2.1: Schéma pro odvozeni rovnice pienosu zateni.

n(r,n,v,t) je koeficient emise a x(r,n, v, t) je koeficient absorpce. s je vzdalenost
poc¢itana podél paprsku, je tedy At = ds/c. Pro intenzitu potom plati

10I OI
I A t+ At)y=1 t —— 4+ —. 2.12
4+ Armet 80 =T+ 254 2 @)
Derivaci ve sméru lze vyjadiit pomoci derivaci podle souradnicovych os
I I I I
oI 0x 0 8y6_ 0z 0 (2.13)

s~ sox  0soy  0s0z
Dosazenim (2.13) a (2.12) do (2.11) dostaneme rovnici pfenosu zareni

o+ )| 1) = gl - 0T, (210

Toto je nejobecnéjsi tvar rovnice prenosu zareni.

Ve staciondrnim piipadé je ¢len 9I/0t = 0 . Pro rovinnou atmosféru, kde se
charakteristiky prostfedi méni pouze se souradnici z (planparalelni geometrie),
se rovnice jesté zjednodusi

dI(z,n,v)
F 4

z pocitame od nitra atmosféry k pozorovateli.
V nepohybujicich se oblastech, je-li izotropni rozptyl, jsou koeficienty emisi-
vity a absorpce izotropni

dI(z,n,v)
a dz

V mnoha situacich je vyhodné misto souradnice z zavést optickou hloubku de-
finovanou

:’I’](Z,n,l/)—X(Z,H,I/)I(Z,Il,l/). (215)

=1n(z,v) — x(z,v)I(z,n,v). (2.16)

dr(v) = —x(z,v)dz. (2.17)

12



Dosazenim do (2.16) ziskdme nejjednodussi tvar rovnice pienosu zareni

p D) (o) + I o0, (2.18)
kde
S(rv) = ZE: ,V/; (2.19)

je zdrojové funkce.

Rovnice prenosu zareni je po matematické strance integrodiferencialni rov-
nici. Na pravé strané vystupuje bud opacita a emisivita, nebo zdrojova funkce.
Tyto velic¢iny v8ak také zavisi na poli zafeni. Analyticky jde tato rovnice vyresit
pouze pro velmi zjednodusené piipady (viz Mihalas, 1982, kap. 2.2). Proto byla
vyvinuta rfada numerickych metod (kap. 4).

2.3 Momenty rovnice prenosu zareni

Momenty rovnice prenosu zareni maji dilezity fyzikalni vyznam. Vyjadiuji za-
kony zachovani zafivé energie a impulsu. Téchto rovnic se s vyhodou pouziva
pri feSeni problému prenosu zareni.

Rovnici prenosu zateni (2.14) zintegrujeme pies cely prostor

19
c ot

/I(r, n, v, t)dw + /(n -W)I(r,n,v,t)dw =
/ [77(1‘: n,v, t) - X(I‘, n,v, t)I(I‘, n,v, t)] dw. (220)

Prvni integral je tmérny stiedni intenzité zdfeni (viz 2.1) a druhy je energie
na frekvenci v (viz 2.4). Rovnici miZzeme tedy piepsat
47 0J(r,v,t)

T L Bt = [ In(en0,) = xlron, 0 0,0, do,

(2.21)

Zintegrujeme-li tuto rovnici pres vSechny frekvence a ptihlédneme-li ke vztahu
pro monochromatickou hustotu energie zareni (2.2) ziskdme

2E(r,t) +V- F'(r,t) = /000 du/ [n(r,n,v,t) — x(r,n,v,t)I(r,n,v,t)] dw.

ot
(2.22)
Tato rovnice vyjadiuje zédkon zachovani zarivé energie.

V planparalelni geometrii, jestlize jsou koeficienty absorpce a emise izotropni,
ma tato rovnice nejjednodussi tvar

) — es) ~ Xz (2,0, 2.23)

13



H(z,v) je zde Eddigtonovsky tok definovany (2.5). Zavedeme-li misto soufadnice
z optickou hloubku 7 (2.17), dostaneme prvni momentovou rovnici ve tvaru
OH (1,v)
or

Abychom ziskali rovnici vyjadiujici zdkon zachovani hybnosti, musime rov-
nici pfenosu zafeni (2.14) vynasobit n a opét integrovat pres cely prostor

= J(r,v) — S(7,v). (2.24)

190

n nl(r,n,v t)dw+c/n-(n-V)I(r,n,l/,t)dw:
c

[ w0 - x0Tm0 do. - (225)
Prvni integral je roven toku zafeni (2.4) a druhy tenzoru tlaku zafeni (2.6)

1 OF(r,v,t)
= Bn + V- P(r,v,t)

1

= /n[n(r,n, v, t) — x(r,n, v, t)I(r,n,v,t)] dov. (2.26)

Tuto rovnici zintegrujeme pres vSechny frekvence a ziskdme rovnici vyjadiujici
zékon zachovani impulsu

OF™D) L g p(e,t) =

l@ﬁ(r t
2 ot

c

/ du/ (r,n,v,t) — x(r,n,v,t)I(r,n,v,t)] dw. (2.27)

Jsou-li koeficienty absorpce a emise izotropni, potom je ¢len v integralu
nulovy. V planparalelni geometrii se situace jesté zjednodusi

0K (z,v)

5 —x(z,V)H(z,v). (2.28)

K (z,v) je druhy Eddingtonovsky moment intenzity (2.9, 2.10). Ve $kéle optic-
kych hloubek je

0K (t,v)

o) = H(r,v). (2.29)

Momentovych rovnic lze s vyhodou vyuzit pro feSeni rovnice prenosu zareni.
Zbavime se tak explicitni thlové zavislosti a rozmér soustavy se snizi. Problém
vSak nastane prii jejich feSeni, protoze momentova rovnice fadu n vzdy obsahuje
moment n + 1. Pro uzavieni soustavy zavadime naptiklad proménny Eddingto-
nuv faktor

K,

14



2.4 Rovnice prenosu zareni v pohybujicim se
prostiedi

U horkych hvézd s hvézdnym vétrem, u rozpinajicich se mlhovin, nov, supernov,
Wolf-Rayetovych hvézd, u extragalaktickych radiovych zdroji nebo pfi studiu
rychlych zmén slune¢nich protuberanci se nevyhneme feSeni rovnice pirenosu
zareni v pohybujicim se prostiedi.

Rovnice prenosu zareni v ¢are se vlivem Dopplerova jevu velmi zkompli-
kuje. Ackoliv se ¢ara posune pomérné malo, velmi se zméni absorpéni schopnost
na dané frekvenci pro nepohybujiciho se pozorovatele. Pro kontinuum mizeme
pouzit statickych rovnic, protoze koeficient absorpce kontinua se jen zanedba-
telné zmeéni v intervalu frekvenci, ve kterém dochézi k Dopplerové jevu.

Nejprve si ukazme Lorentzovu transformaci rovnice prenosu zaieni.

2.4.1 Lorentzova transformace rovnice prenosu

V objektech jako jsou supernovy, kompaktni extragalaktické radiové zdroje
V téchto piripadech nemuizeme zanedbat efekty specidlni teorie relativity. Mu-
sime tedy védét, jak se transformuje rovnice prenosu zareni. Odvozeni Lorent-
zovy transformace této rovnice si ukazeme jen v kratkosti postupem rozebranym
v knize Mihalas (1982).

Predpokladejme, ze se soustava vici pozorovateli pohybuje konstantni rych-
losti podél osy z. Indexy o budeme oznacovat veli¢iny vztahujici se k soustaveé
spojené s prostiedim. Dale pro jednoduchost predpoklddejme, ze feSime pienos
zéreni v jednodimenzionalnim pripadé v rovinné geometrii s rovinnou homoge-
nity kolmou na smér pohybu. Tento problém v soustavé spojené s pozorovatelem
popisuje rovnice (2.16). Abychom ziskali tvar této rovnice v soustavé spojené
s prostredim, musime vyjadrit vSechny veli¢iny v soustavé pozorovatele pomoci
odpovidajicich veli¢in v soustavé spojené s prostiedim.

Lorentzova transformace prostorocasovych soufadnic méa v tomto pripadé
tvar

xo = Lx, (2.31)
kde
o T 1 0 0 0
_ Yo _ Y | 01 0 0
X0 = 20 ’ x= z ’ L= 00 ~ By |’
icto ict 0 0 —ify 7~
v =(1-v2/c?) 2, B =uv/ec (2.32)

Vztah pro specifickou intenzitu ziskdme, uvédomime-li si, ze pocet foton,
prochézejicich plochou dS orientovanou kolmo na osu z ve frekven¢nim intervalu

15



dv do prostorového thlu dw pod thlem 6 vzhledem k ose z za ¢as dt, musi byt
v obou soustavach stejny.

I
N = %dwdudscosedt, (2.33)
14
N = wdwodyo(dScos()gdto 4 dovdto (2.34)
20

kde p = cos = n.. Pro jednoduchost jsme zde predpokladali, ze plocha dS je
v klidu vzhledem k soustavé spojené s pozorovatelem. V rovnici (2.34) udava
prvni ¢len pocet fotoni, které projdou plochou dS, kdyby se v soustavé spojené
s prostfedim nepohybovala. Druhy ¢len urcuje pocet foton v objemu dSwvdt,
kterym projde plocha dS za cas dt.

Pro porovnéni vyrazi (2.33) a (2.34) potfebujeme znat transformacni vztahy
mezi jednotlivymi veli¢inami. Ty zjistime z transformace ¢tyivektoru hybnosti
pro fotony P = %(nz, Ny, Nz,i)T. Obecné transformacni vztahy pro kovariantni
Ctytvektory jsou

By = LB, (2.35)
B =L"'B,. (2.36)
V nasem piipadé je

(von?, l/ong, von?, ive)! = [vng, vy, vy(n, —f), ivy(l — n. B)]%.
(2.37)

Posledni slozka této rovnice vyjadiuje Dopplertv jev, ktery s pouzitim (n,,n,,n;)
= (sinfcosd, sinfsing, cosf) mizeme piepsat do piehlednéjsiho tvaru

vo = vy(1 = pp). (2.38)

Ze treti a ctvrté slozky ziskdme vyraz pro aberaci
_n=F
1—up

a z prvnich dvou dokazeme invariantnost thlu ¢ = ¢g. Z rovnic pro Doppleriv
jev (2.38) a aberaci (2.39) ziskdme transformacni vztahy

Ho (2.39)

2
dvy = 2y dpoy = (1> du (2.40)
v 17

0

Pouzijeme-li vzorec pro dilataci ¢asu Aty = At muzeme vSechny veli¢iny
do (2.33) a (2.34) dosadit a ziskat transformacni vztah pro specifickou intenzitu

I(p,v) Io(,uo,l/o)_

3 3
v vy

(2.41)
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Nyni potifebujeme zjistit vztahy pro transformaci opacity a emisivity. Vztah
pro emisivitu ur¢ime z poZzadavku, aby pocet fotoni vyzarenych za cas dt do
prostorového thlu dw a v intervalu frekvenci dv byl v obou soustavach stejny

n(v)dwdvdVdt  no(vo)dwodvodVodty

2.42
hv hvy ( )

Dosazenim za dw a dv z (2.40) a s prihlédnutim k invariantnosti prostoroc¢aso-
vého elementu dV dt ziskdme

nw) _ _ (2.43)

2
v vy

Predpokladejme, ze v dané inercidlni soustavé plati zariva rovnovaha, potom
plati také ve vSech ostatnich inercialnich soustavach

n(v) =xw)I, (2.44)
1m0 (v0) = Xo(v0)Io. (2.45)
Dosadime-li vyrazy pro transformaci koeficientu emisivity (2.43) a specifické
intenzity (2.41), ziskdme
Yo

x(v) = 7X0(V0)- (2.46)

Pro vyjadreni rovnice prenosu zafeni v soustavé spojené s pohybujicim se
prostiedim potifebujeme jesté znét transformaci gradientu 9/9t a 9/0z. Operé-

T
tor [%, B%, %, %%] je ¢tyfvektorem a plati pro néj rovnice (2.35) a (2.36)

o 9 ] d ] a\1"
a._ > _7’)/ a. é_ ) l Y CB_ - (2'47)
0xo’ Jyo Ozg ¢ Oty )  ic \ Oty 02
Nyni zname jiz vSechny potiebné veliciny. Mzeme je dosadit do rovnice

prenosu zafeni (2.16) a po Gpravé dostaneme jeji vyjadieni v soustavé spojené
s prostredim

<li + uoai> Io(po, v0) = 10 (v0) — Xo(v0)Io(ko, v0)- (2.48)
0 20

Pro piipad planparalelni atmosféry, kdy je vektor rychlosti pohybu rovnobézny
s vektorem kolmym na rovinu atmosféry, je rovnice prenosu zafeni invariantni.
Tohoto poznatku vyuzijeme dale v kapitole 5.1.1. V obecném piipadé rovnice
prenosu zareni invariantni neni.
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2.4.2 Rovnice prenosu zareni v pohybujici se soustavé

V predchozim paragrafu jsme dokazali Lorentzovskou invariantnost rovnice pre-
nosu zareni pro dany specidlni pripad. Nyni si ukazeme, jak fesit problém obec-
néjsiho rychlostniho pole.

Do rovnice prenosu zafeni (2.16) dosadime transformacni vztahy pro inten-
zitu (2.41), koeficient emise (2.43) a koeficient absorpce (2.46)

12_'_ 2 1 3]’( t) —
Cat :uaz v 0(%0, 1o, Y0, 0 —

<1> [M0(v0) — x0(¥0)Io(20, fo, Vo, t0)] . (2.49)

]

Za predpokladu, ze se frekvence s ¢asem neméni, zderivujeme levou stranu rov-
nice. Po zkrdceni (v/vp)? obdrzime

10 0 o (v
— — | I t 3ul to)=— (| — | =
(cat +'u6z> 0(20, o, 0, t0) + 3lo(z0, 1o, o, 0)6z (1/0)
10 (v0) — Xo(¥0)Io(20, o, v0, t0).  (2.50)
Parciélni derivace 0/0t a 0/0z prejdou v soustavé spojené s prostiedim na

0 o 8t0 0 82’0 0 6u0 0 81/0 0
5t~ Ot 0ty | Ot Dz | O Opy | Ot Ovg’ (2:51)
0 Oty 0 020 Ou 0 O D

9= 02010 " 920w T 02 oy T 0z vg (2:52)

Pomoci Lorentzovy transformace (2.31) a vztahti pro aberaci (2.39) a Dopplertiv
jev (2.38) muzeme tyto derivace vyjadrit

0 0 0
0 0 0 op 0 op 0
= 20,0 2o o (2.54)

9z cdty 9z D20 0py 0020 O’

Protoze u hvézd jsou rychlosti mnohem mensi nez rychlost svétla, zanedbali jsme
¢leny vyssiho fadu nez v/c a polozili v = 1. Nyni mizeme dosadit za parcialni
derivace do rovnice prenosu zafeni (2.50). Pomoci vztahu pro Doppleriv jev
(2.38) upravime také ¢len s derivaci frekvence podle z. Déle zanedbame ¢leny
fadu v/c a vyssi a obdrzime vysledny tvar

10 3} P-1)ov 0 Zov 0
{——‘F(No—k%) po(pg — 1) Ov Vojp OV

c Oty 8—2'0 c (9—2'0(9—/10 c 0Ozy Ovg
pg Ov
+3?6_z0 Io(to, 20, 110, v0) = 10(20,v0) — Xo(20,v0)Io(to, 20, pto, o).  (2.55)
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Neékdy se pii nerelativistickych rychlostech pouziva tvar rovnice (2.55) za-
hrnujici pouze Dopplertuv jev. Ziskdme jej zanedbanim vSech ¢lend fadu v/c a
aberacniho

OIo(z0, o, v0)  pivo Ov Olo(zo, o, v0)
o -2 =
0z c Oz v

1o (20, ¥0) — Xo(2,v0)Io (20, fto, o).  (2.56)

Drtive nez prikroc¢ime k feseni téchto rovnic, podivaime se v nasledujici kapi-
tole na koeficienty opacity a emisivity.
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Kapitola 3

Rovnice statisticke
rovnovahy

Abychom mohli Fe§it rovnici pFenosu zafeni, potfebujeme znat opacitu a emisi-
vitu. Tyto veli¢iny jsou zavislé na obsazeni elektronovych hladin v atomu. Pokud
je latka v termodynamické rovnovaze, mizeme pouzit Sahovu a Botzmannovu
rovnici. Bohuzel, redlné atmosféry hvézd nejsou v termodynamické rovnovaze
(Mihalas, 1982). V nékterych situacich lze pfedpokladat, Ze je termodynamicka
rovnovaha splnéna lokdlné. Potom resime Sahovu a Botzmannovu rovnici pro
vice malych oblasti. Vétsinou vSak predpoklad termodynamické rovnovahy neni
splnén ani lokdlné a musime resit kompletni systém rovnic statistické rovnovahy.

3.1 Lokalni termodynamicka rovnovaha

V termodynamické rovnovaze maji stavové velic¢iny (tlak, hustota, vnitfni ener-
gie, teplota) ve vSech mistech stejnou hodnotu. Naméfend barevna teplota, ki-
netickd, excita¢ni i ioniza¢ni se shoduji. Stav plynu je zde popsin termodyna-
mickou teplotou 7" a celkovym poc¢tem castic N.

Rychlosti ¢astic se zde ridi Maxwellovym rozdélenim, které nam udava prav-
dépodobnost toho, ze ¢astice bude mit rychlost z intervalu (v, v + dv)

m \3/2 muv?
fv)dv = (m) exp <_2k—T> 4mv?dv, (3.1

kde m je hmotnost ¢astice a k Boltzmannova konstanta. Z tohoto zdkona vychazi
nejpravdépodobnéjsi rychlost
2kT\'/?
Vo = <—> (32)

m
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a stfedni kvadraticka rychlost

)7 = (BT)7 59

m

Obsazeni hladin v daném iontu popisuje Boltzmannova excita¢ni rovnice

Nijk \ [ Gijk ) ( Xijk )
—— | =|——)exp|— , 3.4
<"0jk > <gojk kT 34
kde n je pocet elektronii na dané hladiné, g statisticka vaha hladiny a x excitac¢ni
energie hladiny. Index ¢ oznacuje hladinu daného atomu k v j-tém stupni ioni-

zace. Nékdy je vyhodnéjsi obsazeni dané hladiny vyjadrit ne k zakladni hladiné
atomu nebo iontu (s indexem 0), ale k libovolné hladiné

Nomjk Imijk (Xmjr — lek)>
SR Y = 2BE ) epp | —OE AR 3.5
< nijk ) ( ijk > P ( kT (3:5)

Boltzmannovu rovnici mizeme také zapsat vzhledem k celkovému poctu atomu
v daném stavu

nojk Xijk Nojk
N. — Pk = —— iik — :—U'AT, 36
= Monge = D0 aweny (<37 = TEURD). - (30)
kde
w
Un(T) = 3 gunear (—42F) @)
i

je stavova suma. Boltzmannova rovnice ma potom tvar

(524) = g (22 / ). .

Tento zapis je vyhodny pro dosazeni do rovnice ioniza¢ni rovnovahy, abychom
ziskali informaci o poc¢tu elektront ve v8ech hladinach a ve v8ech stupnich ioni-
zace.

Toniza¢ni rovnovahu nam charakterizuje Sahova rovnice

n =n n1 B i 90,0k exp(—XI’O’k) (3.9)
0.0.k = H0.L.kTe s \ 9rmkT go.1k kKT )7 '

kde xr1,0, je ionizacni energie. Obecné&jsi zapis, kdy obsazeni v libovolném ioni-
zacnim stavu j ziskame z j + 1 stavu, je

o 1 h? 3/2 90,j.k (XI,j,k) (3.10)
10,5,k = 10,5+1,kTe 2\ kT Jo itk exrp iT . .
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Casto potiebujeme znét obsazeni hladiny v daném excitovaném a ioniza¢nim
stavu. Do Sahovy ioniza¢ni rovnice proto dosadime Boltzmannovu excitacni
rovnici (3.4)

Gij,k —3/2
Nijk = N0 j+1,kMe ——2—CrT % 2exp

9o,j+1,k

X1,j.k — Xiyj.k
kT

} = n0,j+1,kNePijr(T),

(3.11)

kde konstanta C; = 2,07 - 10716, Tento vyraz miizeme s pomoci (3.6) prepsat
na

nijk = NjJrl’kneM@ijk (T) = Nj+17kne(i>ijk(T). (312)
Ujt1,6(T)

Sumaci pies v8echny vazané stavy a s vyuzitim (3.6) ziskdme vzorec pro vypocet
celkového poctu atomii v nasledujicim stupni ionizace
Njk > Uj(T) aja XLk =
k) =gy, 2 oy exrp (—J) =n.®;(T). 3.13
<Nj+1,k “Ujt1,k(T) kT (1) (3.13)

7 tohoto vztahu mizeme ziskat pomér poc¢tu atomi chemického prvku k v j—tém
stupni ionizace ku celkovému poctu atomi daného prvku.

Njk (Ng—1.1/Nak) - - (Nj i /Njv1 k)

= . .14
Ny 1+ Ni—1,k Ni—1,6 Ny -2,k bt Ny, Nok (3 )
Nk Ny Nip—1,k Ny =77 Nik

V termodynamické rovnovaze (ozn. *) je pole zafeni izotropni a je popsano
Planckovym vyzafovacim zakonem

2hv3 hv -t
* — —
r(T)=B,(T) = = [e:rp (k_T> - 1} . (3.15)
Intenzita je v tomto pripadé funkci pouze frekvence a teploty. V rovnovazném
stavu musi byt energie, kterd je absorbovdna danym objemem, rovna energii,
kterou tento objem latky vyzari

NydvdVdw = x, I;(T)dvdV dw, (3.16)
tedy
L(T) =n/xv = Su(T). (3.17)

Vidime, ze je zde intenzita rovna zdrojové funkci a ta Planckové funkci. K této
situaci se blizi oblasti hluboko pod fotosférou hvézd, ale ne v jejich atmosfé-
rach. Tam lze nékdy predpokladat, ze podminky termodynamické rovnovahy
jsou splnény jen v malych oblastech. Tato aproximace se oznacuje jako lokalni
termodynamickad rovnovdha.

Za predpokladu lokalni termodynamické rovnovahy mtzeme atmosféru hvézdy
rozdélit do malych oblasti (bunék), ve kterych je latka charakterizovana svou
teplotou. Vhledem k tomu, ze zareni, vychazejici z hvézdy prochazi oblastmi
s rtiznou teplotou, jiz neni izotropni, je nutné pro zjisténi pole zareni fesit rov-
nici prenosu zareni.
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3.2 Rovnice statistické rovnovahy

Jestlize nelze pouzit priblizeni lokalni termodynamické rovnovdhy, musime pro

ziskani obsazeni hladin fesit systém rovnic statistické rovnovéhy (blize viz napf.
Mihalas, 1982)

Onr,
ot

=-V- (nlkv) + Z(njkPji — nlkP”) (318)
J#i

Pij je celkovd pravdépodobnost prechodu z hladiny ¢ na hladinu j, kterd je

déna souctem pravdépodobnosti prechodu diky zafivym (R;;) a srdzkovym (C;)

procesum.

Na levé strané rovnice (3.18) je ¢asova zména koncentrace chemického prvku &
v nékterém i—tém stavu v daném objemu. Ta je rovna toku ¢astic pres povrch
ohranicujici danou oblast a rozdilem rychlosti prirtstku z druhych hladin 7 diky
zarivym a srazkovym procestim a rychlosti bytku na ostatni hladiny j. Déle se
budeme zabyvat statickym piipadem, ve kterém se tvar této rovnice zjednodusi

i i

Celkova pravdépodobnost prechodu diky zarivym procesum je

dv
Ry = [ a9 [ S0 000) + Vi )1, (3.21)
kde U;; a Vi; jsou pro ¢aru
U = [ #Ai¢i(my)  pro i>j
ij = 0 i <j,
_ hv

Vij = EBij(ZSij (1, v). (3.22)

Posledni vyraz plati jak pro ¢ > j, tak i pro ¢ < j. Pro kontinuum plati

U = e (D2 e Hay(v)  pro 0>
ij = 0 i < Jj,

v [ne®y(Me #ay(v)  pro i> (3.23)
R Qjj (V) i < ]

Tyto veli¢iny zde zavadime proto, ze s jejich pomoci mizeme pravdépodobnosti
zarivych prechodd pro kontinuum a ¢aru zapsat formalné stejné, coz je velmi
uziteéné pii tvorbé programi (Rybicki & Hummer, 1992). V téchto vyrazech
je ne koncentrace elektronu a ®;; Saha-Boltzmannova funkce (3.11). Aj;, Bj;
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a B;; jsou Einsteinovy koeficienty piechodu. «;;(v) je Géinny prifez vdzané-
volnych prechodu (A.5) (v tomto pripadé popisuje index i, nebo j ionizaci,
nebo rekombinaci). Tyto veli¢iny jsou bliZe popsény v dodatku A.

Pravdépodobnosti srazkovych prechodii jsou pro excitacni srazky (viz napf.
Mihalas, 1982)

I 2
Cij = Con TY?14,5f;; <E—‘Z> uge "L, (up), (3.24)

kde ug = Eo/kT, energie Ey = hv, Iy je ioniza¢ni energie, konstanta
Co = mal(8k/m.m)/?

a faktor

0,276e" Ey pro wug <14

re= —1/2

0.066ug " “(1+1,5/up) uo > 14.
FE} je zde ionizac¢ni energie. Pro pravdépodobnosti obracenych prechodt mizeme
vyuzit

njCji = n]- (%) C” (325)

Indexem * jsou oznaceny veli¢iny v lokalni termodynamické rovnovaze, tedy
pro (n;/n;)* pouzijeme Boltzmannovu rovnici (3.5).
Pravdépodobnosti ioniza¢nich srazek miizeme ziskat z (Jefferies, 1968)

Cit = 1,55 - 100, T2 g;a(vp)e ™" Juy. (3.26)
gi je 0,1 pro vodik, 0,2 pro helium a pro ostatni prvky 0,3. a(rp) je ionizacni
G¢inny prifez (A.5).

Pomoci veli¢in U;; a Vi rozepiSeme rovnice statistické rovnovahy

dv
ancji+2/dﬂ H(n]’Uji-l-njVjiqu) =
j J

dv
zj:niCij +zj:/dﬂ/ﬁ(niUij +niVijlu), (3.27)

kde %, j nabyvaji postupné hodnot od jedné do zvoleného poc¢tu hladin daného
iontu plus jedna. Posledni rovnice charakterizuje vazané—volné pirechody. Tento
systém rovnic je linearné zavisly. Na uzavieni soustavy potiebujeme jesté jednu
rovnici, kterou mize byt bud rovnice zachovani poc¢tu ¢astic, rovnice zachovani
naboje, nebo abundanéni rovnice. Je-li relativni zastoupeni prvku vici vodiku
malé oy /ag < 1, potom je vyhodné pouzit abundanéni rovnici

> nijs — (ar/an) (Z nim + np> =0, (3.28)

i,j
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kde n, je koncentrace protont. Dalsi moznosti je vyuzit zdkon zachovani naboje
E E J E Nijk + Np = Ne, (3.29)
E o i

nebo zdkon zachovani poctu c¢astic

Z Z Z nijr = N. (3.30)
k 7 i

V redlné situaci je systém rovnic (3.27) velice rozsahly. Kazdy prvek mé
nachézejici se v hvézdné atmosfére, bude vypocet této soustavy rovnic velice
narocny. Proto se v praxi vyuziva skutecnosti, ze mezi hladinami, které maji
velmi blizké energie, dochéazi prevazné ke srazkovym prechodtm. Vlivem sraz-
kovych prechodii se mezi témito hladinami ustavi termodynamicka rovnovaha a
pro ziskani obsazeni hladin neni potieba resit rovnice statistické rovnovahy. Tyto
blizké hladiny se slou¢i do tzv. superhladiny (Anderson, 1989, Hubeny & Lanz,
1995). Pritom se musi brat ohled také na paritu hladin, jelikoZ pFechody mezi
povolenymi a zakdzanymi hladinami jsou mnohem méné pravdépodobné. Sou-
stava rovnic (3.27) se fesi pravé pro superhladiny a obsazeni hladin se nésledné
spocita z pozadavku termodynamické rovnovahy mezi jednotlivymi hladinami
superhladin. V pfipadé molekul superhladinu tvofi rotac¢ni hladiny o stejném
vibra¢nim ¢isle.

Frekvenéni sit musi byt zvolena dostateéné husté, aby integrace pres frek-
vence nebyla zatizena ptilis velkou chybou. To znamena priblizné 5 — 9 bodu
na ¢aru. V kontinuu se voli sit tak, aby byla v logaritmické skale ekvidistantni,
pricemz Alog(v) ~ 0.1.

Nyni jiz mizeme rovnice statistické rovnovahy vytesit a ziskat tak obsazeni
hladin, které potiebujeme znat pro vypocet opacity a emisivity.

3.3 Koeficienty opacity a emisivity

Emisivita a opacita ndm charakterizuji interakci latky se zarenim.

Celkova opacita, tedy schopnost prostiedi pohlcovat zareni, je pro hvézd-
nou atmosféru dana schopnosti latky absorbovat zafeni diky vazané—vazanym,
vazané—volnym, volné—volnym procesim a Thomsonovu rozptylu

Xv=33 (”z - %"j) aij(v) + zi:("i —nje # )au (v)+

i >
Znenkakk(l/, T)(1 - e*’%) + neoe. (3.31)
k

ni, nj je obsazeni i-té a j-té hladiny a g;, g; jsou odpovidajici statistické
sumy hladin. ;;(v) je Géinny prafez vazané-vazanych prechodd, a;; (v) vazané-
volnych a ayg(v,T) volné-volnych prechodd (viz dodatek A). v je frekvence
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zareni, h Planckova konstanta, & Boltzmannova konstanta a T je elektronova

teplota. nj oznacuje koncentraci atomt daného chemického prvku k a n. kon-

centraci elektronti. V poslednim ¢lenu je o, Thomsontv Gcinny prifez.
Schopnost latky vyzarovat zatfeni charakterizuje emisivita

2hl/3 |V gi v _hy
== LZZ;”iaij(V) +Z”i€ T g (V) +
J i

i j>i

Znenkakk(l/,T)e_'% + neoe, (3.32)
k

kde, jako dfive v rovnici (3.31), prvni ¢len popisuje vazané—vazané procesy,
druhy vazané—volné, tieti volné—volné procesy a posledni Clen charakterizuje
vliv Thomsonova rozptylu.

Pomeér emisivity ku opacité urcuje zdrojovou funkci S,

s, = (3.33)
Xv
ktera je v termodynamické rovnovaze rovna Planckové vyzatrovaci funkci.

Ze zadanych parametri hvézdné atmosféry (teploty a elektronové koncen-
trace) jsme jiz schopni spoéitat obsazeni hladin a z nich koeficienty opacity
a emisivity. Tyto veli¢iny potfebujeme znat pro reSeni rovnice prenosu zafeni,
kterému se budeme vénovat v néasledujici kapitole. Jedté diive se ale pojdme
podivat na nékteré jevy spojené s NLTE predpokladem.

3.4 LTE a NLTE efekty

V priblizeni lokalni termodynamické rovnovahy se v dané oblasti rychlosti castic
fidi rovnovaznym Maxwellovym rozdélenim. Plati zde princip detailni rovno-
vahy, kdy pro libovolné dvé hladiny je pocet prechodd z hladiny s nizsi energii
(¢) na hladinu s vy3si energif (j) n;P;; (tzv. rate nahoru) roven poc¢tu prechodt
z hladiny s vySsi energii na hladinu s nizsi energii n;Pj; (rate doli). V NLTE je
pocet elektronii, které prijdou do dané hladiny ze vsech ostatnich hladin roven
poctu elektrond, které tuto hladinu opusti na vsechny ostatni hladiny (3.20).
I v tomto pripadé predpokladame, ze rychlosti ¢astic jsou Maxwellovské. V rov-
nicich statistické rovnovéhy (3.27) jsme brali v tvahu jak srazkové, tak také
zérivé prechody. Jsou-li zarivé raty zanedbatelné ve srovnani se srazkovymi, pak
vzhledem k tomu, Ze rychlosti ¢astic jsou Maxwellovské, dojde k ustaveni rovno-
vahy. Tato situace nastava v hustém prostiedi hluboko pod fotosférou hvézdy.
Naopak, v hornich vrstvach atmosféry je nizkd hustota a prevazuje zarivy rate.
Kdyby intenzita zaieni byla rovna Planckové funkci, potom i zde by se ustavila
termodynamicka rovnovaha. Z nitra hvézdy vsak prichazi mnohem vice zareni
nez z povrchu, proto dojde k jejimu poruseni.

K termalizaci rtiznych hladin dochazi za odlisnych podminek. Vzhledem
k tomu, ze energeticky rozdil mezi hladinami s velkym kvantovym ¢islem je maly,
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je kineticka energie castic pii srazkéach i pri nizké teploté dostate¢nd na excitaci
nebo ionizaci téchto hladin. Proto u téchto hladin dojde mnohem dfive k terma-
lizaci, nez u hladin s nizkym kvantovym ¢islem. Na obr. 3.1 je zachycena zména

2 T T T T T T T

19 -

18

1.7

16
15
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09 1 -l 1 1 1 1 1
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Obréazek 3.1: Prubéh b faktoru v zavislosti na Rosselandové optické hloubce
pro osm hladin vodiku (1 — zdkladni hladina). b-faktory jsou spo¢itdny pomoci
numerického modulu atm (viz kap. 8) ze vstupnich parametri uvedenych v ta-
bulce v dodatku C.

pomeéru obsazeni hladiny v NLTE a LTE, tzv. b faktoru

U2

by = —, (3.34)

v zavislosti na Rosselandové optické hloubce 7. Ta je urcena Rosselandovou
stiedni opacitou definovanou

o0 HB,
— _ _Jo prrav
XR = foo 1 BB"dV-

0 x» OT

(3.35)

Jak je vidét z obrazku 3.1 zdkladni hladina atomu vodiku se termalizuje az
ve vétsich optickych hloubkach, zatimco hladiny s velkym hlavnim kvantovym
¢islem uz v pomérné ridkych oblastech. K termalizaci tfeti hladiny dochéazi v op-
tické hloubce blizké k 0,5, coz znamend, ze se ¢ara Ha v NLTE nebude prilis
lisit od LTE vypoctu (viz obr. 3.2). Tyto vysledky byly ziskdny z numerického
modulu atm.f90 (viz kap. 8) ze vstupnich parametrti uvedenych v tabulce v do-
datku C.
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Obrazek 3.2: Srovnani profilt ¢ary Ha Cary za predpokladu LTE a NLTE. Vzhle-
dem k tomu, ze druhd a tfeti hladina jsou ptfi Rosselandové optické hloubce
rovné jedné jesté termalizovany (viz obr. 3.1), nelisi se prilis profil ¢ary v LTE

a NLTE.
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Kapitola 4

Metody reseni staticke
rovinice prenosu zareni

V kapitole 2 jsme se sezndmili s rovnici pifenosu zatreni. Jde o integrodiferen-
cidlni rovnici jejiz feSeni neni jednoduché. Pouze pro nejjednodussi zavislosti
zdrojové funkce na optické hloubce lze provést jeji analytické feseni. V ostatnich
pripadech musime pfistoupit k numerickym metodam.

Popiseme si zde zdkladni myslenky numerickych metod nejcastéji pouziva-
nych v pfenosu zareni. Mezi jednodimenzionalnimi metodami patii ke klasickym
Feautrierova metoda. Podrobnéji si rozebereme metodu nespojitych konec¢nych
prvki, kterd sice dosud neni tak casto pouzivana, ale dovoluje ndm resit obec-
néjsi situace. Ve vice rozmeérech si ukazeme feseni pomoci kratkych i dlouhych
charakteristik a reSeni vyuzivajici osové symetrie hvézd.

4.1 1D metody - staticky pripad

4.1.1 Analytické reseni

Analytické feSeni rovnice prenosu zafeni je mozné pouze pro jednoduché zavis-
losti zdrojové funkce na optické hloubce a to jen v jednorozmérném statickém
pripadé.
Planparalelni staticky tvar rovnice pfenosu zareni (2.18) je
dI(r, p,v)
p——"

Ir =-S(r,v) + I(7,p,v). (4.1)

Predpokladejme, ze zname zdrojovou funkci S. Metodou variace konstant zis-
kédme vyraz pro intenzitu

1 [
I(m, pu,v) = 1(1o, p,v)e~ (270 4 M / S, (e~ (=) igy. (4.2)
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Tento postup se vyuziva jako soucast metod, napt. u vicerozmérnych krat-
kych charakteristik (4.2.3). Oblast se rozdéli na malé buiiky, ve kterych lze podél
paprsku predpokladat linedrni, nebo parabolickou zavislost zdrojové funkce na
optické hloubce.

4.1.2 Feautrierova metoda

Feautrierova metoda (1964) je zalozené na prevedeni rovnice prvniho fadu na rov-
nici druhého rfadu. Pro nazornost vezméme nejjednodussi pripad planparalelni
statické atmosféry. Pfenos zareni zde popisuje rovnice (2.18). Oznac¢ime-li in-
tenzitu zafeni sméfujiciho z atmostéry I(7,, u,v) a intenzitu zafeni vchazejictho
zpét do nitra hvézdy I(r,, —u,v), pak tuto rovnici mizeme piepsat do tvaru

aI(Tl’a illa V)

£ or,

= I(r,,tp,v) — S(1,,v) kde 0<pu<l. (4.3)
Zavedeme symetrickou a antisymetrickou linedrni kombinaci intenzity I(7,, u, V)
a I(TIM —Hy V)

I(TV5M7V)+I(TV7_IJ’7V)
2 )
[(T,,,,U,,V) _I(TIH_IU’:V)
B .

Ul n,v) = (44

o(Tu1,v) = (45)

Veli¢ina u odpovida stfedni intenzité a v toku. Tyto vyrazy dosadime do rovnice
prenosu zareni (4.3) a ziskdme diferencidlni rovnici 2. fadu

2
50Uy
2
or?

- 'U/,u,u - Su- (46)

Pro prehlednost jsme opustili od indexu 7, ackoliv S a u jsou i nadale funkcemi
optické hloubky. Tuto rovnici (4.6) dale fesime Gaussovou eliminaci (viz napf.
Press a kol., 1992).

Zavedeme diskrétni proménné. Pocet hloubkovych bod® oznacime D, pocet
déleni bodt pro thly M a pro frekvenci N. Nahradime-li v rovnici (4.6) derivace
za, diference, ziskdme soustavu rovnic (podrobnéji napt. Mihalas 1982)

—Aqug_1 + Bguy — Cdud+1 = Lg,. (47)

Abychom mohli tento systém rovnic fesit, musime pouzit hrani¢nich podmi-
nek. Horni hrani¢ni podminka mé tvar

Oupy|
87',, 0 =u I(0> , V): (48)

coz v maticovém zapisu da

Bllll - Clll2 = L1 =0. (49)
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Je-li hvézda osamocend, miizeme na jejim povrchu zanedbat dopadajici zareni
I1(0, —p,v). Dolni hrani¢ni podminku zapiSeme

Mag:;y _— = I+ - U(Tu,ma:t); (410)
maticové
—Apup_1 + Bpup = Lp. (4.11)

Ve velkych optickych hloubkich mizeme predpokladat platnost difuzniho pii-
blizeni. Ziskdme tak u hvézd vyraz pro ¢len Lp
0B,

—u .
67’,, Ty, maz

Lp=1I,= I(Tu,maaca Iz V) = BV(Tu,maac) (412)

Pro planetarni mlhoviny, slunec¢ni protuberance nebo jiné objekty budou mit
hrani¢ni podminky (4.9) a (4.11) stejny tvar, zméni se pouze vyrazy pro intenzity
I(0,—p,v) a¢len Lp v rov. (4.11).
Z horni hrani¢ni podminky (4.9) vyjadiime specifickou intenzitu uy
Ch Ly

= — — =W + V. 4.13
u Blll2+B1 1+ ( )

Tento vyraz dosadime do diferencované rovnice prenosu zafeni (4.7) a ziskdme

ug = Wdud+1 + Vg, (414)
kde Wy = (Bd — Ade_l)‘IC’d, (4.15)
Vi = (Bd — Adefl)il(Ld + AdVdfl). (4.16)

Nejprve spocitame pro d=1 az D=D-1 koeficienty W, a V;. Vyuzijeme dolni
hrani¢ni podminky, ze které plyne, ze Wp = 0 a tedy up = Vp. Nyni se mizeme
vratit k rovnici (4.14) a vypocitat v8echny zbyvajici Feautrierovy proménné .

Pro zahrnuti Ghlové zavislosti mizeme vyuzit metodu proménnych Edding-
tonovych faktort.

4.1.3 Metoda proménnych Eddingtonovych faktori

Pokud jsme jiz zjistili specifickou intenzitu, mizeme vyuzit momentovych rovnic
pro zahrnuti thlové zavislosti (Auer & Mihalas, 1970). Z momentovych rovnic
(blize viz 2.3)

0K, oK,
H, = , —=J,-S, 4.17
o, o, ( )
vylou¢ime Eddingtoniv tok H, a zavedeme proménny Eddingtoniv faktor f,
K,
L, = —Z. 4.18
fo=3t (4.18)



Jy, H, a K, jsou definovany v (2.1), (2.5) a (2.10). Vysledna rovnice je diferen-
cidlni rovnici druhého rddu

(S, 1)) _
o =g, - 5.. (4.19)

Hrani¢ni podminky maji v tomto piipadé tvar

oful)| _ H,(0)

57| = h,,J,(0) kde he = 50y (4.20)
O(fvdv) _
TT,, = Hy(Tv,maz)- (4.21)

Tv,maz
Druhou rovnici mtzeme za predpokladu, ze ve velkych optickych hloubkach plati
difuzni priblizeni, prepsat

9(fvdv)

oty

_ 19B,
~ 3901,

(4.22)

Tmax Tmax

Rovnice (4.19) ma stejny tvar jako rovnice (4.6), mizeme ji tedy fesit na-
priklad Gaussovou eliminaci, jako v ptredchozim pripadé. Na zacatku iterac-
niho cyklu predpokldddme zndmou zdrojovou funkci. V prvnim cyklu mtzeme
vzit nejjednodussi pripad, kdy je zdrojova funkce rovna Planckové. Vytesime
rovnici pfenosu zareni (4.6) a ziskdme tak specifickou intenzitu, pomoci které
vypocitame stfedni intenzitu a druhy Eddingoniv moment a z nich Eddingto-
nav proménny faktor. Vytresime momentové rovnice (4.19), ze kterych ziskame
zpiesnéné hodnoty stfedni intenzity. S jeji pomoci vypocitame zdrojovou funkci
a vratime se na zacatek cyklu.

V jedné dimenzi je Feautrierova metoda spolu s metodou proménnych Ed-
dingtonovych faktor velmi ¢asto pouzivana. Pro piipad kompletni redistribuce,
kdy nepotirebujeme znat vSechny informace o frekvencni zavislosti, tuto metodu
zjednodusil Rybicki (1971).

4.1.4 Metoda nespojitych kone¢nych prvkua

V posledni dobé se ve fyzice pri numerickém teSeni diferencidlnich rovnic velmi
Casto pouzivd metoda kone¢nych prvka (viz napi. Rektorys, 1980). Nespojité
kone¢né prvky jsou pouze jeji drobnou obménou, kterou zavedl Goldin (1964)
pfi feSeni problému prenosu neutrond. V astronomii ji poprvé pouzil pfi pfenosu
zéfeni Castor s kol. (1992). Do vice rozmért ji zobecnil Dykema s kol. (1996).
Metodu konec¢nych prvkt pouzila ve tfech dimenzich pfi feseni monochromatické
statické rovnice prenosu zafeni Richlingova s kol. (2001).

Metoda nespojitych konecnych prvki je zobecnénim metody koneénych prvki
(viz napf. Rektorys, 1980). Tato metoda hledd vhodné bazové funkce pro Ga-
lerkinovu metodu, kterd resi diferencidlni rovnici

Au = f. (4.23)
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A je diferencidlni operator s defini¢nim oborem D(A) hustym na redlném Hil-
bertové prostoru H, u je hledané feSeni a f vektor pravé strany. V Hilbertové
prostoru zvolime podprostor Vi a v ném hledame piiblizné feSeni ux ve tvaru

K
U = Z akgzﬁk. (424)
k=1

Pro feSeni musi platit
(Auk—f,qﬁk):O k?:].,...,K, (425)

kde kulaté zavorky oznacuji skaldrni soucin definovany

(u,v) = /u(w)v(x)da: (4.26)

Funkce ¢y, jsou bazové funkce v podprostoru Vi . Zde jsme feseni v nekonecné di-
menzionarnim prostoru nahradili pfibliznym feSenim z kone¢ného podprostoru.
Predpokladali jsme pti tom, ze podprostor Vi je dostateéné bohaty. V tomto
pripadé je reziduum Augx — f malé a lze jej zanedbat.

Béazové funkce v podprostoru Vi najdeme pomoci metody kone¢nych prvkii.
Danou oblast rozdélime na bunky a prvky baze zvolime tak, aby byly nenulové
jen v oblasti jedné bunky. Za bazové funkce pak bereme jednoduché funkce, nej-
¢astéji polynomy. Necht L oznacCuje pocet nenulovych bazovych funkci v jedné
butice w; (L = K/pocet bunék), potom pro kazdou buiku resime systém alge-
braickych rovnic

(A(arwy + - -+ arwr) — f,wy) =0,

cey

(A(aywy + -+ apwy) — fywy) =0. (4.27)

U metody nespojitych konecnych prvki do rovnic zahrneme reziduum
Aug = Aug — f, které vznikne nahrazenim nekonec¢né rozmeérného prostoru
konec¢né dimenziondlnim. Pro kazdou buiiku potom mame misto (4.27) tuto
soustavu algebraickych rovnic

(Alarwy + -+ - +apwr) — fywy) = (Aay,wy),

(A(a1w1 +---+aLwL) —f,wL) = (ACLL,’U)L). (4.28)

Aa;,l = 1,..., L jsou komponenty vektoru rezidua Auy v dané bunce. Rezi-
duum lze interpretovat jako rozdil mezi hodnotou hledané funkce v dané zéné
a v predchézejici. Systém algebraickych rovnic (4.28) ¥eSime pro nezndmé koefi-
cienty a; v kazdé bunce.

Ziskané teSeni z dané bunky neni presné hledané reSeni, ale velmi se mu
blizi. Abychom obdrzeli hledané feSeni, v kazdém sitovém bodé& zprimeérujeme
hodnoty spocitané z okolnich bunék. Timto krokem se feseni vyhladi a mizeme
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je povazovat za feSeni rovnice (4.23). Pro ptenos zafeni v hvézdnych atmosférach
je tato metoda vhodné, protoze velic¢iny, které nam vstupuji do rovnice prenosu
zareni, se méni o nékolik rddi. Pro nalezeni vhodné aproximace feseni bychom
bazové funkce. Metodu nespojitych kone¢nych prvki nyni pouzijeme pro reseni
statické rovnice pienosu zafeni v planparalelni geometrii.

feSeni rovnice prenosu zareni v planparalelni geometrii

Ve statickém pripadé ma rovnice pfenosu zafeni tvar

p BTGB e (). (4:29)

Zavedeme diskretizaci geometrickych hloubek z = {z4},(d = 1,..., D). Index
d = 1 odpovida nejhlubsi vrstvé. V kazdé bunce predpokladame linedrni zavis-
lost intenzity na geometrické hloubce (viz obr.4.1). Intenzitu v libovolném bodé

intenzita Tiat
I 441
I,
Iiq
Iy q

24 z Zg+1  geometrica hloubka

Obrazek 4.1: Zavislost intenzity na geometrické hloubce v buice < z4, 2441 >.

z bunky (24, z4+1) mizeme vyjadiit vztahem

I(z) _ Zd+1 — % T+ Z—2q Logsr. (4.30)
Zd+1 — Zd Zd4+1 — Zd

Intenzita je linedrni kombinaci prostorovych funkeci s koeficienty rovnymi in-
tenzité v sifovych bodech intervalu I; 4 a I 41 . Tyto funkce jsou bazovymi
funkcemi. Oznacime je w

Zd+1 — % zZ—ZzZq

wi,4(z) = wa,at1(2) = (4.31)

, _
Zd+1 — Zd Zd4+1 — Zd
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Predpokladame také linedrni zavislost vSech ¢lend v rovnici (4.29) na geomet-
rické hloubce v oblasti bunky.

n(z) = wi,a(2)Na + w2,a4+1(2)Na+1, (4.32)
x(2)I(2) = wi,a(2)xal1,a + w2,4+1(2)Xar 112,441 (4.33)
Vyraz pro intenzitu (4.30) spolu s témito vztahy dosadime do rovnice (4.29)
dw dw
wilia L I g1 — 2t ) o
dZd dZd

NaWw1,d + Na+1W2,d+1 — Xal1,daw1,a — Xd+112,d+1w2,441. (4.34)

Tuto rovnici skaldrné vynasobime bazovymi funkcemi (4.31) a ziskdme soustavu
algebraickych rovnic

d’LULd

dZd

dws g1+1
dZd

Xal1,qwi qw1,qa — Xd+112, gr1wi qwa g+1, (4.35a)

wly qwi q + plo gr1wi g = NqW1,qW1,d + Nd+1W1,dW2,d+1—

dw; 4 dws g1
—+pls gr1we gy1 ———
dZd Hi2.d+ s+ dZd

Xalt,aw1,awa,a+1 — Xa+112,a+1W2,a41w2,a41 — (1,0 — Io,a) wo,a41.  (4.35b)

Iy qwa g1 = NqW1,qW2 g+1+Nd+1W2 411 W2 d41—

Vektor rezidua je nenulovy jen pro druhou rovnici. Jako vektor rezidua jsme
zvolili rozdil mezi aktudlni a predchozi buitkou (skok v intenzité). Rozdil mezi
feSenim z aktudlni a nasledujici bunky je zahrnut az do rovnic pro nasledu-
jici bunku. Tyto rovnice zintegrujeme pres objem bunky a ziskdme soustavu
algebraickych rovnic

AL =b. (4.36)
Prvky matice A a vektoru b jsou
B SR R 20 CT8

(4.37)

a vektor reseni

I= ( L ) (4.38)
Iy g1

Tuto soustavu musime fesit pro kazdou buinku. Vyslednou intenzitu ziskdme
napiiklad jako aritmeticky primér

L+
R (4.39)
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Pro feseni potiebujeme jesté znat hrani¢ni podminky. Spodni hrani¢ni pod-
minku lze obecné vyjadrit

L1 = I(Zmin, 14, V) (4.40)
a horni hrani¢ni podminku
L p = I(zZmaz, — 1, V). (4.41)
U hvézd mtzeme za spodni okrajovou podminku (4.40) vzit napiiklad difuzni
priblizeni
0B,

I2’1 = B,,(Z = Ro) + 1 D2

. (4.42)
Z:Ro
V pripadé, ze je hvézda osamocena, lze zafeni, které na jeji povrch dopada
zanedbat a horni hrani¢ni podminku (4.41) zapsat

Iip=0. (4.43)

U mlhovin se zméni pouze spodni hraniéni podminka — I5; je rovno specifické
intenzité zareni prichazejici z centralni hvézdy. U akrecnich diskt je situace

vvvvv

jsou urceny zarenim prichazejicim ze sousednich vrstev.

4.2 Dvoudimenzionalni metody

Jednodimenzionalni modely nam nedovoluji popsat nékteré pripady. Napriklad
pro studium chromosféry, korony, slunec¢nich protuberanci, neradialnich oscilaci,
akrecnich diskt nebo nesférického vétru u horkych hvézd musime pouzit jiz
dvoudimenzionalni popis. Problém pienosu zareni se tim podstatné zkomplikuje.

V opticky tenkych prostiedich, napriklad pii vypoc¢tu molekulovych ¢ar nebo
ultrafialového kontinua, miizeme pouZit metodu Monte Carlo (Boissé, 1990).
Bohuzel pro opticky tlustd prostiedi konverguje velmi pomalu. V téchto pod-
minkach lze vyuzit metody, kterd vychézi z difuzniho priblizeni. Pokud fesime
problém prenosu zareni v opticky tenkém i tlustém prostredi, musime pouzit me-
todu diskrétni soutradnicové sité. Této skupiné metod se budeme vice vénovat,
protoze jsou vhodné pro vypocet hvézdného spektra.

4.2.1 Metoda nespojitych koneé¢nych prvkua

Metodu nespojitych kone¢nych prvkd ve dvou dimenzich vyvinul Dykema se
svymi kolegy (1996). Pfili§ se nelisi od jednodimenzionalniho pfipadu. Pouze
v rovnicich (4.28) se vyskytuje objemovy integrél a plosny integrél, ktery cha-
rakterizuje zménu intenzity na hranici bunék. Ve dvou dimenzich mame vice
moznosti volby sité, coz nam umoznuje 1épe vyuzit pripadné symetrie problému.

Tato metoda se v praxi prili§ nepouziva pro svou naroc¢nost na vypocetni
cas. Podél kazdého zvoleného paprsku musime fesit v kazdé bunce soustavu

vvs

nez pouhé nasobeni, jako je tomu u nize popisovanych metod.
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4.2.2 Metoda dlouhych charakteristik

Metodu dlouhych charakteristik pouzil pro feSeni rovnice prenosu zareni napf.
Cannon (1970). V kazdém sitovém bodé vedeme paprsek podél predem zvo-
lenych smért. Podél tohoto paprsku interpolujeme charakteristiky prostiedi —
opacitu a zdrojovou funkci. Muzeme pouzit linearni i kvadratickou interpolaci.
Obé maji své vyhody i nevyhody, o kterych se zminime pozdé&ji. Podél paprsku
(viz obr. 4.2) uréime optickou hloubku a Fesime rovnici pfenosu zareni nékterou
z jednodimenziondlnich metod. Takto ziskdme kompletné popsané pole zareni.

Obrazek 4.2: Schéma dlouhych charakteristik.

Bohuzel, tato metoda je velmi naro¢né na vypocetni ¢as a na pamét pocitace.
Proto byla vytvorena metoda kratkych charakteristik.

4.2.3 Metoda kratkych charakteristik

Metoda kratkych charakteristik (Kunasz & Auer, 1988) je obménou predchozi
metody. Rovnici prenosu zarfeni podél paprsku fesime pouze v oblasti jedné
butiky ohrani¢ené siti (viz obr.4.3). V bodé M a O zjistime interpolaci opacitu
a zdrojovou funkci. Mezi témito body spocitame optickou hloubku ATy, a feSime
rovnici prenosu zafeni

ATy
Io = Ipype ™2™ 4 / S(t)el=(Am=tlgy, (4.44)
0

Iy je intenzita v bodé M, kterou zjistime interpolaci. S(t) je zdrojova funkce
mezi body M a O.

Zévislost zdrojové funkce na optické hloubce mezi body M a O muizeme
vyjadfit bud linedrné, nebo parabolicky pomoci bodi M, O a P. Linearni in-
terpolace je pouzitelnd pro libovolnou sit. Bohuzel, feSeni selhava ve velkych
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Obrézek 4.3: Schéma kratkych charakteristik.

optickych hloubkach, kde neziskdme difuzni pfiblizeni (Auer, 2003). Tomuto
problému se vyhneme, pouzijeme-li kvadratickou interpolaci. Ta je i v mnoha
pripadech presnéjsi, ale v oblastech s velkym gradientem zdrojové funkce mii-
zeme ziskat nesmyslné feseni. V nékterych numerickych modelech se proto pou-
zivaji obé interpolace v zavislosti na charakteristikach prostiedi v danych bodech
sité. Kvadratickou interpolaci jde ale pouzit pouze pro ortogonalni sit. Charak-
teristiky prostiedi v bodech M, O a prfipadné i P zjistime bud linearni nebo
parabolickou interpolaci. Parabolickou interpolaci i zde lze pouzit pouze pro
ortogondlni sit.

Vypocetni ¢as pro metodu kratkych charakteristik je amérny N, N,L, kde
N, je pocet sitovych bodt v ose x, N, v ose z a L je pocet frekvenéné-tihlovych
bodii. Pro srovnani, vypocetni ¢as u metody dlouhych charakteristik je N2 NZ2L.
Z tohoto divodu se metoda kratkych charakteristik velmi ¢asto pouziva, ackoliv
pole zareni zde neni tak globalné popsano jako u metody dlouhych charakteris-
tik.

4.2.4 Metoda FeSeni rovnice prenosu zareni v osové
symetrii

V této kapitole vyuzijeme osové symetrie. Tento predpoklad je splnén pro vétsinu
hvézd. Pouze v pripadé tésnych dvojhvézd muze dojit k deformaci vlivem sla-
povych sil sousedni slozky. Toto feseni prenosu zatreni také nelze pouzit u hvézd
s velmi rozsahlymi skvrnami ve fotosfére. Napiiklad u nékterych rudych obrt
nebo chemicky pekulidrnich hvézd. Metoda také neni vhodnéa pro hvézdy s nera-
didlnimi pulzacemi. Na druhou stranu je tato metoda velmi uzitecna pii studiu
hvézdného vétru, hvézdné rotace nebo osové symetrickych planetarnich mlhovin.
U téchto objekti je potieba pocitat s vicerozmérnym prenosem zareni, avSak
kompletni 3D vypocet je zde zbytetné ¢asové narocny.
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Zavedeme sféricky symetrickou soufadnicovou sit (7,6, ¢). Predpokladame,
Ze v kazdém sitovém bodé zname charakteristiky prostiedi — opacitu a emisivitu.
Hvézdou prolozime roviny, které jsou rovnobézné s rovinou 6 = 0 (viz obr. 4.4)
(dale je budeme nazyvat podélngmi rovinami). V kazdé podélné roviné zvolime

)

Obrazek 4.4: Schéma podélnych rovin.

polarni soustavu soufadnic a definujeme sit kruznic a radidlnich primek (viz obr.
4.6). Do nové soufadnicové soustavy interpolujeme opacitu, zdrojovou funkei a
pripadné také rychlost pohybu prostiedi. V tomto pfipadé pouzijeme linedrni
interpolaci, protoze jsme zvolili neortogonalni sit. V kazdé podélné roviné fesime
prenos zareni nezavisle.

V dané podélné roviné fesime prenos zafeni nejprve s vyuzitim horni hra-
ni¢ni podminky smérem ke stfedu roviny a potom v opa¢ném sméru, kdy pou-
zijeme spodni hrani¢ni podminku. V rovinach, které protinaji centralni oblasti
hvézdy, miazeme za spodni hrani¢ni podminku vzit difuzni pfiblizeni. V ostat-
nich rovinach tuto podminku nahradime intenzitou zareni, kterou jsme spocitali
z predchoziho kroku (vypocet ve sméru od povrchu hvézdy).

Pro ziskani celkového pole zatreni vyuzijeme osové symetrie problému. V kazdé
podélné roviné zname pole zareni. Jako vychozi rovinu zvolime podélnou rovinu,
kterd prochézi stfedem hvézdy. V sitovych bodech této roviny zname pole za-
feni ve zvolenych smérech lezicich v této roviné. Pole zareni v ostatnich smérech
(mimo podélnou rovinu) ziskdme rotaci ostatnich podélnych rovin kolem osy
symetrie. Diky tomu je nutné zvolit sif bodi v podélnych rovinich ve stejné
vzdéalenosti od roviny rovniku (viz obr. 4.5). To m4 za nésledek, Ze roviny vzdé-
lenéjsi od stfedu maji men$i pocet sitovych bodid. To oviem nevadi, protoZze
v téchto oblastech je jiz optickd hloubka mala.
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Obrézek 4.5: Schéma pro popis celkového pole zareni. Diky osové symetrii jsou
thly 8 shodné. Podélné roviny pak mutuzeme otocit kolem osy symetrie a ziskat
pole zareni v celém prostoru kolem sitového bodu.

reSeni v podélné roviné ve sméru od vnéjsi hranice fotosféry k cent-
ralnim oblastem

Regeni za¢neme na horn{ hranici podélné roviny (hvézdném povrchu), kde zndme
specifickou intenzitu dopadajiciho zafeni (horni hrani¢ni podminku). V kazdém
sitovém bodé zvolime na kvadrant tfi paprsky, podél kterych budeme prova-
dét integraci (viz obr. 4.6). Uhly, pod kterymi vedeme paprsky, miizeme zvolit
stejné jako v planparalelnim pripadé, tj. 4 ~ 0.9,0.5,0.1. Méfime je od normaly
sitové kruznice v daném bodé. Paprsky vedeme az k nésledujici sitové kruznici,
tedy povolujeme, aby paprsky protly i nékolik sitovych radidlnich pfimek. Neni
potieba brat vice paprskii na kvadrant, nebot informaci o zafreni z dalSich smérta
ziskadme z feSeni v ostatnich podélnych rovinach (viz obr. 4.5).

V bodech, ve kterych paprsky protinaji sitové kruznice nebo radialni sitové
primky, interpolujeme intenzitu, opacitu, zdrojovou funkci a pripadné také rych-
lost pohybu prostredi. PouZijeme linearni interpolaci, protoze nami zvolend sit
neni ortogonalni. Mezi jednotlivymi pruseciky AB, BC' a CD (viz obr. 4.7)
spocitame optickou hloubku podél paprsku

Atiap) = (X(a) + X(B))Asap) /2 (4.45)

As(ap) je velikost Gsecky mezi body A a B, As(ap) =| AB |. Integraci rovnice
prenosu zareni (2.18) ziskdme vyraz pro specifickou intenzitu

AT(AB)
Iy = Iae™ 270 + /0 S(t)el=(Aram=Dlgy, (4.46)
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radialni sitova primka

sitova kruznice

Obrazek 4.6: Schéma souradnicové sité pro vypocet intenzity od povrchu smérem
k nitru hvézdy.

Obrazek 4.7: Integrace podél paprsku. Opacita a zdrojova funkce je znama ve
zvyraznénych sitovych bodech. V bodech B, C' a D jejich hodnoty zjistime li-
nearni interpolaci.

V kazdém tseku predpokladame linedrni zavislost zdrojové funkce na optické
hloubce

S(t) = at +b. (4.47)
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Koeficienty a, b uré¢ime pomoci hodnot zdrojové funkce v danych prisecicich (A
a B). Integral (4.46) miZzeme za tohoto predpokladu analyticky vyjadrit

I(B) — I(A)e—AT(AB) +a (AT(AB) — 1+ e—AT(AB)) +b (1 _ e—AT(AB)) (448)

a ziskat tak specifickou intenzitu v bodech B, C' a D.

Integraci podél paprsku provadime na jednotlivych tsecich hned ze dvou
divodi. Vzhledem ke zvolené siti je parabolickd aproximace zdrojové funkce na
optické hloubce nevhodné (Kunasz & Auer, 1988). Na celém tseku AD by vSak
linearni zavislost zdrojové funkce na optické hloubce velmi $patné odpovidala
skutecnosti. Druhym ddvodem, pro¢ pouzivame integraci po ¢astech podél da-
ného paprsku, je moznost zahrnuti rychlostniho pole. V jednotlivych bunkach
lze predpokladat konstantni rychlost prostiedi a resit statickou rovnici prenosu
zéfeni. Zménu rychlosti pfipustime pouze na hranici bunék (blize viz kap. 5.2).

feseni od nitra k povrchu

Postup je velmi podobny predchozimu. Z obr. 4.4 je patrné, ze nékteré roviny
neprotinaji oblast spodni hrani¢ni podminky. Pro tyto roviny vezmeme jako
spodni hrani¢ni podminku intenzitu zafeni, kterou jsme ziskali z predchoziho
kroku (feSeni od povrchu smérem k centru). U téchto rovin musime fesit pie-
nos zareni i v sitové kruznici s nejmensim polomérem. Z daného bodu vedeme
paprsky pod stejnymi thly jako v predchozim piipadé. Paprsek, podél kterého
fesime prenos zareni, rozdélime z vySe popsanych divodid na dvé oblasti (viz
obr. 4.8). Nyni jiz mtzeme pfistoupit k feSeni pfenosu zafeni smérem od centra
k povrchu.

Obrazek 4.8: Vypocet intenzity v oblasti sitové kruznice nejmensiho poloméru
u podélnych rovin neprotinajicich oblast spodni hrani¢ni podminky.
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V kazdém sifovém bodé zvolime paprsky, nejlépe pod stejnymi thly jako
v predchozim piipadé. Paprsky opét kon¢i na nejblizsi sitové kruznici (viz obr.
4.9), takze mohou protnout i vice sitovych p¥imek. V prisecicich opét interpo-

Obrazek 4.9: Schéma pro vypocet intenzity z nitra hvézdy k jejimu povrchu.

lujeme intenzitu, opacitu, zdrojovou funkci, pfipadné rychlost. Mezi pruseciky
spoCitame optickou hloubku a integrujeme podél paprsku (4.48).

Tato metoda je ve své podstaté kombinaci metody dlouhych a kratkych
charakteristik. Umoznuje nam 1épe popsat globalni charakter pole zareni nez
metoda kratkych charakteristik a vypocetni ¢as je pritom mnohem mensi nez
u dlouhych charakteristik. Metoda je vhodna pro rychle rotujici horké hvézdy.
Také ji lze vyuzit pti studiu akrec¢nich diskti nebo u osové symetrickych plane-
tarnich mlhovin.
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Kapitola 5

Reseni rovnice pienosu
zareni v pohybujicim se
prostredi

Rada modelti na vypocet hvézdného spektra je statickd (viz kap. 1). V nékte-
rych situacich v8ak pohyb latky nelze zanedbat. Problém pienosu zatreni se tim
podstatné zkomplikuje, nebot koeficienty emise a absorpce se stanou thlové
zavislé.

Pro kontinuum mtizeme resit statickou rovnici prenosu zareni, protoze v ob-
lasti Dopplerova posuvu se koeficienty absorpce a emise zméni jen velmi maélo.
V ¢afe se tyto koeficienty mohou velmi ménit, proto nemtzeme pohyb prostiedi
zanedbat. Pro feseni rovnice prenosu zatreni existuji dvé skupiny metod — v sou-
stavé spojené s prostiedim a s pozorovatelem.

V soustavé spojené s pozorovatelem lze resit komplikovanéjsi pole rychlosti
a to i ve vice rozmérech. S rostoucim gradientem rychlosti musime vSak pouzit
vice frekvenc¢nich bodt, proto se tato metoda pouZziva jen pii malych rychlostech
nepiesahujicich nékolik tepelnych rychlosti. Pii velkych gradientech rychlostniho
pole mtzeme vyuzit Sobolevovu aproximaci, kde problém prenosu zareni preve-
deme na vypocet pravdépodobnosti Gniku fotonu (Sobolev, 1957).

Jak malé tak i velké gradienty rychlosti lze fesit v soustavé spojené s prostie-
dim. Koeficienty absorpce a emise zde maji stejny tvar jako ve statickém pripadé,
avsak v rovnici prenosu zareni se objevi dodatecné cleny vyjadiujici zménu frek-
vence diky Dopplerovu jevu a aberaci. Velmi casto se tato rovnice fesi pomoci
Feautrierovych proménnych (viz Mihalas a kol., 1975, 1976a, 1976b, 1976¢, Mi-
halas & Kunasz 1978). Feautrierovu metodu lze pouzit jen pro monoténni rych-
lostni pole. Také neni vhodné pro relativistické pripady, kde diky aberaci dojde
k zakiiveni charakteristik (Mihalas, 1980). Vliv aberace a advekce lze zanedbat,
je-li v/c < 0.01 (viz Mihalas a kol., 1976b).

Tato podminka je splnéna pro vétsinu pripadd hvézdného vétru a i u nov lze
tyto jevy zanedbat (Hauschildt a kol., 1995). Price Barona a kol. (1996) ukazuje,
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ze pro rychlosti v&tsi nez ~ 2000km - s~! jsou tyto jevy uz nezanedbatelné.
Dalsi studie vlivu aberace a advekce udélal Peraiah (1987, 1991), ktery zjistil
vyznamné odchylky stfedni intenzity a toku pro rychlosti mezi 1000km -s~' a

5000km - s~ 1.

5.1 Jednodimenziondalni piipad - rovinna geo-
metrie

V kapitole 2.4 jsme odvodili tvar rovnice prenosu zareni pro pohybujici se pro-
stfedi v rovinné geometrii. Nyni se vénujme podrobnéji jejimu feseni. Metodou
nespojitych konec¢nych prvkid vyfresime rovnici pfenosu zareni v jejim nejbéznéj-
§im tvaru v soustavé spojené s prostfedim jak s vlivem aberace tak i bez néj.
Nejdrive si vsak ukazeme feseni pomoci lokalni Lorentzovy transformace.

5.1.1 ReSeni pomoci lokalni Lorentzovy transformace

V této kapitole vyuzijeme invariatnosti rovnice prenosu zareni vzhledem k Lo-
rentzové transformaci (viz 2.4.1). Pohybuje-li se prostfedi konstantni rychlosti,
muizeme v soustavé s nim spojené Tesit statickou rovnici pfenosu zareni. Je-li
pritomen gradient rychlostniho pole, 1ze danou oblast rozdélit na ¢asti, v nichz
je rychlost latky ptiblizné konstantni. V kazdé bunce resime statickou rov-
nici a na hranici zén provedeme Lorentzovu transformaci frekvence a intenzity.
Vzhledem k tomu, 7e se na hranici bunék méni intenzita zareni skokem (z Lo-
rentzovy transformace), mizeme s vyhodou pouzit pro feSeni rovnice pienosu
zareni metodu nespojitych koneénych prvka (viz 4.1.4).

Zavedme diskrétni soufadnicovou sit geometrickych hloubek {z4}. V kazdé
bunice predpokladejme konstantni rychlost latky. Zménu rychlosti dovolme jen
na jejich hranici. Na hranici bunék se také skokem méni intenzita a frekvence
podle transformace

3
L= <M> L.a, (5.1)
Vi—1/2
1
Av AvZ\ "2
Vit1/2 = Va—1/2 (1 - ,UTd> (1 - C—2d> . (5.2)

Index d 4 1/2 oznac¢uje vlastnosti v buiice mezi body d a d + 1. Av, je rela-
tivni rychlost sousednich cel. Nejsou-li rychlosti relativistické, miizeme polozit
(Vd/Vd,1)3 ~ 1.

V praxi zvolime frekvenc¢ni body stejné jako ve statickém pripadé. Na hrani-
cich zén zjistime Dopplertiv posuv z (5.2) a interpolujeme intenzitu I 4 v téchto
“novych” frekvencich. Je mozné pouzit jak linedrni, tak kvadratické interpolace.
Vysledek se lisi az na Sestém tadu. Pro kazdou buniku a kazdou frekvenci fesime
rovnici (4.29) pomoci metody nespojitych koneénych prvka popsanou v (4.1.4),
tj. fesime systém algebraickych rovnic (4.36) s matici A a vektorem b danych
(4.37).
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Tato metoda je efektivni v pripadé malych rychlostnich gradientii. Na hranici
kazdé bunky musime zarucit, ze frekvencni posuv nebude vétsi nez Dopplerova
polositka. Aby tato podminka byla splnéna i pro velké gradienty rychlosti, rozdé-
lime oblast do vice bunék, coz zpomali vypocet. Pro piipad velkych rychlostnich
gradienti je lepsi vyuzit Sobolevovy aproximace.

5.1.2 ReSeni rovnice pienosu zaieni v soustavé spojené
s prostiedim bez aberace

Nyni se podivame na primé feSeni rovnice prenosu zafeni v soustavé spojené
s prostfedim. I zde pouzijeme metodu nespojitych konecnych prvkia. Nejprve
zanedbame aberaci a budeme Fesit rovnici (2.56)

u08[0(27u07’/0) _ N%VO@aIO(ZaHOaVO) —

0z c 0z vy

m0(2,v0) — xo(2,v0) 1o (2, po, o). (5.3)

Tato rovnice plati pro nerelativistické rychlosti, kdy z ~ zq, proto v dalsim textu
opustime od indexu ¢ u z.

Zavedeme diskrétni sit geometrickych hloubek z = {z;},d =1,..., D a frek-
venci vg = {vp,n},n = 1,...,N. Intenzitu uvniti kazdé bunky vyjidiime jako
linedrni kombinaci intenzit v sitovych bodech a prostorovych funkci. V kazdé
buiice prolozime rovinu, kterd prochézi intenzitou v sitovych bodech (viz obr.
5.1) a zvolime prostorové funkce

I
Iy

v; Vit1 v

Zd

Zdy/
z

Obrazek 5.1: Schéma pro vyjadreni intenzity v bunce.

Zd+1 — % zZ— Zq
Ta=——— Tayr =
Azd ’ + Azd ’
Yo,n+1 — Vo Vo — Vo,n
R Npj1 = ———=
AI/()’n AVO,n
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kde Azg = z441 — 24 & Ay, = Vo,n+1 — Vo,n. Déle pouzijeme zjednoduseného
zapisu

T, =Ty, T = T, N1 = Ny, Ny = Npa1.

Nejprve vyjadiime intenzitu I] (viz obr.5.1) mezi I1; a I

z —Z zZ—Z
I{ =1 d—sz + I Ade =T + 1515 (54)

a Ié mezi 112 a 122

Zd+1 — % zZ— Zq
=T I =TI To155. 5.5
5 12 Az, + L2 Az, 1112 + 12122 (5.5)

Intenzitu v libovolném bodé bunky I, ,, zapiSeme

L., =1 ”O”Z;O; U ”OA_VO’T:" = NI, + NoI (5.6)
a pomoci (5.4) — (5.6) upravime na
I, =TiNiI;; + ToNi I + T1 Nodis + ToNoIss. (5.7)
Pro jednodussi popis zavedeme
L — I, Ly — Is,
I,y — I, Iy — 14
a
wy =T1 Ny, wy = TNy,
w3 = T No, wy = ToN>.

Vztah pro intenzitu nyni zjednodusené zapiseme
4
Loy, =wily + woly +wsls +waly =Y wily. (5.8)
k=1

Tento vyraz pro intenzitu a podobné pro emisivitu 7 a ¢len xI (viz kap. 4.1.4)
dosadime do rovnice prenosu zareni (5.3) a pro kazdou bunku ziskdme

L Owy udvo Ov L Qwy ! !
I, — — — I,— = — 1, 5.9
liokz::l k 92 c oz 2 kaug ;wlmk kz::lkak k> (5.9)

kde ni a xj, je emisivita a opacita v sitovych bodech bunky.
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Nyni tuto rovnici vynasobime bazovymi funkcemi w; a zintegrujeme pres
objem bunky

4
Z {Mofk //wl—d dvy — ——[kll()k//w[—dzdllo] =

k=1
4
Z {nk // wiwydzdvy — x I}, // wywgdzdyy + (I — I7) // wldzdl/o] .
k=1
(5.10)
Index * oznacuje intenzitu z predchozi bunky. Posledni ¢len na pravé strané

vyjadiuje skok intenzity na hranici zén. Pro jeho vyjadfeni pouzijeme obrazek
5.2,

Y
Tapnt1,2
Yo,n+1 St
Lany1,4| Lant1,3 Lat1,nt1,4
o TIona | Iang  latin2
n
Tina | langs
Vo,n—1
Zd—1 Zd Zd+1 z

Obrézek 5.2: Schéma pro vyjadfeni skoku intenzity na hranici buiky (viz
rov. 5.11). Zvyraznény ¢tverec oznaCuje aktudlni bunku.

L —(Ign2+ Ians+ Iana)/3
0
Is — (Igmt12 + Tant1,4)/2
0

I-T1°) = (5.11)

Pro kazdou buitkku mame systém ¢tyf rovnic (5.10) pro vektor nezndmych in-
tenzit I

I I(Zd; Vo,n)
I I(Zd+1, 0] n)

I= = ’ . 5.12
I3 I(Zd;VO,nJrl) ( )
Iy I(zg+1, Vo,n+1)



V kazdé bunce resime rovnici
Al = b. (5.13)

Cleny matice A a vektoru b jsou popsiny v dodatku B.

Pro ziskani kompletniho popisu pole zareni cely proces zopakujeme. Vyuzi-
jeme-li nejprve napt. spodni hrani¢ni podminku, vyresime ve sméru z hlubokych
vrstev k povrchu pro kazdou buiiku soustavu rovnic (5.13). Potom cely proces
zopakujeme, tentokrat v opacném sméru s vyuzitim horni hrani¢ni podminky.
Za spodni hrani¢ni podminku mutZzeme vzit naptiklad difuzni priblizeni (4.42) a
na horni hranici predpokladat, ze nedopada zareni. Okrajové podminky pro frek-
vence plynou piimo z tohoto feSeni rovnice prenosu. V prvnich bunkach {d, 1}
je zména opacity a emisivity diky Dopplerovu jevu velmi mald, takze se zde fesi
statickd rovnice. Vyslednou intenzitu v sitovém bodé {d,n} ziskdme podobné
jako v predchozim pripadé (4.39)

4
1
Ian = ; Tink (5.14)

5.1.3 ReSeni rovnice pienosu zaieni v soustavé spojené
s prostiedim s aberaci

Nyni popiSeme feSeni rovnice prenosu zareni se zahrnutim nejen Dopplerova
jevu, ale také aberace (2.55)

WO ml e 9 oo 0o
{(NO + c) 0z + c 0z o c 0z 0vy +3 c 0z

no(2, %) — xo(2,v0)Io(2, po, v0).  (5.15)

IU(Z;NO)VO) =

Ze stejného dtvodu jako v predchozi kapitole jsme zde vynechali index g u z.
Zavedeme diskrétni sit geometrickych hloubek z = {z4}, Ghla po = {u;} a
frekvenci vy = {vy,,}. Pro kazdou buitku zvolime nésledujici bazové funkce

Zd+1 — % 2 — Zd
T = - T =
1 AZd ) 2 AZd )
Miv1 — [ B i
M = M =
1 Aﬂz ) 2 A,Ufz )
Yo,n+1 — Vo Vo — Von
N - N _
! Alloyn ’ ? AV(),n

kde Azqg = zg41 — 24, Api = Pix1 — M4, & Ay = Vo pt1 — Vo,n- Intenzitu
v libovolném bodé bunky vyjadrime

In(z, po,v0) = RiM1N1Ii11 + RoMiNiIs11 + RiMyNi Loy + RoMoNy oo+
RiMiNyli1s + RoMiNolzio + Ry MaNoli + RoMoNolygs.
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Stejné jako v predchozi kapitole zavedeme oznaceni

Ly — I, Iy — I3,
Ly — I3, Iyoy — Iy,
Lz — I, Iy12 — I,
Ly — I, Iy — Iy,
wy = Ry M Ny, wy = Ry M1 Ny,
wz = Ry M> Ny, wyg = Ry M3 Ny,
ws = Ry M1 N», we = KoMy Na,
wy = Ry M3 N, wg = Ry M3 N>

a prepiSeme vztah pro intenzitu Ip(z, o, ¥o)

I (z, pto, Vo) Zwkfk (5.16)

Tento vyraz dosadime do rovnice pfenosu zareni (5.15), vynasobime bazovymi
funkcemi w; a zintegrujeme pres objem bunky. Ziskame soustavu algebraickych
rovnic

{,uo w1g wl—dzduodl/o + I — /wl%dzd,ugduo

1

8 190v 8wk
8—u0 k(No e — Uk 8 E dzdpodvy — - azug,kugfk /wla—yodzdugdl/o
30v , i
+- s = Mo, ele | wwrpdzdpodyy | = E Nk | wwrdzdpgdyy

k=1

—xr1Ip /wlwkdzd,ugduo + (I —I,:)/wldzduodl/g] . (5.17)

Posledni ¢len v rovnici (5.17) vyjadiuje skok v intenzité na hranici zény. Vyja-
diime jej s pomoci obr. 5.3 jako
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Obrazek 5.3: Schéma pro vyjadieni skoku intenzity na hranici zdny.

L —(Tgin2 +1ains + Iaina + Iains
+laine + Laing +Iains)/7
0

Is — (Igiv1m2 + laivina + Laivinet
Iijivint + T itins)/5

. 0
I -1) = (5.18)
Is — (Igim+12 + Laint1,3 + Laint1 4+

TIiint1,6 + Laint1,7 + Idint1,8)/6
0
It — (Tgi41n41,2 + Lo vt nt1.a + La b1 16+
Liit1,n41,8)/4
0

Pro kazdou bunku mame soustavu osmi algebraickych rovnic pro osm ne-
znamych I,

AL =b. (5.19)

Reseni provddime jak ve sméru z horniho okraje fotosféry k nitru hvézdy, tak
i z hlubokych vrstev k fotosfére, abychom vyuzili horni (4.43) i spodni okrajo-
vou podminku (4.42). Postup je podobny jako v predchozim piipadé. Nejprve
FeSime rovnici podél frekvenci, potom thli a nakonec podél hloubkovych bodi.
Vyslednd intenzita v sifovém bodé je

8
1
Tain = 3 ; Ta i, k- (5.20)
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5.2 Dvoudimenzionalni pripad - osova symetrie

V kapitole 4.2.4 jsme popsali metodu reSeni prenosu zafeni pro pripad osové
symetrie. Nyni se podivejme, jak do této metody zahrnout rychlostni pole.
Pienos zareni budeme fesit v soustavé spojené s prostiedim. Pro vétSinu pii-
padu lze zanedbat aberaci, proto dale budeme brat v ivahu pouze Doppleriv
jev. V kazdém sifovém bodé vyjadiime opacitu a emisivitu v klidové soustavé.
Predpokladame, ze rychlost prostiedi je v dané bunce konstantni a méni se sko-
kem pouze na hranici z6n. Provedeme Lorentzovu transformaci frekvence (2.38)
v kazdém priseciku (viz obr. 5.4) a zndmou intenzitu na téchto frekvencich

AV

d-1, th+1

Obrazek 5.4: Schéma pro resSeni prenosu zareni v osové symetrii pro pripad
nenulového gradientu rychlostniho pole. Index d oznacuje ménici se radialni
vzdalenost a index th thlovou vzdalenost 6.

interpolujeme do klidovych frekvenci v dané bunce. Interpolaci intenzity do kli-
dovych frekvenci miuzeme vzit jak linedrni, tak kvadratickou. Vysledky se 1isi
aZ na Sestém fadu (viz kap. 5.1.1). Lorentzovu transformaci intenzity pro malé
rychlosti provadét nemusime, nebot rozdil intenzit je zanedbatelny (5.1). V pii-
padé hvézdného vétru horkych hvézd jsou namérené rychlosti v nekonecnu v
kolem 2000 km-s~'. Rozdélime-li atmosféru ptiblizné na sto hloubkovych vrstev,
potom gradient mezi jednotlivymi vrstvami je asi (zavislost v(r) neni linedrni)
kolem 200km - s~1. Z Dopplerova jevu (2.38) a vztahu pro transformaci inten-
zity (2.41) zjistime, ze I/Ip = 1.0002. Tuto hodnotu lze jesté zanedbat. V kazdé
bunce fesime statickou rovnici prenosu zareni v klidovych frekvencich soustavy
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spojené s danou bunkou.

Pii Lorentzové transformaci musi byt frekvencéni posuv mezi jednotlivymi
bunkami mensi nez Dopplerova polositka. Pro velké gradienty rychlosti musime
zjemnit sit a metoda se stavd naro¢néjsi na vypocetni ¢as. Na druhou stranu
nam tato metoda umoznuje resit libovolny pribéh rychlosti, coz je velka vyhoda,
nebot mnoho metod ptredpoklddd monoténni pribéh rychlostniho pole (napf.
Mihalas, Kunasz & Hummer, 1975).

Tato metoda je také velmi vhodnd pro studium rotace hvézd. Velmi casto
se prenos zareni v rotujici hvézdé nahrazuje feSenim planparalelni atmostéry.
Vysledny profil je konvoluci ziskaného profilu ¢ary a rotacniho profilu (Gray,
1976). Tento p¥istup vSak neni pfesny a v nékterych pripadech dokonce nepo-
uzitelny. Pfi tomto postupu se zahrnuje vliv okrajového ztemnéni pouze apro-
ximativné a zcela se zanedbéavé jeho frekvencni zavislost (Hadrava & Kubét,
2003). Pro presné podchyceni tohoto jevu musime pouzit vicerozmérné modely.
Pro studium rotace hvézd je vyhodny model vyuzivajici osové symetrie, protoze
neni tak ¢asové naroc¢ny jako tiidimenzionalni modely a lze zde snadno zahrnout
diferencilni rotaci.
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Kapitola 6

Testy metod

V této kapitole rozebereme vysledky vyse popsanych numerickych modelt. Vse-
chny metody feSeni prenosu zafeni jsou testovany na modelu atmosféry B4
hvézdy hlavni posloupnosti ziskaného z hydrostatického sféricky symetrického
numerického kédu ATA od Kubata (2003) za predpokladu lokélni termodyna-
mické rovnovahy. Ze vstupnich parametri — elektronové hustoty n. a teploty T'
(dodatek C) je pro ¢aru vodiku Ha spocitdna z numerického modelu atm opa-
cita, emisivita a zdrojové funkce v sitovych bodech. P¥i vypoctu téchto dat je
pouzit predpoklad lokdlni termodynamické rovnovahy, ackoliv s timto numeric-
kym modulem lze pocitat primo rovnice statistické rovnovahy. Vysledné hodnoty
slouzi jako vstupni parametry pro testy jednotlivych numerickych metod feseni
rovnice prenosu zafeni.

Pro testy model, zahrnujicich rychlostni pole, jsme predpokladali radialni
expanzi popsanou [ zdkonem (Cassinelli & Lamers, 1999)

o(r) = Voo {1 - [1 - (%)E E}B, (6.1)

r
kde parametr 3 je roven jedné. Jako rychlost ve fotosfére vy je zvolena hodnota
200 km-s~! a rychlost v nekone¢nu 2000 km-s~!. Pouze u dvoudimenzionalniho
osové symetrického modelu jsou tyto hodnoty dvakrat nizsi.

U v8ech modeli predpokladdme, ze na povrch hvézdy nedopada zadné zareni.
Horni hrani¢ni podminka mé potom tvar

I(zp) =0. (6.2)
Jako spodni hrani¢ni podminku bereme difuzni ptiblizeni
0B,
0z

Z1

I(z1) = By(z1) + p

(6.3)

Podotknéme, Ze indexovéni je zde “prehozené” (programové moduly pocitaji
s geometrickou hloubkou) — indexem 1 je zde oznafovana vrstva s nejmensi ge-
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ometrickou hloubkou, tedy nejvétsi optickou hloubkou, a indexem D povrchové
oblasti.

6.1 Metoda nespojitych konec¢nych prvkua

Metodu nespojitych konec¢nych prvkd nyni otestujeme na nékolika pripadech.
Nejprve porovname feSeni statické rovnice prenosu zareni (4.1.4) s klasickou
Feautrierovou metodou (4.1.2). Potom metodu nespojitych konecénych prvki
pouzijeme pro pripad rychlostniho pole s nenulovym gradientem. Rozebereme
zde vysledky metody vyuzivajici lokélni Lorentzovu transformaci (5.1.1) a také
primého feseni rovnice prenosu zarfeni jak bez aberace (5.1.2), tak i se zahrnutim
toho jevu (5.1.3).

6.1.1 Staticky pripad

Vénujme se nyni statickému piipadu bez rychlostniho pole. Tuto nejjednodussi
situaci popisuje rovnice (2.16)

dI(z,n,v)

- =n(z,v) — x(z,v)I(z,n,v). (6.4)

I3
Reseni Feautrierovou metodou (4.1.2) a metodou nespojitych kone¢nych prvki
(4.1.4) je zndzornéno na obr. 6.1, kde je v logaritmickém méfitku vykreslena
zévislost Feautrierovy proménné u na optické hloubce 7. Je vidét, ze vysledky
obou metod souhlasi. Maximalni relativni odchylka v kontinuu je mensi nez 2%
a v centru ¢ary mensi nez 1%. Pouzijeme-li v algoritmu pro metodu nespoji-
tych konefnych prvki analyticky vyjaddrené feseni rovnice (4.36), potom je i
vypocetni cas obou metod srovnatelny.
Metoda nespojitych kone¢nych prvki dava stejné dobré vysledky jako castéji
pouzivana Feautrierova metoda.

6.1.2 Nenulovy gradient rychlostniho pole

V kapitole (5.1) jsme se zabyvali feSenim rovnice pfenosu zareni v pohybujicim
se prostiedi. Nejprve jsme vyuzili vyhody metody nespojitych kone¢nych prvki,
ktera nam dovoluje hledat feSeni ve tvaru nespojité funkce. Tato nespojitost
nam vznikla v dasledku pohybu prostiedi z Lorentzovy transformace intenzity
a frekvence. Déle jsme si ukazali primé feSeni rovnice prenosu zafeni s nenulovym
gradientem rychlostniho pole a to jak bez aberace (kap. 5.1.2)

0o (2, o, v0) _ ¥ Ov 0lo (2, o, v0) _
Ho 0z c 0z vy

no(2, %) — xo(2,v0)Io(2, po, v0), (6.5)
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Obrézek 6.1: Srovnani Feseni planparalelni statické rovnice prenosu zatreni Feau-
trierovou metodou (prerusovand ¢ara) a metodou nespojitych konecénych prvka
(plnd ¢ara).

tak také se zahrnutim tohoto jevu (kap. 5.1.3)

c 0z o c 0z 0y ¢ 0z
no(2, %) — Xo(2,v0)Io(2, po, v0).  (6.6)

) 2_1)dv 8 Zov 0 50
{(N0+%)6_+M . Yol 20 3K 7N 1oz, o, o) =

Nejprve tyto metody otestujeme pro pripad nulového rychlostniho gradientu,
kdy by feSeni mélo souhlasit se statickym z predchozi kapitoly. Vysledky jsou
porovnany na obrazcich 6.2 a 6.3. Graf 6.2 zachycuje zavislost Feautrierovy
proménné na optické hloubce. Na nésledujicim obrazku (6.3) je vykreslen profil
Ha ¢ary ziskany z téchto ¢ty modeld. Z graf je patrné, ze jak zavislost intenzity
na optické hloubce, tak také zavislost intenzity na frekvenci ve statickém pripadé
velmi dobfte souhlasi pro vSechny modely.

Pro nenulovy gradient rychlostniho pole je zavislost intenzity na frekvenci
v soustaveé spojené s prostiedim zachycena na obr. 6.4. Zavislost rychlosti na ge-
ometrické hloubce je zvolena tak, aby co nejlépe popisovala situaci pro hvézdny
vitr B4 hvézdy (viz Gvod této kapitoly). V tomto pfipadé je efekt posunuti ¢ary
vyraznéjsi nez jeji deformace, ackoliv ¢ara i zde je mirné zdeformovand. Muzeme
vidét malou odchylku od feseni pomoci lokalni Lorentzovy transformace a pii-
mého teSeni rovnice prenosu zareni. Pri¢ina této malé neshody je v predpokladu
konstantni rychlosti v dané bunce. Tento rozdil miazeme ovlivnit volbou sité,
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Obrazek 6.2: Zavislost Feautrierovy proménné na optické hloubce. Plnd cara
charakterizuje statické reseni, ¢arkovand reseni pomoci lokalni Lorentzovy trans-
formace, jemné carkovana reSeni bez aberace a teckovana s aberaci.
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LLT -
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0.85 -

0.8

0.75 -

relatini intenzita

0.7 -

0.6

0.55 - 4

L L L L L L
4.564e+14 4.565e+14 4.566e+14 4.567e+14 4.568e+14 4.569e+14 4.57e+14
v

Obrazek 6.3: Zavislost intenzity na frekvenci. Plna ¢ara charakterizuje statické
feSeni, Carkovand reseni pomoci lokalni Lorentzovy transformace, jemné ¢arko-
vana feSeni bez aberace a teckovana s aberaci.

kterou se budeme zabyvat nize. Vysledky pfimého feSeni rovnice pfenosu zareni
jak s aberaci, tak také bez ni spolu souhlasi. Podotknéme, ze tento vysledek
je pro thel pu(= cos(f)) piiblizné 0.9. Pro velké ahly # by tato dvé FeSeni jiz
nemusela souhlasit, nebot se mize projevit vliv aberace.

Pfi malych ahlech 6 se aberace pfilis neuplatiuje (viz (2.39)), proto metodu
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Obrézek 6.4: Zavislost intenzity na frekvenci v soustavé spojené s prostiedim
pro piipad nenulového gradientu rychlostniho pole. Plna c¢ara charakterizuje
statické reseni, carkovana reseni pomoci lokalni Lorentzovy transformace, jemné
carkovana feseni bez aberace a teckovana s aberaci.

zahrnujici aberaci a bez ni otestujeme pro velké thly (cosf = u = 4-1072).
Vysledky z téchto modelt se lisi jen mélo (viz obr. 6.5). Mzeme Fici, Zze v oblasti

T T T T T T
1 |- <
'staticky’ ——
's-aberaci’ -
0.98 'bez-aberace’ ]
8
£ 096 f 1
=4
Q
£
s 094 1
=
®
£ oot 1
09 | 1
0.88 - ’ ~
. . . . . .

4.564e+14 4.565e+14 4.566e+14 4.567e+14 4.568e+14 4.569e+14 4.57e+14
v

Obrézek 6.5: Zavislost intenzity na frekvenci pro velky thel 6 (cosf = p =
4-1072). Plna ¢ara charakterizuje statické feSeni, tetkovand bez aberace a ¢r-
kovand s aberaci.

platnosti rovnic (6.5) a (6.6), tedy pro pripad nerelelativistickych rychlosti, 1ze
zanedbat vliv aberace. Podotknéme, ze k podobnym zavérim dosel také Mihalas,
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Kunasz & Hummer (1976b), nebo Hauschildt (1995).

Pro stabilitu feseni je lepsi pocitat v geometrické hloubce, nez v optické.
Zatimco optickd hloubka se méni o nékolik ¥adi (az dvanact), geometrickd se
zméni jen malo (dva az t¥i fady). To v nékterych situacich mize zptsobit velkou
chybu pfi vypoctu soustavy algebraickych rovnic a feSeni miize zacit oscilovat
nebo divergovat. Problémy se stabilitou u této metody mél také Castor se svymi
kolegy (1992). Ti tento problém vytesili nahrazenim matice soustavy (4.36) jed-
notkovou matici. Znamena to, ze ackoli si vybereme libovolnou bazi v Hilbertové
podprostoru, prohlasime ji po vykonani skalarniho soucinu za ortonormalni bazi.
Pro planparalelni atmosféru bez rychlostniho pole, na které tuto metodu testo-
vali, jsou nediagonalni prvky malé ve srovnani s diagonalnimi a tato substituce
je prijatelna. V nasem piipadé jsme k tomuto kroku nechtéli pristoupit, protoze
rozmér nasi matice je vétsi a feseni by mohlo konvergovat ke §patnému vysledku.
Proto jsme zvolili za nezavislou proménnou geometrickou hloubku.

testy sité

Podivejme se nyni na nékteré numerické charakteristiky téchto modelt. Testy
sité ukazuji linedrni zavislost poc¢tu hloubkovych bodt na vypocetnim ¢ase (viz
obr. 6.6). P¥esnost vypoc¢tu na jemnosti hloubkové sité je zachycena na obrazku

3000 T T T T T
"staticky"  +
"LLT" x
2500 | "s-aberaci"” © -
"bez-aberace" =
2000 |- 4
Z 1500 | e 1
o
1000 | -
500 | o 1
0 . . . . .
0 200 400 600 800 1000

Obrazek 6.6: Zavislost vypocetniho ¢asu na poctu hloubkovych bodi sité D.
Do grafu jsou také zaneseny regresni piimky.

6.7. Nejvyhodnéjsi volba sité je kolem sta hloubkovych bodi pro celou hvézdnou
atmostéru, coz priblizné odpovida optimalni volbé sta bod na interval optic-
kych hloubek < le ®,1e® >. V tomto rozliseni je jiz dobie zachycena zména
charakteristik prostiedi na radidlni vzdalenosti a vypocetni cas neni velky. Za-
vislost vypocetniho ¢asu na poétu frekvencnich bodi je také linedrni (viz obr.
6.8). V dynamickém piipadé je nutné vzit dostatek frekvenénich sitovych bodi,
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Obrézek 6.7: Zavislost zmény profilu spektralni ¢ary na volbé hloubkové sité.
Na y—ové ose je veli¢ina AT rozdilem intenzit spocitanych pfi tisici hloubkovych
bodech a pii 50 (D1000 — D050), 100 (D1000 — D100), 200 (D1000 — D200) a
600 (D1000 — D600).
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“staticky"  + -
"s-aberaci"  x -
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t[s]
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N

Obréazek 6.8: Zavislost vypocetniho ¢asu na poctu frekvenénich bodi. Do grafu
jsou zaneseny také regresni primky.

protoZe nyni fesime diferencidlni rovnici také vzhledem k proménné v (viz obr.
6.9). Vyse popsané modely maji stejny pocet hloubkovych geometrickych bodi
jako frekven¢nich na ¢aru D = N = 100.
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Obrézek 6.9: Srovnani profilu ¢ary pri rizném poctu frekvencénich bodu.

6.2 Osové symetrické reSeni

V kapitole 4.2.4 jsme se zabyvali feSenim problému pienosu zareni s vyuzitim
osové symetrie. Tuto metodu jsme v 5.2 zobecnili pro nenulovy gradient rych-
lostniho pole. Vysledny profil spektralni cary jak pro staticky, tak i dynamicky
pripad je na obr. 6.10. V dynamickém pfipadé, pouze pro test, je zvolena sféricky
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0.95 V1000 -

0.9
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Obrazek 6.10: Profil ¢ary Ha z modelu vyuzivajictho osovou symetrii. Plna
Cara charakterizuje statické feseni, prerusovand profil pfi nenulovém gradientu

rychlostniho pole.

symetrickd expanze. Tentokrat je rychlost ve fotosféfe 100 km - s~ ! a rychlost
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v nekone¢nu 1000 km - s 1.

Jak je patrné z obrazku 6.10, je profil ¢ary jak posunuty, tak také zdefor-
movany. Pro na§ pripad B4 hvézdy s danym rychlostnim polem (viz Gvod této
kapitoly) se ve spektralni ¢afe neobjevi emise. Je to zptsobeno tim, Zze hvézda
ma velmi tenkou atmosféru, protoze parametry atmosféry jsou z hydrostatického
modelu. Aby byl problém zcela konzistentné vyieSen, bylo by potieba vstupni
parametry vzit z hydrodynamického modelu. V nasem pripadé jsme chtéli pouze
otestovat reSeni rovnice prenosu zatreni a rovnic statistické rovnovahy a na to je
hydrostaticky model dostacujici.

rotace

Tento osové symetricky model dovoluje fesit prenos zareni v celé hvézdé i se
zapocCtenim rotacni rychlosti. Na obr. 6.11 je zachycena zména profilu ¢ary Ha
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relativni tok

0.8
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L L L
6e+14 4.564e+14 4.568e+14 4.572e+14
v

o
-

0
4.

ol

Obrézek 6.11: Zména profilu ¢ary Ha v zavislosti na velikosti rota¢ni rychlosti
v(R,). Rota¢ni rychlost je uvedena v nasobcich kritické rota¢ni rychlosti vy.

v zéavislosti na velikosti rota¢ni rychlosti. Podobné profily tvaru U se pozoruji.
Rychlostni profil v tomto piipadé je pfevzat od Hummela a Vranckenové (2000)

v(r) = v(R,) <RL> o (6.7)

R, je polomér hvézdy a v(R.) je rotacni rychlost ve fotosfére. Parametr j je
roven 1/2 pro Keplerovskou rotaci a 1 pro rota¢ni rychlost vyplyvajici ze zdkona
zachovani thlového momentu. Kroll a Hanuschik (1997) ukézali, Ze hodnota
j = 1 vyhovuje disktim formovanym hvédznym vétrem, zatimco j = 1/2 spise
akrecnim diskdm. Proto jsme pro tento test zvolili hodnotu j = 1.
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testy sité

Zavislost vypocetniho ¢asu na poctu frekvencénich bodt neni tak jednoducha
jako v predchozim pripadé. Prolozena kiivka na obr. 6.12 je polynomem ttetiho
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Obrazek 6.12: Zavislost vypocetniho ¢asu na volbé frekvencni sité. N je pocet

frekvencénich bodu.

stupné.

Parabolou lze prolozit zavislost vypocetniho c¢asu poctu

vzdalenosti v roviné rovniku D obr. 6.13.

bodu v radialni
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Obrazek 6.13: Zavislost vypocetniho ¢asu na volbé radidlni sité. D oznacuje

pocet hloubkovych bod.
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Tato metoda vyuzivajici osové symetrie hvézd ndm dovoluje lépe popsat glo-
balni charakter pole zareni nez metoda kratkych charakteristik a vypocetni cas
neni tak velky jako u metody dlouhych charakteristik. Umoznuje také fesit rov-
nici prenosu zareni v rychlostnim poli libovolného pribéhu, avsak ne velkych
gradientii. I zde plati, jako u predchozi metody vyuzivajici lokalni Lorentzovy
transformace (kap. 5.1.1), Ze frekvenéni posuv mezi jednotlivymi buitkami musi
byt mensi nez Dopplerova plositka. Pti vétsich rychlostnich gradientech je po-
tfeba i zde zjemnit sitf a vypocet se stava neefektivnim. V tomto pripadé je
nutno pouzit Sobolevovy aproximace (1957). Metodu vyuzivajici osové symet-
rie je mozné pouzit nejen pro horké hvézdy s hvézdnym vétrem, ale také napt.
pro akrecni disky.
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Kapitola 7

Iteracéni schema

Zakladnim iterac¢nim postupem je tzv. lambda iterace, ktera vSak velmi $patné
konverguje. Proto vznikla fada metod (viz nap¥. Hubeny, 1992), které ji modi-
fikuji tak, aby byl vypocet co mozna nejefektivnéjsi. Nejpouzivanéjsi z nich je
metoda pribliznych lambda operatori, kterou si zde strucné popiseme.

7.1 Lambda iterace

Iteracni schéma, které pouziva tato prace, je zachyceno na obrazku 7.1. Nejprve
predpokladame platnost lokalni termodynamické rovnovahy. Ze vstupnich para-
metri — teploty a elektronové hustoty — uré¢ime pomoci Sahovy a Boltzmannovy
rovnice obsazeni hladin (3.14) a z nich opacitu (3.31) a emisivitu (3.32). Prvni
odhad obsazeni hladin je také mozné vzit z vystupu jiného NLTE vypoctu.
Nékterou z metod feSeni rovnice prenosu zareni (kap. 5 nebo 4) zjistime speci-
fickou intenzitu a z ni stfedni intenzitu. Nyni jiz mizeme resit rovnice statistické
rovnovahy (3.18) a ziskat tak nové obsazeni hladin, ze kterého ur¢ime opacitu
a emisivitu. Cely cyklus opakujeme do dosazeni pozadované piesnosti. Tento
postup je zndm jako A iterace. Lze jej schematicky zapsat pomoci A operatoru

T = A[S(M], (7.1)

kde indexy n a n + 1 oznacuji ¢islo iterace. A operdtor nam charakterizuje jaky-
koli postup, pomoci kterého ze zndmé zdrojové funkce ziskame stfedni intenzitu.
A operator je obecné nekonecné dimenzionalni matice. PTi feSeni prenosu zareni
zavadime diskrétni souradnicovou sitf a tato matice se stane kone¢nédimenzio-
nalni. Pokud by stiedni intenzita byla urcena pouze lokalnimi charakteristikami
prostiedi, byl by A operator diagonalni a feSeni (7.1) by se velmi zjednodusilo.

A iterace ma bohuZel jednu nevyhodu. Pro dosazeni vétsi presnosti je po-
tfeba mnoho iteracnich cykld. Jeji konvergencni rychlost s rostoucim poctem
iteraci klesa. Kritérium konvergence (rozdil mezi predchozim a aktudlnim FeSe-
nim) mize byt splnéno i kdyz jesté neni dosaZeno pozadovaného (dokonvergova-
ného) feseni. Tento problém je diskutovan napt. v ¢lanku Auera (1991). Proto
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vstupni parametry
— pribeh teploty a obsazeni hladin

elektronové hustoty

opacita a emisivita zdrojova funkce
formalni reseni nové obsazeni hladin
rovnice prenosu

o Z rovnic statistické rovnovahy
Zarenl

Obrazek 7.1: Zakladni itera¢ni schéma pro feSeni prenosu zareni. Z hydrostatic-
kych modeli ziskdme prubéh teploty a elektronové hustoty, ktery dale budeme
povazovat za neménny. Za predpokladu lokdlni termodynamické rovnovahy spo-
¢itame obsazeni hladin v atomech a iontech a z nich koeficienty opacity a emi-
sivity. Vyfesime rovnici pfenosu zafeni a vyslednou intenzitu zafeni pouzijeme
ke zpresnéni obsazeni hladin vyplyvajicich z rovnic statistické rovnovahy. Opét
spocitame opacitu a emisivitu a cely cyklus opakujeme az do ziskani dostatecné
presnosti.

se zaCala pouzivat metoda tplné linearizace (Auer & Mihalas, 1969) a pozdéji
metoda pribliznych lambda operatori.

7.2 Metoda pribliznych lambda operatori (ALI)

Metodu pfibliznych lambda operatort poprvé pouzil pro prenos zareni Cannon
(1973a, 1973b). (Nekdy se tato metoda nazyvé také metoda zrychlenych lambda
operatort, nebo poruchovd metoda.) Ve fyzice je zndma spiSe pod nédzvem “ope-
rator splitting” (Jacobi, 1845).

Zakladni myslena spociva v tom, Ze se A operator prepise

A=A+ (A—A%). (7.2)

A* se nazyva aproximativni lambda operator. Volime jej co mozné nejjedno-
dussi, ale pritom musi stale popisovat charakter pole zareni. Dosadime-li tento
vyraz do rovnice (7.1) ziskdme

T = A*[S(M] 4+ (A — AF)[S™M)]. (7.3)
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Doposud méame stale klasickou lambda iteraci, kterd velmi Spatné konverguje.
Operéator A* nechame nyni pisobit na SS"*Y) misto na S5

T = Af[STHU] 4 (A = A)[SEV]. (7.4)

Druhy clen je pouze korekénim ¢lenem, ktery jsme schopni urcit z predchozi ite-
race. Tento vyraz (7.4) dosadime do zafivych ratii (3.21) v rovnicich statistické
rovnovahy (3.20) a tyto rovnice linearizujeme. (Pouzivdme-li napt. aproximaci
dvouhladinového atomu, dosadi se tento vyraz za stredni intenzitu do odpovida-
jicich rovnic.) Vypocet se tak podstatné zrychli, protoZe aproximativni lambda
operator je pouze lokalni.

Metodu aproximativniho lambda operatoru lze dale zrychlit pomoci extrapo-
lace z predchozich iteraci. Lze vyuzit postupu Ng (1974) nebo metody Orthomin

vvvvvv

konstrukce A*

Zvolit vhodny A* neni a7 tak jednoduché. Ptiblizny operator musi mit zakladni
vlastnosti presného A operatoru, ale zarovenn musi byt snadno proveditelna jeho
inverze (A71).

Nejcastéji se vyuzivd jedna ze t¥i technik. Cannon (1973a a 1973b) pouzil
v A* pro integraci pres thly a frekvence kvadraturni vzorce nizsich fadt, zatimco
pro A kvadraturni vzorce vy$ich fada. Scharmer (1981) vyuzil skutecnosti, ze
v jaddru ¢éary je specifickd intenzita rovna zdrojové funkci (“core saturation”,
Rybicki, 1972) a pro kfidla ¢ar pouzil Eddington-Barbierovu relaci (viz napf.
Mihalas, 1982). Olson, Auer & Buchler (1986) ukézali, Ze nejvyhodnéjsi je za
A* vzit diagondlu presného A operatoru. Jejich zavér potvrdil Puls & Herrero
(1988).

Ve vice dimenzich je situace komplikovanéjsi. Tvar aproximativniho opera-
toru zavisi na zvolené symetrii problému. Poprvé tuto tlohu vyftesil Olson &
Kunasz (1987) pro metodu kratkych charakteristik.

V8echny metody hledajici priblizny lambda operator je mozné piimo pouzit
také pro pohybujici se prostiedi. Bohuzel jen v soustavé spojené s pozorovatelem.
V soustavé spojené s prostfedim musime metodu oSetfit o vzajemny pohyb
jednotlivych bod. Musime zahrnout skutec¢nost, ze se ndm do oblasti jadra
¢ary dostavaji fotony z ptuvodné modrého kiidla. Naopak, fotony z jadra Cary
se posouvaji do ¢erveného kiidla. Metodu “core saturation” (Rybicki, 1972) pro
soustavu spojenou s prostfedim upravil Hamann (1985). Puls (1991) fesil pfenos
zdfeni pro pripad hvézdného vétru v planparalelni geometrii. Do ALI iterace
zahrnul jak Sobolevovu aproximaci, kterou je mozno pouzit v oblastech velkych
gradientii rychlosti, tak feseni rovnice pfenosu v soustaveé spojené s prostiedim,
které se musi pouzit v oblastech blizko fotosféry hvézd.
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7.3 Konvergence lambda iterace a ALI

Metoda aproximativniho lambda operatoru sice konverguje rychleji, ale linearné.
7 pocatku, pri malém poctu iteraci, je konvergencni rychlost lambda iterace
vétsi. Proto je vyhodné fesit iteracni cyklus nejprve pomoci lambda iterace a
potom teprve vyuzit aproximativniho lambda operatoru, pripadné jesté nékte-
rou z urychlujicich metod (Ng, Orthomin).

V této praci jsme zvolili pouze metodu lambda iterace, protoze klasicka ALI
metoda pro piipad hvézdného vétru casto diverguje. Pauldrach & Herrero (1988)
ukazali, ze v opticky tlustém UV kontinuu, které se pozoruje u hvézd s hvézd-
nym vétrem, dochazi k tomu, ze zarivé raty dominuji nad srazkovymi i pii velmi
malém korekénim ¢lenu stiedni intenzity AJ =(A — A*)[S,(,n)] (viz (7.4)). Ma-
tice soustavy se stane Spatné podminénou, ziskdme negativni obsazeni hladin a
metoda zacne divergovat. Konvergenci ALI metody upravili ptisobenim poru-
chového lambda operatoru na rozdil zdrojovych funkci z dané iterace a predeslé.
Hledani vhodného poruchového operatoru je obecné ve vice rozmérech a pii pri-
tomnosti rychlostniho pole slozité. Vzhledem k tomu, ze jsme chtéli prevazné
testovat nové metody formalniho feSeni rovnice prenosu zareni, nepozadovali
jsme velkou presnost vysledku. Vypocet jsme ukoncili jiz po nékolika iteracich,
tedy v oblasti rychlejsi konvergence klasické lambda iterace. Jsme si védomi,
ze by bylo dale uzite¢né vytvorit poruchové operatory vhodné pro tyto metody
a s jejich pomoci ziskat vyssi presnosti vysledkt. Na tento problém bychom se
chtéli soustiedit v dalsim vyzkumu a vytvorené programy a moduly upravit tak,
aby se vypocet stal co nejefektivnéjsim.
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Kapitola 8
Popis programu

Na zavér si popiseme vytvotrené programy a moduly tak, aby bylo mozné s nimi
snadno pracovat.

Programy jsou napsany pod linuxem v jazyku FORTRAN9O0, ktery je velmi
vhodny pravé pro numerické metody. V soucasné dobé vytvorila firma INTEL
novou verzi kompilatoru optimalné vyuzivajictho moznosti bézného PC a dala
jej volné k dispozici.

Vstupnimi soubory jsou konstanty.f90, s hodnotami pouzitych konstant,
test.dat, se siti geometrickych hloubek a pribéhem teploty a elektronové kon-
centrace a paramhvezd.f90. V tomto souboru jsou parametry vypoc¢tu modelu
atmosféry. Mizeme volit mezi lokdlni termodynamickou rovnovdhou (LTE) a
NLTE. Lze zde zadat rychlost v nekonec¢nu, ve fotosfére, rotacni rychlost nebo
turbulentni. Také je mozné ovlivnit vypocet srazkovych ratt volbou vhodnéj-
§tho vztahu pro konkrétni pripad. Relativni zastoupeni jednotlivych prvki lze
ménit v souboru relzast.f90. V implicit.f90 jsou definovany vSechny proménné
jako typ DOUBLE PRECISION. V programech jsou specifikoviny pouze vy-
endi, frekvenci endn a predpokladand horni mez poctu boda v optické hloubce,
nebo geometrické hloubce endtau. Vsechny tyto soubory je mozné podle potieby
editovat. Do ostatnich programt jiz neni potieba zasahovat.

Programy pouzivaji moduly atom.f90 a atm.f90. V atom.f90 jsou atomarni
data — pocet hladin daného prvku, atomové ¢islo, sila oscilatoru prechod, ener-
gie hladin, klidova frekvence odpovidajici danym prechodim, statistické vahy
hladin, Einsteinovy koeficienty prechodu, ioniza¢ni energie a konstanta pro fotoi-
onizac¢ni prutez. Vétsina dat je zde pouze pro vodik. Sily oscilatort jsou prevzaty
od Petra Skody (1995) a z prace Wiese, Smith & Glennon (1966). V dalsim
modulu atm.f90 jsou funkce pouzivané pri vypoc¢tu — Dopplerova polosirka,
Dopplertv profil, Planckova funkce, zdrojova funkce pouzivand jako aproxi-
mace v LTE (linedrné zavisla na optické hloubce), vypocet koeficientu emise
a absorpce, vypocet obsazeni hladin v pripadé LTE i NLTE, G¢inné pratezy a
pravdépodobnosti srazkovych prechodii. Funkce pro vypocet integralu E(1) je
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prevzata z programu Ivana Hubeného.

Hlavni programy pak jiz fesi pouze rovnici prfenosu zareni. Pro planpara-
lelni a staticky pripad vyuzivé featurier.f90 Feautrierovu metodu (kap. 4.1.2),
zatimco dfe.f90 metodu nespojitych koneénych prvki (kap. 4.1.4). Dalsi pro-
gramy jiz resi prenos zafeni v pohybujicim se prostiedi (kap. 5.1). llt.f90 pou-
zivd metodu nespojitych konec¢nych prvki ve statickém pripadé spolu s lokéalni
Lorentzovou transformaci (kap. 5.1.1). P¥imé feSeni rovnice pfenosu zafeni je
v ri4.f90 a ry.f90. V prvnim z téchto programi je zanedbana aberace (kap. 5.1.2),
zatimco druhy pocita i s timto jevem (kap. 5.1.3). Osovou symetrii (kap. 4.2.4)
vyuzivad vicerozmérny program osa.f90, ktery je napsdn rovnou pro rychlostni
pole s nenulovym gradientem (kap. 5.2).

feautrier dfe It rii ry osa

T\
-

—

atom + atm (LTE, NLTE,...) implicit + paramhvezd

™

konstanty
Obrazek 8.1: Schéma programi a programovych moduld.

Kompilace programi se spousti piikazem
ifc —autodouble crout.f90 atom.f90 atm.f90 < zwolena_metoda.f90 >
Pro reseni algebraickych rovnic je zde pouzit modul crout.f90, ktery dany systém
resi LU rozkladem. Je prevzat z klasické numerické knihovny lapac a pro for-
tran90 jej prepsal Filip Hroch. Vysledny spustitelny soubor je ulozen pod néa-
zvem a.out.

Vystupy z jednotlivych programii jsou ulozeny v souborech i fn.dat, i ft.dat a
ffn.dat. V souboru i fn.dat je zachycena zavislost vystupujici intenzity na frek-
venci pro thel cosp = 0,89. V souboru i ft.dat je zavislost intenzity ve stejném
sméru na optické hloubce v kontinuu. V poslednim souboru je tok jako funkce
frekvence.
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Kapitola 9
Zaver

Tato prace se zabyva studiem prenosu zareni v pohybujicich se atmosférach hor-
kych hvézd. Jsou zde vyvinuty a testovany nékteré nové nebo malo pouzivané
metody. V planparalelni geometrii je to metoda nespojitych kone¢nych prvka
(kap. 4.1.4 a 5.1), kterd pro piipad rychlostniho gradientu byla pouzita vibec
poprvé. Ve vice rozmérech je zde popsana nova metoda vyuzivajici osové syme-
trie hvézd (kap. 4.2.4 a 5.2).

Metoda nespojitych kone¢nych prvka (kap. 4.1.4) je zde nejprve porovnana
s klasickou Feautrierovou metodou (kap. 4.1.2). Ziskané profily ¢ar i zdvislost in-
tenzity na optické hloubce se shoduji (kap. 6.1.1). Maximalni relativni odchylka
téchto dvou metod je mensi nez 2% v kontinuu a 1% v centru ¢ary.

Statické reseni metodou nespojitych konec¢nych prvka je dale vyuzito pro
pifipad rychlostniho pole s nenulovym gradientem (kap. 5.1.1). Pomoci lokélni
Lorentzovy transformace je do skoku v intenzité zahrnut Dopplertv jev i trans-
formace intenzity. Ta je vSak pro nerelativistické rychlosti zanedbatelna. Touto
metodou jde tesit libovolny pribéh rychlosti, avsak pro velké gradienty rych-
losti se stava neefektivni. Musime zarucit, ze frekvencéni posun mezi jednotlivymi
bunkami nebude vétsi nez Dopplerova polositka. Pro velké gradienty rychlosti
je nutné zjemnit danou sit a vypocet se tak velmi zpomali. V téchto pripadech
lze v8ak pouzit Sobolevovu aproximaci.

Pomoci metody nespojitych kone¢nych prvki je feSena rovnice pienosu za-
feni v soustavé spojené s prostiedim pii nenulovém gradientu rychlostniho pole
a to pro dva pripady — s aberaci (kap. 5.1.3) a bez ni (kap. 5.1.2). Programy
jsou zde testovany na prikladu typické B4 hvézdy (kap. 6.1). Pro dany rychlostni
profil je pro ¢aru vyraznéjsi jev posunuti, nezli deformace. Tento vysledek sou-
hlasi s pozorovanim. Pro malé thly € se profily z obou modelt shoduji (obr.6.4).
Pii velkych ahlech 6, blizkych 90°, je patrnd jiz mald odchylka (obr.6.5). D4 se
fici, v souladu s ostatnimi pracemi (Mihalas a kol. 1976b, Hauschildt 1995), ze
pro nerelativistické rychlosti je vliv aberace zanedbatelny. Tento poznatek nam
velmi urychli vypocet, nebot nemusime pro kazdou bunku resit soustavu osmi
rovnic o osmi neznamych, ale jen ¢ty rovnic pro ¢tyfi neznamé.
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Rovnici pfenosu zareni pomoci metody nespojitych konecnych prvki je vy-
hodnéjsi resit v geometrické hloubce nez v optické. Ve skale optickych hloubek
miize dojit pfi vypoctu matice soustavy (4.36) k numerické chybé a feSeni miize
v nékterych pripadech oscilovat. Problémy se stabilitou u této metody mél také
Castor se svymi kolegy (1992).

Testy sité (kap. 6.1.2) ukazuji linedrni zavislost vypocetniho ¢asu na poctu
geometrickych bod a také na poc¢tu frekvencnich bodt. Dulezitym zjisténim je,
ze v pripadé nenulového gradientu rychlostniho pole, musime vzit dostatec¢ny
pocet frekvencnich bodi (kolem 50 a vice). Tentokrét fesime diferencidlni rov-
nici o dvou proménnych a je vhodné mit stejné jemnou sit jak v geometrickych
hloubkéach, tak také ve frekvencich.

Pro vicerozmérné modely je zde ukazana nova metoda vyuzivajici osovou sy-
metrii hvézd (kap. 4.2.4). Jde o kombinaci klasickych metod kréatkych a dlouhych
charakteristik. Tato metoda nam dovoluje lépe popsat globalni charakter pole
zareni nez metoda kratkych charakteristik a vypocetni ¢as neni tak velky jako
u metody dlouhych charakteristik. Umoznuje také fesit rovnici pfenosu zareni
v rychlostnim poli (kap. 5.2) libovolného prabéhu. Bohuzel pro velké gradienty
rychlosti je potfeba zjemnit sit a vzroste tak vypocetni ¢as. Metoda vyuziva,
jako predchozi jednodimenzionalni, lokalni Lorentzovy transformace. Tuto me-
todu je mozné pouzit nejen pro horké hvézdy s hvézdnym vétrem, ale také napi.
pro akrecni disky. Je také velmi uzite¢nd pri studiu rotace hvézd.

Zavislost vypocetniho ¢asu na poctu frekvencénich bodu jiz neni linedrni,
Ize ji proloZit polynomem t¥etiho stupné (kap. 6.2). Zavislost vypocetniho ¢asu
na poc¢tu hloubkovych boda je parabolicka.

Vsechny predeslé metody feSeni rovnice prenosu zareni jsou zde testovany
pro pripad lokdlni termodynamické rovnovahy. Toto piiblizeni je zvoleno jen
pro urychleni vypoétu. V programovych modulech (kap.8) je mozné volit mezi
feSenim Boltzmannovy a Sahovy rovnice (kap. 3.1) a rovnic statistické rovno-
vahy (kap. 3.2).

Vysledkem préace jsou numerické metody a programy pro feSeni problému
prenosu zareni. Pro vypocet rovnice prenosu zareni je mozné volit mezi nékolika
metodami. Staci-li nam priblizeni planparalelni atmosféry, ve které lze zanedbat
pohyb hmoty, mame na vybér mezi klasickym Feautrierovym fesenim a meto-
dou nespojitych konec¢nych prvki. V pohybujici se atmosféie je mozné volit mezi
metodou vyuzivajici lokalni Lorentzovy transformace a pfimym feSenim rovnice
prenosu zareni metodou nespojitych konecnych prvki a to jak s aberaci, tak
bez tohoto jevu. Pro presnéjsi vypocty syntetického spektra je potieba pocitat
s vicerozmérnymi modely. V tomto pripadé mizeme pouzit metodu vyuzivajici
osové symetrie hvézd. Ta je napsdna také pro pohybujici se prostiedi. Vypocet
obsazeni hladin lze provadét jak za predpokladu lokdlni termodynamické rov-
novahy, tak také z rovnic statistické rovnovahy. Ziskdme presnéjsi vysledek, ale
za cenu vétsiho vypocetniho casu.

Programy a moduly lze vyuzit pii studiu horkych hvézd s hvézdnym vétrem
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nebo u akrecnich diski. Mohou byt také velmi uzite¢né u hvézd rotujicich rych-
losti blizkou kritické rotacni rychlosti. U téchto hvézd aproximace profilu ¢ary
jako konvoluce statického planparalelniho feSeni a rotac¢niho profilu jiz nemusi
odpovidat skutecnosti. Po mirné tpravé spodni hrani¢ni podminky se mohou
pouzit také pro osové symetrické planetarni mlhoviny. Tyto programy a mo-
duly nejsou vhodné pro hvézdy s velkymi skvrnami v atmosféie, ¢i pro tésné
dvojhvézdy, u kterych je vlivem slapovych sil zdeformovana atmosféra.
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Priloha A

Einsteinovy koeficienty a
ucinné prurezy

V kapitole 3.2 se vyskytuji Einsteinovy koeficienty a Gc¢inné prurezy. Pro pre-
hlednost textu jejich vyjadreni uvadime az zde v dodatku.

Einsteinovy koeficienty udavaji pravdépodobnosti pfechodu mezi hladinami.
Spodni hladinu budeme oznacovat indexem ¢ a horni j. Einsteintiv koeficient
absorpce B;; je (blize viz napt. Mihalas, 1982)

4W2€2fiv'
B — — 4 Al
" mechv ’ (A1)
kde f;; je sila oscilatoru. Koeficient absorpce a stimulované emise Bj; je svazan
vztahem

Mezi koeficientem stimulované emise Bj; a spontdnni emise Aj; plati

2hv3

—Bji. (A.3)

Ve vyrazech (3.23) se objevuje také Géinny prurez «;;. U vazané—vazanych
prechodd miizeme G¢inny prifez vyjadrit
me? | Ak
Qi = m—ecfijﬂ’ (A.4)
kde f;; je sila oscilatoru, Ak pocet volnych stavii ve frekvenénim intervalu Av.

Pro fotoioniza¢ni u¢inny prifez plati

64rim.el® 1
_pimmee 7 1 . A
a) 3v/3ch nPv? grr(n,v) (A.5)
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g1 je Gauntiv faktor pro vazané—volné prechody (Menzel 1935, 1.46)
0,1728  0,0496

grr =1- 273 pry R (A.6)
Uéinny prifez volné-volnych prechod mizeme zapsat
4e6 or \ /2 _ _
CK(I/, T) = E (W) T 1/2’/ 3§III(V; T)> (A7)
e

kde stiedni Gaunttiv faktor pro volné—volné prechody (Menzel 1935, 2.25) je

v \1/3 2T
g T) = 1+0,1728 (27 (1 N W) | (A8)

R je zde Rydbergova konstanta a Z naboj atomu.
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Priloha B

Diferenéni schéma

V tomto dodatku rozepiSeme ¢leny rovnic (5.10), (5.17), které mizeme formalné
zapsat

AX =b (B.1)

V piipadé, kdy zanedbivame aberaci (viz kap. 5.1.2, rovnice (5.10)), jsou
prvky matice A

A = —pog_{_u_%@ Vn&JeranrAZA”
6 c dz|, 6 mTg 1

A = “0%+%% % . Vn% +Xd+1,nAi—8AV

Ais = _”O% - %% % d’/n+1% + Xd,n+1Ai—8AV

Aig = “0% - %% % " Vn+1% + Xd+1,n+1 A?)’GAV

Az = “0%+%% % . Vn% +Xd+1,n$

Az = _”O% - %% % d’/n+1% + deH%

Az = “0% B %(2) % " Vn+1% + Xd+1n+1 AiSAV

Asi = _NO%‘F%% % dun% +xd,nAi—8AV
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A Av  pd dv Az n AzAv
= _ - v, —— A
32 12" e odz|,,, 12 T TS
A _ g B u_% @ , & N AzAv  AzAv
33 = 0 6 ¢ dz . n+1 6 Xd,n+1—9 4
Av  p3 dv z AzAv
Aszqg = 0? T iz i Vn+1ﬁ + Xd+1,n+11—8
Av  p3 dv Az AzAv
S T B TR
Av  p3 dv Az AzAv
A = oot o . Vn== F Xattn g
Av  pd dv Az AzAv
A =TT T |, Ty T T
Av  p3 dv Az AzAv
A = 0? T o . Vn+1? + Xd+1,n+1 9
a prvky vektoru b
b — AzAv AzAv AzAv n AzAv  Igpno+Igns+lana
1 Nd,n 9 77d+1,n—18 Nd,n+1 —18 Nd+1,n+1 36 3
AzA AzA AzA AzA
b = Nan == Nd+1 = Nd n+1£ + Ndt1,n41 ==
18 ’ 9 ’ 36 ’ 18
AzAv AzAv AzAv AzAv  Igpi12+ lgni1.a
bs = e e
3 d.n g + Nd+1,n 36 + Nd,n+1 9 +Nd+1,n41 3 5
AzAv AzAv AzAv AzAv
bs = Nan 36 77d+1,n1—8 77d,n+11—8 + 77d+1,n+1T

V piipadé s aberaci (viz kap. 5.1.3, rovnice (5.17)) jsou prvky matice A

. o Va ApAv B Ho,i(ﬂg,i -1) d_v AzAv
An = ('uo’z—i_ c) 18 c dz|, 18
2 Yo dv| AzAp AzApuAv  AzApAv
Hoi™0™ x|, 18 "X T gy 8
Vap1\ ApAv  poi(pd; — 1) do AzAv
Aip = o + - ’ —
( ) 18 dz|,., 36
> Von @ AzAp AzAuAv
Thoi =~ 72 1y 36 F Xt
B ‘ vg\ ApAv No,i+1(l//(2)7i+1 —1) dv| AzAv
A = (’“‘0“” c) 36 c dz|, 18
2 Vo dv| AzAp AzApAv
T ) 36 X T g
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Az

AzAv
36

vdﬂ) ApAv N t0,i+1 (15 541 — 1) dv
36 c dz
AzAp N AzApAv
72 XTI
3 ( ‘ %) ApAv B ,Uo,i(,U(Z),i -1) @ AzAv
po.i 36 c dz|, 36
AzAp AzApAv
M T |, T P Xem Ty
Ud+1) ApAv B l«to,i(,U(Z),i -1) @ AzAv
36 ¢ dz |y, T2

AzAu+ AzApAv
36 ATttt T

(uo,i+1 +
d+1

Yon dv
c dz

2
FH g1

d+1

2 Vont1 dv

(Ho,i +

i e dz

d+1

va\ ApAv poiv1(pg 00 — 1) do
_(NO,i—&-l‘F?d) a + i1 0,41 )

AzAv
g 36

72 c dz
AzAp N AzApAv
] 36 Xd,n+1 7
Ud+1) ApAv N uo,i+1(ﬂg,i+1 -1 dv
72 c dz |44

AzAp N AzApAv
72 Xd+1,n+1 7216

e o
0,i+1 c dz

AzAv
72

(uo,i+1 +

e o do
0,i+1 c dz

d+1

~ (o + 1) ApAv poi(pgi —1) dv| AzAv

’ 18 c dz d 36
AzAp AzApAv
J 36 Xd,nT
(um Udﬂ) ApAv poi(pg; — 1) dv]  AzAw
, 18 c dz . 18

AzAu+ AzApAv
18 ATy

Vo.n du
42 2
I'LO,Z c dZ

‘ vg\ ApAv ,uo,i+1(,u(2),i+1 —1) dv| AzAv
(rosn+ ) =55~ + c dz|, 36
AzAp AzApAv

L T2 X T
vd+1) ApAv N ,uo,i+1(,u(2),i+1 -1) @ AzAv
36 ¢ dz 18
AzAp AzApAv
36 + Xd+1,n754

d+1
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Asz

-’431

3 ( - %) ApAv B uo,i(ﬂg,i -1) @ AzAv
o) 36 dz|, 72
_ 2 Vontl dv| AzAp N AzApAv
0 e dz|, 36 08
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B (u - %) ApAv ,Uo,i+1(,u(2),i+1 -1) @ AzAv
it T, 72 c dz|, 72
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Hoimi— 7 11 36 T Xd+1n41 08
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o, c dz|, 36 + X o4
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o 36 dz|,,, 36
2> Von dv AzAp AzApAv
+/J’0,z ¢ dz . 79 Xd+1,n 108
3 ( _ %) ApAv ,Uo,i+1(,u(2)’i+1 -1) dv| AzAv
Hoi+1 ) g c dz|, 18
sy Vo dv| AzAp u AzApuAv  AzApuAv
Ol e dz|, 18 Y 8
(H oy vd+1) ApAv ,uo,i+1(,u(2),i+1 -1) dv AzAv
Ot 18 c dz|,,, 36
> Von d_v AzAp AzAuAv
FHO i1 c dz a4l 36 + Xd+1n 54
3 ( oy %) ApAv B ,Uo,i(,U(Z),i -1) @ AzAv
Hoi ™) T2 c dz|, 36
_ 2 Yo+l d_v AzAp N AzAuAv
P TR A T
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(Igiv1,n41,2 + Taivr n1,4 + Taivr n1,6 + Taiviny1,8)/4

AzApAv N AzApAv AzApAv N AzApAv
Nd,n 216 Nd+1,n 108 Nd,n 108 Nd+1,n 54
AzApAv AzApAv AzApAv AzApAv

Nd,n+1 108 + Nd+1,n+1 Tnd’"“ Tl + Nd+1,n+1 57
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Prtiloha C

Vstupni model atmosféry

Na testy programu v kapitole 6 byl pouzit vystup z hydrostatického modelu ATA
od Kubéta (2003). V nésledujici tabulce je vysledny model atmosféry pro hvézdu
spektralniho typu B4.
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n.(d)

[em—°]

z(d)

[em]

T(d)

n.(d)

[em—°]

1.2087334E4-08
1.5565563E4-08
2.0052332E+08
2.5839916E+08
3.3305214E+08
4.2934243E+08
5.5353549E4-08
7.1370837E+08
9.2026996E+08
1.1866316E4-09
1.5300680E4-09
1.9728199E4-09
2.5435123E+09
3.2789661E+09
4.2265177TE+09
5.4469899E4-09
7.0184887E+09
9.0412928E+09
1.1644098E+10
1.4992139E410
1.9297694E4-10
2.4833720E+10
3.1951684E+10
4.1104624E+10
5.2877084E410
6.8023408E410
8.7516950E+10
1.1261283E+11
1.4492799E+11
1.8654342E411
2.4013307E+11
3.0912736E+11
3.9791981E+11
5.1213412E+411
6.5897143E+11
8.4778709E+11
1.1152910E+12
1.4273560E+12
1.8242781E+12
2.3300047E+12
2.9755770E+12
3.8015103E+12
4.8608780E 412
6.2236334E412
7.9815046E412
1.0251265E+413
1.3173932E+413
1.6919765E+13
2.1701062E+13
2.7785210E+413

2.2725908E+11
2.2723026E+11
2.2720105E+11
2.2717131E+11
2.2714089E+11
2.2710964E+11
2.2707735E+11
2.2704383E+11
2.2700886E+11
2.2697219E+11
2.2693356E+11
2.2689270E+11
2.2684940E+11
2.2680352E+11
2.2675499E+11
2.2670373E+11
2.2664966E+11
2.2659261E+11
2.2653238E+11
2.2646867E+11
2.2640111E+11
2.2632926E+11
2.2625257E+11
2.2617042E+11
2.2608201E+11
2.2598631E+11
2.2588178E+11
2.2576656E411
2.2563988E+11
2.2550264E+11
2.2535622E+11
2.2520149E+11
2.2503875E+11
2.2486796E+11
2.2468887E+11
2.2450106E+11
2.2430399E+11
2.2409699E+11
2.2387926E+11
2.2364989E+11
2.2340781E+11
2.2315185E+11
2.2288064E+11
2.2259275E+11
2.2228665E+11
2.2196086E+11
2.2161412E+11
2.2124550E+11
2.2085454E+11
2.2044116E+11

11798.41
11914.26
12068.55
12270.27
12528.18
12849.62
13240.32
13703.47
14240.48
14851.56
15535.93
16290.47
17113.95
18003.13
18952.82
19961.21
21036.43
22192.59
23450.71
24833.30
26364.98
28071.95
29981.45
32123.75
34535.64
37271.26
40401.01
43881.84
47382.47
50646.24
53737.15
56787.39
59889.69
63106.12
66483.65
70063.15
73884.18
T7987.71
82417.70
87221.97
92452.26
98162.81
104406.52
111227.09
118644.74
126638.05
135133.44
144013.67
153151.40
162451.27

3.5495587E+13
4.5219122E+13
5.7414772E+413
7.2621213E+13
9.1470967E+13
1.1471892E+14
1.4328346E414
1.7833501E+14
2.2141124E+14
2.7455037E+14
3.4030908E+14
4.2150812E+14
5.2092714E+14
6.4184323E+14
7.8885477TE+14
9.6801721E+14
1.1863688E+15
1.4518842E+15
1.7733060E+15
2.1604747E+15
2.6243590E+15
3.1771988E+15
3.8328005E+15
4.6068802E+15
5.5183242E+15
6.5926417E+15
7.8689375E415
9.4007882E+15
1.1278833E+16
1.3655364E4-16
1.6662339E4-16
2.0422591E+16
2.5085568E+16
3.0837464E+16
3.7905999E+16
4.6565851E+16
5.7145280E+16
7.0033853E+16
8.5691233E+16
1.0465732E4-17
1.2756469E+17
1.5515582E+17
1.8831074E+17
2.2809544E+17
2.7585136E+17
3.3334260E+17
4.0294841E+17
4.8785993E+417
5.9221375E+17
7.2115492E+17

z(d) T(d)
[cm] (K]
2.2862507E+11 | 10869.33
2.2859749E+11 | 10871.11
2.2856988E+11 | 10872.91
2.2854223E+11 | 10874.71
2.2851456E+11 | 10876.52
2.2848688E+11 | 10878.34
2.2845919E+11 | 10880.16
2.2843149E+11 | 10881.97
2.2840379E+11 | 10883.77
2.2837608E+11 | 10885.55
2.2834839E-+11 | 10887.31
2.2832070E+11 | 10889.04
2.2829302E+11 | 10890.72
2.2826536E+11 | 10892.36
2.2823772E+11 | 10893.95
2.2821010E+11 | 10895.49
2.2818252E+11 | 10896.97
2.2815497E+11 | 10898.38
2.2812747E+11 | 10899.70
2.2810002E+11 | 10900.88
2.2807264E+11 | 10901.84
2.2804532E+11 | 10902.44
2.2801808E+11 | 10902.53
2.2799092E+11 | 10902.03
2.2796385E+11 | 10900.97
2.2793687E+11 | 10899.61
2.2790998E+11 | 10898.41
2.2788316E+11 | 10897.91
2.2785642E+11 | 10898.67
2.2782974E+11 | 10901.14
2.2780310E+11 | 10905.84
2.2777650E+11 | 10913.35
2.2774991E+11 | 10924.34
2.2772333E+11 | 10939.45
2.2769673E+11 | 10959.12
2.2767009E+11 | 10981.80
2.2764376E+11 | 10745.77
2.2761763E+11 | 10829.46
2.2759129E+11 | 10929.20
2.2756469E+11 | 11037.59
2.2753782E+11 | 11148.33
2.2751070E+11 | 11255.31
2.2748332E+11 | 11352.59
2.2745573E+11 | 11434.12
2.2742798E+11 | 11495.12
2.2740010E+11 | 11536.20
2.2737213E+11 | 11567.58
2.2734408E+11 | 11602.42
2.2731593E+11 | 11649.40
2.2728761E+11 | 11712.65
Tabulka C.1:

Tabulka vstupnich dat pro testy model.
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