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1 Uvodem

Objekty s proménnymi charakteristikami jsou pfedmétem soustiedéného zajmu astrofy-
zikld, protoze svou proménnosti toho o sobé prozrazuji vice, nez objekty neproménné.
Zjisténi a matematické vyjadieni povahy ¢asové proménnosti méfenych veli¢in (jasnost,
magnetické pole, intenzita spektralnich ¢ar, polarizace apod.), hledani trendi, cyklickych
zmén, periodicit apod. - to jsou nejcastéjsi ikoly, které prakticka astrofyzika fesi. Nejdiile-
zejména jeji nejstarsi a nejpropracovanéjsi disciplina — metoda nejmensich ctverci (MNG,
anglicky least square method - LSM).

Dtive nez pristoupite ke zpracovani pomoci regresni analyzy, doporucuji abyste si
celou situaci nejprve zevrubné obhlédli, coz mj. znamené, Ze si do nejriznéjsich grafu
¢i schémat vynesete vzajemné zavislosti vSech moznych veli¢in doty¢ného objektu, at uz
vami namétfenych nebo pievzatych z literatury. Vérte, ze tyto ,,obrazky* vam o povaze vza-
jemnych souvislosti mezi jednotlivymi charakteristikami povédi vice nez sebedokonalejsi
Ciselné rozbory. Zjistite-li, ze zobrazené vysledky méfeni {y;} jevi jistou ¢asovou zavislost,
ziejmé téz pocitite neodolatelné nutkani tuto zavislost prolozit (fit) néjakou elegantni
hladkou kfivkou. Pro¢? Nejspis proto, abyste vidéli, jak se dané veli¢ina doopravdy méni,
tedy jak by to asi vypadalo, pokud byste doty¢nou velicinu dokazali mérit nepietrzité a
pritom navic absolutné presné. K tomuto idedlu samoziejmé nedospéjete nikdy, 1ze se mu
vSak alespon priblizit. Metoda nejmensich ¢tvercu pritom naznacuje osvédéenou cestu,
jak toho dosahnout.

Doporucuji vam, abyste ale pfedem zvazili, zda je viibec tfeba néco prokladat a poci-
tat! Chceme-li totiz jen dokumentovat, ze tu ona zavislost existuje, tak je poctivéjsi do
grafu zddnou kiivku nevkreslovat, staci jen zvolit vhodn& métitka na osich a obréazek
prezentovat v jeho originalni podobé. Pouze tehdy, chceme-li s vysledky prolozeni déle
pracovat a néco z nich vyvozovat, je zahodno pustit se do matematického zpracovani.

1.1. Regresni model

VySetfujme nejprve ¢asovou zavislost vybrané métrené veli¢iny y na zakladé casové Fady,
coz je soubor n trojic {t;, y;, 0;}. Pfedpokladejme p¥itom, ze ¢as méfeni ¢ zname naprosto
presné, lze jej tedy pokladat za nezdvislou wvelicinu, zatimco jednotlivA méteni zdvisle
promenné veliciny vy, y;, jsou zatizena urcitou nejistotou, reknéme o;.

Nasim zamérem nyni bude najit takovou skalarni funkci ¢asu ¢, f(t), kterd optimalné
prochézi mezi mezi naméienymi body a co nejlépe vystihuje redlnou ¢asovou zavislost
pozorované veli¢iny.

Trividlnim feSenim této ulohy v piipadé Casové zévislosti je pospojovani vSech po Casové
sobé nasledujicich bodii lomenou ¢arou {t;,y;}, piipadné néjakou sice hladkou, ale dostatetné
zvlnénou ¢arou (napf. polynomem stupné n— 1), ktera by prochazela disledné viemi naméfenymi



body'. Takovyto postup by mél své opodstatnéni pouze tehdy, pokud bychom jak ¢as, tak zavisle
proménnou veli¢inu znali absolutné piesné, coz je neredlné. Mnohem hodnovérnéjsi vysledky dava
prosté grafickd metoda, kdy mezi body vynesenymi do grafu tdhneme od ruky hladkou kfivku,
ktera dle naseho piesvédcéeni co nejlépe vyjadiuje pozorovanou zavislost. Tento zplisob prolozeni
v8ak neni obecné reprodukovatelny (i vy sami nakreslite tu svou optimalni kiivku pokazdé trochu
jinak), navic se s timto grafickym feSenim potom dosti §patné pracuje.

Bézné se proto dava prednost takovym metodam, které vedou k analytickému vyjad-
feni prokladané funkce a k objektivnimu, reprodukovatelnému stanoveni kritéria nejlepsi
shody. Obvykle si hned na pocatku definujeme tzv. regresni model (regression model).
Regresnim modelem si z nekone¢ného mnozstvi funkei, jimiz by bylo mozno pozorovanou
zévislost prolozit, vybereme jen jistou omezenou mnozinu funkci, pricemz kazda z funkci
této zvolené mnoziny modelovych funkci bude plné definovana g predem neznamymi vol-
nymi parametry, které si pracovné oznacime 3y, 52, B3, ... 34. Veli¢ina g pak vyjadiuje pocet
stupniai volnosti (degree of freedom) zvoleného modelu. Na tom, jak si dokdZeme zvolit ten
spravny regresni model, ktery v sobé obsahuje funkce co nejpodobnéjsi realné zavislosti
y(t) a pouzit pfitom co nejmensi pocet volnych parametrii, pak zavisi uspéch celého naseho
dalstho poc¢inani.

Pokud nevime o fyzikalni podstaté zavislosti jedné z pozorovanych veli¢in na druhé vibec nic,
pak jako regresni model volime soubor co nejjednodussich funkei - polynomy, harmonické funkce
- 8 nimiz lze snadno pracovat. Pokud v8ak jiz pfedem vime, jakou modelovou funkci by méla byt
pozorované zévislost popsédna, méli bychom ji dat pfednost, protoze jinak si zpiisobime zbytecné
problémy pfi interpretaci zjisténé zavislosti. Spravnou a citlivou volbou regresniho modelu lze
ze souboru dat vytézit spoustu informaci, naopak zvolenim neadekvatniho modelu, Ize snadno
dospét i ke zcela mylnym a falesnym vyvodum.

Regresni model predstavuje mnozinu podobnych funkei, které se od sebe lisi jen jinymi
hodnotami volnych parametria 5y, Bs,...0, : f(t) = f(B1, B2, ...y, t). Usporadanou g—tici
parametrii 5; je vyhodné zapisovat jako g-rozmérny vektor nebo sloupcovou matici 8 o
rozmérech g x 1 (g fadku a 1 sloupec): 8 = (B4, P, ...Bg)T.

Ptredpokladejme nyni, zZe jsme v ramci regresntho modelu zvolili néjakou konkrétni
hodnotu vektoru parametrii pro i-té méfeni {¢;, y;} pak lze vyjadfit odchylku e; tohoto
méieni od dané zavislosti vztahem

e =y — f(ti, B). (1)

Je zjevné, ze ¢im mensi budou odchylky métfeni od modelové predpovédi, tim lepsi bude
prolozenti.

Je vSak tieba navic uvazit, ze jednotlivd méreni maji riznou kvalitu, ¢i chcete-li vahu,
ktera bude néjak souviset s nejistotou jejich urceni o;. Je uzitecné zavést si tzv. modifiko-
vanou odchylku €;, kde é; = e;/0;, a tu pak brat jako rozhodujici pfi posuzovani tspésnosti
modelovani néjakych pozorovanych zavislosti, tedy:

0; 0;

Nagim tkolem nyni bude vybrat z mnoziny funkci, které pfipousti zvoleny regresni
model, f(t,3) popsanych vektorem 3, takovy vektor 3 = b, pro né&jz budou modifikované

!Timto polynomem stupné n — 1 mize byt tfeba Lagrangeiiv nebo Newtoniiv interpola¢ni polynom.



odchylky {é;} minimalni. Onu podminku minimélnosti je ov§em tfeba nejprve matema-
ticky precizovat. Nejéastéji pouzivanou, a z mnoha divodui nejoblibenéjsi (nikoli vSak
jedinou?), je podminka, aby soucet ¢tvercti modifikovanych odchylek pro viechna méient,
oznacovany bézné jako veli¢ina x?, tedy

:Z:Z(;) )

byl miniméalni. Z této podminky pak vychazi moderni varianta, jinak jiz letité metody
nejmensich ¢tvercii, které se budeme nadale vénovat.

Metoda nejmensich ¢tvercu je nastroj, pomoci néhoz lze pomérné jednoduse stanovit
hodnoty parametri zvoleného regresnitho modelu tak, aby tento model co nejlépe souhlasil
s tim, co jsme napozorovali. Pokud jsme méli stastnou ruku pii vybéru modelu, budeme
moci i predpovédét, jak se zkoumany objekt choval, a to i v dobé, kdyz jsme jej neméli pod
dohledem. Budeme moci predpovédét, co by se s nim mélo dit v budoucnosti. VSechny tyto
predpovédi zname i jistou davkou nepiesnosti, ktera je dana jednak tim, Ze zvoleny model
nemusi Gplné presné odpovidat realité, ale zejména proto, Ze vSechna pozorovaci data jsou
zatizena jistou nepfesnosti danou zpusobem méfeni a Ffadou neznamych faktoriu, které
vysledky pozorovani ovliviiuji. Velkou prednosti MNC je, Ze umoziuje nejen predpovidat,
ale i odhadnout nejistotu téchto predpovédi

2 Metoda nejmensich ¢tverci

2.1. Hledani feSeni metodou nejmensich ¢tvercia

Suma x?(3) je bezrozmérna skalarni funkce vektoru parametri 3:

mzz[w} Zi Z S - A e ()

=1 =1

jez je umérné zaporné vzatému logaritmu pravdépodobnosti daného feSeni. Misto indivi-
dualnich nejistot o; lze z vypocetnich divodi pouzit i individudini vihy® dané vztahem:
w; = 0; 2.

Hledejme nyni takovy vektor 3, (3 = b) pro néjz je tato suma x?> = x*(8 = b)
minimalni. Funkci x?(3) si lze piedstavit jako zprohybanou plochu v (g + 1) rozmérném
prostoru, kde g rozméru je vyhrazeno pro slozky vektoru 3 a g plus prvni rozmér je re-
zervovan pro funkéni hodnotu x?(3). Obecné mize mit takova plocha dosti komplikovany
vzhled. Nicméné vétSinou na ni mizeme najit jedno nebo i vice lokdlnich minim, z nichz
ovSem jen nékterd budou mit néjaky dobry fyzikalni smysl.

2 Jinou takovou podminkou mie byt minimalnost sou¢tu absolutnich hodnot modifikovanych odchylek
nebo jejich étvrtych mocnin. Nicméné takto definované podminky se pouzivaji jen ziidka, a ve zcela
oduvodnénych piipadech. Naopak ¢asto se pouzivaji jisté modifikace MNC, které dokazi eliminovat hrubé
chyby. Témto modifikacim se pak fika robusini regrese.

3U téchto vah je viak tieba mit na paméti, Ze to nejsou bezrozmérné veliciny, ale ze maji individualni
rozmér dim(w;) = [dim(y;)] 2.
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Fig. 1. Na téchto obrézcich si miizete ovéfit silu MNC. Predpokladejme, Ze y je linedrné zavislé na
velifing x (typicky na ¢ase). Kazdy z 1000 naméfenych bodi necht je zatiZen stejnou nejistotou o;. Nyni
si z téchto 1000 bodid ndhodné vybereme 20, které jsou na druhém obrazku zvyraznény krouzky. Z nich

vypocteme odhad zévislosti y(z) a znazornime si ji. V grafu je pro informaci vynesena i vysledna
zévislost, oviem s védomim, Ze tuto zavislost v té chvili je§t& nezndme. Nyni je tfeba zvolit spravny
model pro tuto zavislost. I kdyz by v téchto 20 bodech bylo mozné vidét i usek paraboly, dostacujicim
modelem zavislosti tu bude primka definovana dvéma parametry. Tato piimka se zjevné dobfe shoduje

se skute¢nou zavislosti definovanou padesatkrat vice body, nez kolik jich mame k dispozici.

Pfi hledani extrému (minima nebo maxima) skalarni funkce je vhodné si zavést pojem
gradient funkce. Gradient v daném bodé je vektor orientovany v opac¢ném smeéru nez
spadnice, pricemz délka vektoru je tim vétsi, ¢im strméji v daném bodé funkce probihé.
Ciselns jsou slozky vektoru gradientu funkce x?, ktera je funkci ¢ proménnych parametri,
rovny parcidlnim derivacim podle téchto parametru

= g9y (OXF OX° x>
Ty <b>—<a—ﬁl7a—ﬁ2,...7a—ﬁg). (5)

Gradient lze takto podle potieby chapat jako bud jako vektor o g slozkdch nebo fadkovou
matici s g sloupci. Pomoci gradientu souctu ¢tvercu odchylek 1ze podminku pro nalezeni
extrému funkce nebo jeho sedlového bodu lze pak elegantné zapsat

Vx*(b) =0, (6)



kde 0 je radkovy vektor o g slozkach, jez jsou vSechny rovny nule. Podminka tak iika,
ze extrém (sedlovy bod) skalarni funkce nastava v takovém bodé, kde v8echny slozky
gradientu funkce jsou rovny nule. Nas ovSem zajimaji pravé jen minima této funkce.
Velikost vektoru gradientu je v minimu nulovd, jsme totiz na dné - hloubéji se okoli
tohoto bodu dostat nelze. Popisované metodé hledani minima skaldrni funkce se proto
iika téz gradientni metoda (gradient method).

Dosadime-li nyni vyraz pro vahovanou sumu ¢tvercu odchylek do (6) po kratkych
upravach dojdeme k jediné vektorové podmince

n

y b z
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n

nebo Z f(ti,b)w Z X; Y Wiy (7)

=1
ey o (Of(ti,b) 8f(tz-,b) df(t;,b)
_Vf(tz,b)_( B ok o )

Vektor prislusny k i-tému méreni x; s g slozkami je tedy gradientem podle slozek parame-
tru prokladané funkce v daném bodé. Slozky tohoto vektoru tak lze poklddat za nezavislé
proménné. Soustavu g obecné nelinearnich rovnic o g neznamych, slozek parametru b pak
fesime bé&znym zptsobem.!

Rl V)

(8)

2.2. Odhad nejistot jednotlivych méfeni

V praxi se ob¢as stava, ze nemame vzdy spolehlivou informaci o nejistotach {o;} pro jeden kazdy
bod méfeni. Pfitom vétsinou jde o méfeni provedend v minulosti, tedy neopakovatelnd a tudiz
unikatni. Nékdy o nejistotdch vstupnich udaji nevime zhola nic. Jenze ony nejistoty k vypoctu
x? nutné potiebujeme. Nebylo by poctivéjsi oprasit starou dobrou prostou metodu nejmendich
¢tvercti se sumou Gtverct odchylek v podobé: S(b) = >[y; — f(ti, b))%, v niz neni ani nejistoty
o; ani vahy w; zapotiebi? Lze to ale vibec takto udélat?

Lze to ucinit, ale jen v tom p¥ipadé, kdy mame co do ¢inéni s daty stejného druhu, o nichz
vime, 7e v8echna maji zarucené stejnou nejistotu o; = o. Pokud by tato podminka splnéna
nebyla, neméli bychom MNC pouzivat nebo alespoii bychom neméli tvrdit, Ze jsme k néjakym
zévérum dospéli pomoci této metody. Vysledky, které bychom dostali, by byly nutné zkreslené,
zejména by nebylo mozné se spolehnout na odhady nejistot.

Pripustime-li, Ze v souboru zpracovavanych dat se nachézeji data nebo skupiny dat
s rozdilnym rozptylem, s rozdilnou kvalitou®, je nai povinnosti vie udélat pro to, abyste

4 Trividlnim piikladem regrese feSené pomoci MNC je nalezeni stfedni hodnoty n naméfenych hodnot
{y:} se stejnou nejistotou o. Model regresni funkce f(t) = 8, x; = Vi = af;/0B = 1, X3(B) =
o2 i — B)°.

Minimum funkce x?(3) nastava v bodé 8 = b, v némz plati, ze Ox2/98 = —2072 > (y; — b) = 0, tedy
b= %Zyl = 7 hledanym stiedem je aritmeticky primér. Suma kvadratt modifikovanych odchylek &2
prob=7, X>(B=9) =022 (yi —9)* =022y} — 207 +y =no *(y> - 7*).

Poutny je i pritbéh funkce = 0723 (i — B)2 = 072> y2 — 2Byi + B2 = x2(b) + no~2(B — )% - jde
o parabolu, kfivku s minimem v 8 = b = 4 s minimélni hodnotou x2(8)min = x2(b).

5Zde tuplné staci, kdyZ pouzivame data od riiznych pozorovatelil, ziskana riiznou pozorovaci technikou,
v ruznych fotometrickych filtrech, v riznych klimatickych podminkach atp.



ony nejistoty ¢i vahy néjak odhadli a pouzili vztahy zohlednujici rozdilné nejistoty, re-
spektive vahy jednotlivych méteni.

Jak tedy onu nejistotu méfeni veli¢iny o; odhadnout? Piedné je tieba se smifit se
skutecnosti, Ze onu nejistotu individualnitho méreni nikdy nedokazeme urcit presné: kazdé
méfeni je jedinecné, neopakovatelné a nikdy zpétné nebudeme znat vsSechny okolnosti,
které v tu chvili mohly vlastni méfeni ovlivnit. Jistym voditkem ndm sice muze byt uda-
vana vnitini nejistota (chyba), kterd ovSem zpravidla piedstavuje jen dolni odhad sku-
tecné nejistoty. Zde je tieba si uvédomit, ze ona nejistota by se méla vztahovat k praveé
pouzitému regresnimu modelu, ktery nemusi realitu popisovat idealné.

Vychodiskem tu muze byt pouziti prosté metody nejmensich ¢tverci s jednotkovymi
vahami a s naslednou analyzou kvality prolozeni jednotlivymi podskupinami v celém dato-
vém souboru. Zlepseny odhad nejistot pak lze ucinit za predpokladu, ze presnost métfeni
v ramci urcité relativné homogenni podskupiny dat bude nejspi§ zhruba stejnd (napft.
méfeni z urcité noci v uréitém filtru atp.). Tato nejistota pro j—tou podskupinu méieni
— 0; je pak dana rozptylem méfeni podskupiny vzhledem k modelové piedpovédi. Plati
tedy: oj; = o;. Takto lze upfesnit vahy vSech méfeni ve zpracovivaném souboru a celou
regresi zopakovat. Po nékolika iteracich dojdeme k ustélenému stavu, kdy se jiz vysledky
nebudou dale ménit.

Odhadujeme-li nejistoty jednotlivych pozorovani takto, musime se smifit s tim, 7Ze se
vazou na dany regresni model. Pti volbé jiného modelu, mizeme dostat ponékud odlisné
hodnoty odhadi 0j; = o; a tim i vah jednotlivych méfeni. ZkuSenost vSak ukazuje, Ze
tyto rozdily povedou jen k marginalnim zménam ve vysledku, takze je muzeme zanedbat.

3 Linearni regrese

Reseni soustavy rovnic (7) v jejich obecnosti byva dosti komplikované, takze neni divu,
7e se vyhledaji takové regresni modely, s nimiz by se dalo zachéazet jednoduseji. Pii-
jemné prace je s tzv. linedrnimi regresnimi funkcemi f(t,3), které je mozné vyjadiit jako
linearni kombinaci g funkei ¢asu {xy(t), z2(t), ..., 24(t)}, které tvoii vektorovou funkci
x(t) = (1,22, ..., 2,). Hovofime pak o linearni regresni funkci nebo o linearnim regresnim
modelu. Plati tedy

[, B) = Braa(t) + Bawa(t) + .+ By y(t) = Z By ;(t) = Bx(t) (9)

5 _(or or Of\ _
= T8 = (851,852,...,%) — x(t). (10)
Dosadime-li nyni do rovnice (7) za f(t,3) dostaneme
i=1 j=1 i=1



kde viha w; = o; 2. k-tou slozku pfedchozi soustavy rovnic lze po roznasobeni sum piepsat

do tvaru
n

j=1 =1 i=1
Celou soustavu g linearnich rovnic o g neznamych, jimiz jsou slozky hledaného vektoru b
lze zapsat takto:

‘/11[)1 + ‘/12[)2 + ..+ ‘/19[)9 = U1

%1b1+%2b2+:--+%gbg:U2 (13)

Vagrbi + Vgoba + - -+ + Vby = Uy,
kde

n n
Vig = Vie =Y a(ta) zi(t) wi; Up =Y yiwr(ts) wi. (14)
i=1 i=1
Soustavu ¢ rovnic o ¢ neznamych (b;) pak lze standardnim zptusobem fesit. Nalezenim
vSech hledanych koeficienti je pak nalezena i regresni funkce, kde 3 = b. Pokud nés
dale nezajima presnost méreni, hodnovérnost prolozeni, chyby parametri a neurcitost
predpovédi, pak jsme hotovi.

3.1. Linearni regrese uZitim maticového poctu

Linearni regresi lze elegantné resit pouzitim maticového poctu. Ten budeme prednostné
pouzivat i v néasledujicim textu.

Pozorovany vztah mezi zavisle proménnou (nepiesné méfenou veli¢inou, nejcéastéji
hvézdnou velikosti, ale i tfeba radialni rychlosti, teplotou aj.) ¥ a nezavislou proménnou
(pfesné méfenou veli¢inou — typicky ¢asem) ¢t muze byt proloZzen vhodnou modelovou
funkci f. Matematicky model zavislosti necht je uré¢en usporadanou g-tici volnych para-
metru f3;, ve formé sloupcového vektoru 3 = (5, fa, . . . ,ﬂg)T. Pokud je mozné modelovou
funkei f zapsat jako linearni kombinaci g ruznych funkei ¢asu (), tak hovoiime o tzv.
linedrni modelové funkci a lze psat

x = (21, T2, ..., 24), [(x, ﬂ):Zkak:xﬂ. (15)
k=1

Zavedme sloupcovy vektor zavislé veli¢iny y s délkou n a matici X s rozmérem n X g

n T11 Ti2 - Tig X1
Y2 To1 T2 - Xy X2

y=| . | X={ . . . =1 .| (16)
Yn Tp1l Tp2 - Tng Xn

kde y; je hodnota i-tého pozorovani, z;; je funkéni hodnota k-té funkce pro i-té pozorovani,



f(;) je hodnota fadkového vektoru definovaného v (10)°.

f1 X1 w1 0 0
exo— | Pl=| sexe ow=| D L
fn Xn 0 0 o Wy

kde W je diagonalni matice n X n s vahami jednotlivych méfeni v diagonéle, f(3) je
sloupcovy vektor s jednotlivymi hodnotami modelové funkce f;(x;) pro i-té pozorovani
pro zadané 3.

Jako objektivni miru uspésnosti prolozeni modelovou funkci s parametry 3 pouzijeme
soucet vahovanych ¢tvercii odchylek pozorovanych hodnot od piedpovédénych x?(3)

XB)=ly—t@B)"Wly—f(B8)]=F"-8"X"HW(y-Xa)= (18)
yTWy-pTU-U"B+8"VB=y'"Wy-28TU+8"Vg.

U je fadkovy vektor s délkou g, V je ¢tvercova matice g X g, jejiz inverzni matice H je
tzv. kovariancni matice:

U=X"Wy; V=XTWX; H=V'=XTWX)" (19)

Pii prolozeni modelovou funkci f(¢, 3) metodou nejmensich ¢tverct se bere za optimalni
takové, pro néz je suma x? = x*(8 = b) minimélni. V pifpadé linearni modelové funkce
f(t, B) plati, Ze takové minimum je jen jediné. Pro feSeni v podobé sady parametri b a
sumu kvadrati odchylek x?(b) plati:

ox?

95| —0=-2U+2Vb = b=HU=X"WX) 'XTWy. (20)
B=b

Predpovéd hodnot modelové linearni funkce pro 3 = b, y;, je ddna nasledujicim vztahem:
yp=Xb=[XXTWX) 'X"W]y =Ey. (21)

Vyraz v hranaté zavorce — symetrickd matice = o rozméru n X n, kterd zde vystupuje
jako operator, ktery kazdé hodnoté pozorovani priradi jeji ,,vyhlazenou* hodnotu. Toto

vvvvv

Minimalni sumu kvadrati odchylek x? 1ze pro linearni regresi zapsat riizné
X' =y —Xb)'W(y —Xb)=y"Wy —-b"U=y"Wy -y, Wy, (22)

V poslednich dvou variantach vystupuje i vAhované suma ¢tvercu funkénich hodnot, coz
je veli¢ina vstupni, vyplyvajici z pozorovani, tudiz zcela nezavisla na modelovani. Metodu

6Standardné pouZzivanymi modely linedrnich regresnich funkci jsou bé&Zné nebo trigonometrické po-
lynomy vhodnych stupiii. Jako pfiklad lze zvolit parabolicky model, jenz je nejjednodussim modelem
¢asti svételné kiivky s extrémem. Parabolicky model lze piedpokladat ve formé: f(t) = 1 % + B2t + B3,

f(t) = [tQ’ t, 1]7 X = [{t?} {tZ} {1}]



nejmensich ¢tverci tak lze alternativné chapat i jako metodu nejvétsich ¢tvercti modelo-
vych predpovédi. Tento pohled lze s vyhodou vyuzit napt. pii hledani nejlepSich period,
tedy pfi tvorbé LSM periodogrami.

Sumu ¢étvercii odchylek x?(3) pro linearni regresni model lze po uréitych tpravach zapsat v
nésledujicim instruktivnim tvaru:

n

2.
(Be —bi)* Y - (23)

k=1 i=1 ¢

M=

(B) =x"+

Ze zapisu je okamzité patrné, Ze funkce x2(8) ma tvar paraboloidu s minimem v bodu 8 = b.
M3 tedy jediné a tudiz absolutni minimum.

3.2. Nejistoty parametri modelu a predpovédi

V ramci fefeni tlohy linearni regresi lze téz odhadnout st¥edni rozptyl mereni” s*, dale
odhad nejistoty pfedpovédi jednotlivych vstupnich dat dy, a odhad nejistot parametrii
modelu 6b

2
. X
s =L dy, = \/X2 diag (XHXT); éb = 4/x2 diag(H), kde Xi = ; (24)

XZ je pomocné bezrozmérna funkce, jejiz velikost zavisi na adekvatnosti volby regres-
niho modelu a spravnosti odhadu nejistot pouzitych dat. Operator ,diag”, aplikovany na
¢tvercovou matici, vytvori sloupcovy vektor sestaveny z prvku nachdazejicich se na jeji
diagonéle; operator muze fungovat i v opa¢ném sméru, aplikaci na sloupcovy vektor obdr-
zime Ctvercovou matici, jejiz diagonalu tvoii prvky vektoru v odpovidajicim poradi. Je-li
vie v poiadku, pak plati x> ~ 1+ /2/(n — g).

Slozky sloupcového vektoru b se ¢asto uvadéji jako rigordzni odhad nejistot jednot-
livych parametri modelu. Bohuzel, tento vyznam maji jen vyjimec¢né, nicméné na nich
obcas trvaji recenzenti odbornych ¢lanki a oponenti diplomovych praci. Naproti tomu
velmi cenny je néasledujici odhad predpovédi modelu 6 f(¢, b)

5f(t,b)ZW/XZXHXT:VESQXHXT:\/XiﬁfH(ﬁf)T. (25)

Odhady nejistoty jednotlivych parametrii obsazenych ve vektoru feSeni b, db se zdaji
byt dilezité, nebot piece pomoci nich lze odhadnout i nejistotu libovolného vyrazu Q(3, t),
a to podle notorického zdkona o siteni chyb

5Q(B,t) = Z (g;i 6bk) : (26)

ktery lze piepsat do elegantngjsiho tvaru zahrnujiciho i vypocet vektoru chyb db

-\ FQdies(®) (FQ)", ke ¥Q(8) = (525252 ) . D
g

"Tato veli¢ina méa oviem fyzikalni vyznam pouze tehdy, zpracovéavame-li méfeni stejného druhu (se
stejnou fyzikélni jednotkou - mag, km/s apod.). V opaéném piipadé je vyznam velic¢iny s? ¢isté formalni.




kde 6@(5) je fadkovy vektor gradientu funkce @ podle jednotlivych parametri.

Jenze vyrazy (26,27) plati pouze tehdy, je-li kovarian¢ni matice H diagonalni, jinymi
slovy — jednotlivé parametry v daném vyrazu nejsou korelované. V obecném ptipadé takto
dostaneme jen horni hranici nejistoty. Chcete-li postupovat korektné, méli byste pouzit
nasledujici, jisté jesté elegantnéjsi vztah

5Q =/ A VQH(VQ)T. (28)

Funkci Q muze byt i prvni nebo druhé derivace modelové funkce podle ¢asu f , f , COZ jsou
veli¢iny nezbytné napt. k vypoctu nejistoty urceni okamziku extrému svételné kiivky:

Sf( \/XszH Vf X2 xHXT; (29)

Sf( \/XszH (V)T X2 XHXT, (30)

kde %(£) = (#1(t), da(t), . .., @, (1)) a X(t) = (E1(t), @a(t), ..., &4(t))

3.3. Zakladni regresni modely - aplikace linearni regrese

Néasleduje nékolik praktickych piikladi aplikace linearni regrese metody nejmensich ¢tverct,
které maji ilustrovat zpisob, jak 1ze metodu linearni regrese v maticové podobé pouzivat.
Pokud tyto priklady nékomu piipadnou jako trivialni, pak se nemyli, nebot jde o zamér.
Pokud ovsem zvladnete toto, miizete si troufnout na slozitéjsi modely.

V tadé piikladi budou s vyhodou pouzity nékteré stiedni veli¢iny, nezavislych i zé-

vislych veli¢in t a y:

n

tmyl = Z Yi wl/z Wi, (31)

=1
Uyt :t_—F, St = A/ Utt, Uyy :y _y 5 Sy = \/uyya Uty :@_Z?ja (32)
ty —tt u? u
r = y = —ty == _ty (33)
St Sy Ut U,yy St Sy

Korela¢ni koeficient r je bezrozmérna veli¢ina nabyvajici hodnotu mezi -1 a 1, pticemz 0
je roven tehdy, kdy mezi veli¢inami ¢ a y neexistuje zadna linearni korelace, -1 je roven
tehdy, kdy jsou vSechny hodnoty {¢;, v;} vyskladany na jediné pfimce. Individualni véha
souvisi s nejistotou takto: w; = o,

3.4. Primérnd hodnota

V pripadé, Zze mezi n dvojicemi t a y datového souboru {t;, y;, o;} neexistuje zadna zavislost
(korela¢ni koeficient je blizky nule), bude hodnota y(t) v mezich chyb nejspis konstantni. Regresni
model pak miZzeme sestavit takto: y; = B + e;, f(8) = B. Optimalni hodnotu S, p¥i niz je
vazena suma Ctvercii modifikovanych odchylek €; = e;/0; minimélni, b, nazveme vaZenou stiedni
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hodnotou. MuZeme ji najit pfimo minimalizaci vyrazu x2(3):

x2<ﬂ>=Zé%=Z< ) Z%—26§jy+522§, (34)

=1 =1 ? =1
x*(b) S i "1 Syioy?  Syiw
=23 " Z 192pY " =0 b= = =7 35
95 ot ; A0 T ro? a0
2 A T 2 2 2 - 2
@)= T O =X+ E-9) o (36)
=1 g =1

Grafem funkce x2(8) je parabola s minimem v 3 = ¢ a funkéni hodnotou x2(¥) (viz (36)).
I kdyZ minimalizaci funkce x%(3) lze stfedni hodnotu vypoéitat piimo, zkusme si nyni ze
cviénych davodi vSechny potfebné vztahy odvodit pomoci maticovych vztah.

X:[l,l,...,l]T, Y:[yl,yg,...,yn]T, W:diag[afZ,UQ_Q,...,a,f]; (37)
1
V=XTWX = 2. H=V!l= , 38
ZU'L 0-;2 ( )
9
U=Syo? b=HU=2ZY%% _5 39
> yio; o7 =7 (39)
27
2/— T T 2 _2y -2 2 X~ () 2 N
—Y'WY -bTU = 2op)or? 2= 2 40
(@) > Wi -7 TR (40)
\2
X’%:n—l’ 6b = /x% diag(H) = —= —s\/Xleag (xHxT) =s. (41)

Za povsimnuti jisté stoji, ze vztahy pro b, o, 6b a dy,, jsou formalné stejné jako v pfipadé bez vah.
Rozdil ovSem je v tom, jak jsou definovany stfedni veli¢iny, z nichz se pfi vypoctu vychézi.

3.5. Primka jdouci pocdtkem

Obcas se muzeme setkat se situaci, kdy je jeden nebo vice bodu zavislosti pevné fixovano. Z této
skutecnosti musime pii volbé regresniho modelu vychazet. Nejjednodussim piikladem toho druhu
je nase oCekavani, ze n bodi o soufadnicich [t;, y;] se stejnymi vidhami lze prolozit pfimkou jdouci
bodem o soufadnicich [0, 0], neboli po¢atkem. Regresni model je pak: y; = Bt; +e;, f(B,t) = St.
Optiméalni hodnotu S = b, pfi niZ je vaZzend suma kvadratt odchylek e; miniméalni, nazveme
tentokrat koeficientem timérnosti.

I zde budeme predpokladat, Ze kazdému z bodi méfeni bude pfisouzena ur¢ita individualni
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vaha w; = 1/02.

X = [t17t27-~-7tn]T7 y= [3/172/27~--7Z/n]T7 W:dia‘g[w17w27"'7wn]7 (42)
_ 1 " _
V=X"WX=nwt?, H=V '=— U=X"Wy=)> yt;=nwly, (43)
nwt? ;
- 1 Y1 Wi ty
b=HU= Zjl# . (44)
Zz ltz t2
T T 2 bFn 2 (@)2
yo=bt, R=y"™Wy—b U:nw(ytbty):nw T ik (45)
22 n [t2y2 - (ﬁ)z] s
$? = — = ——, db=sVwH = , (46)

B 1) - nE Vo

X = g‘g =t 0y, =s\/wx(t)Hx(t)T = s \/5 (47)

3.6. ProloZeni obecnou primkou

Pfi zpracovani ¢asové proménnych pozorovacich dat se miuZzeme casto setkat s tlohou nalezeni
parametra ¢asové trendu, pricemz se v prvnim pfiblizeni nejéastéji predpoklddéa, ze mezi zavislou
veli¢inou y a nezavislou veli¢inou ¢ (standardné ¢asem méfeni) existuje linearni zéavislost. Jinymi
slovy body v grafu lze prolozit piimku. Regresni model pro takovou situaci je zfejmy: y; =
p1+ B2t + e

Primka necht je prokladdna n body o soutfadnicich [¢;,y;], pFiGemZ kazdému z bodu je pii-
souzena jeho individualni vaha w;. ReSenim tulohy je nalezeni vektoru b se slozkami by, by, pro
néz je suma x2(31, B2) minimalni:

51752 sz Yi /82 ti)27 (48)

Tﬁl—_zzwﬂ —byt;) =0, %2——221022 br—bati)t; =0.  (49)

~

Soustavu dvou rovnic o dvou neznamgych (49) fesime prostiedky maticového poctu:

[ 1 tl 1 [ Y1 1 [ w1 0 0 |
1 29 Yo 0 wo 0
i 1 t, | | Un | i 0 0 wy |
t_ r —
V-X"WX=nw|  _|: U=X"Wy=nw| ° |: (51)
AR Ty
1 2 -1 b 1 [ 2y -1ty
H=V!l—__ i . b=| '|=HU=—| """ (52)
nwug | —t 1 ba Ut | —ty+1
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Mvotn

— L 2
x2=yTWy—bTUznw(y2—bly—bzty), 2—%

(t—t 2
., x=[Lt]; y,=xDb, =\/xzxHxT = ” _>

S S ﬁ —
dby = X,%Hm:ma 6b1:m:;¢\/E:6b2\/ﬁ' (55)

Nejistota smérnice piimky dbs tedy nezéavisi na umisténi pocatku, zatimco chyba absolutniho
¢lenu by ano. Minimalni je tato chyba v pripadé, kdy pocatek soufadnic ztotoznime s tézistém.
Nejistota pak bude db; = s/y/n. Absolutni ¢len by 1ze geometricky interpretovat jako tsek na ose
y, ktery na ni vytina regresni piimka. Neurcitost polohy tohoto prisec¢iku udava chyba predpovédi
dyp(t =0) v bodé 0. Ciselns je tato chyba rovna chybé absolutniho ¢lenu b1, tak jak je uvedeno
v (55).

Korela¢ni koeficient r je dobrou mirou toho, jak dobfe pravé piimka vystihuje pozorovanou
casovou zavislost

no
gl|s

ty —1tt
r=t "1 T (56)
St Sy St Sy

3.7. ProloZeni casovijch Tad polynomem

P1i zpracovani delsich ¢asovych fad ¢asto aproximujeme vyvoj pozorované veli¢iny y polynomem
fadu fadu g—1. Linearni regresni model pfedpokladame ve tvaru: y; = S1+B2t;+. . .+ 0y tf_1+ei.

Polynomialni zavislost necht je prokladédna n body o soutadnicich [¢;,y;], pFi¢emz kazdému z
bodi je pfisouzena jeho individuélni vaha w;. Resenim tilohy je nalezeni sloupcového vektoru b s
g slozkami by, ba, . .., by, pro néz je suma vdhovanych étverci odchylek x?(B1, B2, - - -, 85) = X2(8)
minimalni. Resfme pomoci maticového po¢tu. Definice matic W a y je t4z jako v (50), jediny
rozdil je v matici X:

-1
1t ¢ -
1ty 2 ... 9!

X = c S (57)
1t, 2 9

nazyvané téz matice Vandermondova.

3.8. ProloZeni casovijch Tad harmonickym polynomem

Rada astrofyzikalnich d&ju probih& vice ¢ méné periodicky. Zname-li z diivéjska parametry
periodicity, 1ze si zavést tzv. fazovou funkci 9, kterou dostanete jako soucet bézné faze ¢ a epochy
E. Pokud je perioda P konstantni, lze si fazovou funkci vypocitat jednoduchym vztahem:

t— My

0=

(58)

kde t je julidnské datum pozorovani, My je julidnské datum pocatku pocitani fazové funkce, P
je fixni perioda ve dnech.

Pozorované periodicky se ménici veli¢iny y (jasnosti, radialni rychlosti, intenzity spektralnich
¢ar, indukce magnetického pole aj.) vytvareji fazovou kfivku, kterou nejcastéji znazornujeme jako
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zévislost proménné veli¢iny na fazi ¢ = frac(¥). Fazové kiivky zpravidla prokladame harmonic-
kym polynomem stupné ¢ = (g —1)/2, kde g je pocet stupiii volnosti. Matematicky model s har-
monickym polynomem stupné q lze zapsat: y; = B1+> ¢, Bok cos(2kmVU;)+ Popr1 sin(2 k w ;) +
e;.8 Odpovidajici matice X:

1 cos(2m1) sin(27dq) cos(dndy) sin(dmdy) --- cos(2gmdy)  sin(2qmdy)
- 1 cos(2m2) sin(2md2) cos(4dmds) sin(4mdy) -+ cos(2qmds)  sin(2gma)
| 1 cos(2mdy)  sin(2mdy,)  cos(dmdy) sin(drdy) oo cos(2gmdy)  sin(2qmdn) |

(59)

3.9. Zobecnéni linearni regrese 11 - vice nezavisle proménnych

Az doposud jsme jako jedinou nezavislou proménnou brali ¢as a vSe jsme nahlizeli z hlediska
Casové promeénnosti. Slozky vektoru x = (x1,2,...,24) pak byly funkcemi ¢asu. To vSak me-
toda nejmensich ¢tverci viibec nevyzaduje. Jednotlivé polozky mohou mohou byt t¥eba funkcemi
prostorovych soutradnic, rychlosti nebo to mohou byt jen indikace popisujici povahu mé¥eni (zda
§lo tieba o fotometrické mé¥eni ¢i méfeni radidlnich rychlosti nebo intenzity spektralnich car).
Vse to jsou nezavislé, nendhodné veli¢iny charakterizujici konkrétni méfeni v ramci zvoleného
komplexniho modelu. Proto méa smysl divat se na cely soubor veli¢in obsazenych ve vektoru
x; = (1, Zi2, - - -, Tig) piimo jako na soubor g nezavislych veli¢in, které mohou nabyvat riznych
hodnot. Pro urcity typ meéfeni mohou byt nékteré z nezavislych proménnych rovny 0, pro jiny
typ méfeni mohou byt nulové jiné nezavislé proménné. Ve vektoru y; = (y1,¥2,...,yn)" s namé-
Fenymi veli¢inami jsou pak jednotlivé polozky fazeny ¢asto v pofadi, v jakém byly naméfeny.
Priklad: Takovym linearnim modelem muze byt funkce se dvéma stupni volnosti popisujici méfeni
siiky a délky né&jakého obdélniku. V p¥ipadé, 7ze v i-tém méfeni méiime $itku, je x; = (0, 1), jde-li
naopak o mé&feni délky, pak je x; = (1,0), y; je ona namé¥ena veli¢ina. Modelova funkce pro i-té
méfeni pro f; = B1xi1 + Be xi0 = %3 3, P1 je délka, Bo je Sitka. Cilem zpracovani je najit stiedni
velikost téchto parametri b na zakladé n méreni. Pii vypoc¢tu budeme predpokladat, ze vahy
vSech méreni jsou jednotkové - tedy ze je méfime se stejnou chybou.

3.16 | § 3.16 0 1

2.15 | d 2.15 10

2.18 | d 2.18 10 )
1o 2.168 £ 0.009

313 |s;y=| 313 [; X=] 01|, H= . |ib= . (60)
0 1 3.140 = 0.010

2.15 | d 2.15 10

2.19 | d 2.19 10

3.13| 5 3.13 01

Vyhodou tohoto pfistupu je, Ze mizeme solidné odhadnout smérodatnou odchylku a tedy i nejis-
totu urceni hledané délky a §itky. Vzhledem k tomuto zobecnéni se takto mohou pod sebe dostat
i velmi odlisné typy méfeni s velmi odlisnym rozsahem métenych veli¢in. Proto je dilezité, aby
byly jednotlivé typy méfeni spravné ocenény svou vahou w; nepfimo imérnou své disperzi.

87de je tfeba mit na paméti skutetnost, ze fazova funkce je funkei periody, kterd se miize v pritbéhu
casu ménit. Ulohu, kde bychom kromé tvaru svételné kiivky fesili i ¢asovy vyvoj periody, lze zvladnout
az prostiedky nelinedrni regrese.
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Nalezeni okamzZiku minima ze dvou sad pozorovani - doméaci tloha
Cilem této domaci tlohy je aplikace zobecnéné linearni regrese na problém, ktery simuluje
situaci, do niz se pozorovatelé proménnych hvézd ¢asto dostavaji.

Predstavme si, ze dva pozorovatelé v odlisnych ¢asovych pasmech spolupracovali pfi pozoro-
vani minima jasnosti ur¢ité dlouperiodické proménné hvézdy, ptricemz spolupracujicimu Cinanovi
(¢ = 1) se podafilo provést celkem 15 pozorovani, vesmés na sestupné vétvi. éesky pozorovatel
(¢ = 2) zachytil az vystup svételné kiivky z minima v 30 pozorovanich ovSem s ponékud horgi
kvalitou. Samotné minimum zadny z pozorovateli nezachytil.

V obou piipadech se pozorovani vedla ve filtru V', hvézdné velikosti se vztahovaly k vybrané
srovnavaci hvézdé, pozorovatelé se vSak neshodli na jeji volbé, takze svételné kiivky na sebe
nenavazovaly. Svételné kiivky byly simulovany parabolou

Am(t) = ay (t — tmin)? + a5 01 + ag 0o = a1 t> + agt + a3 81 + a4 62,  toin = ———,  (61)

kde a; je koeficient parabolického ¢lenu (pro simulaci zvoleno a; = 1), tmiy je okamzik minima
(zvoleno tpyin = 0,350), as, ag jsou rozdily hvézdné velikosti v minimu jasnosti pro ¢inského
a Ceského pozorovatele (zvoleno as = 0,000, ag = 0,400). Funkce d;; = 1, pokud jde o pozorovani
Cifana, jinak d;; = 0, naproti tomu &;» = 1, pokud jde o pozorovani Cecha, jinak ;2 = 0. ag je
linearni ¢len, as, a4 jsou hodnoty Am(t = 0) pro jednotlivé pozorovatele. Okamziky pozorovani
jsou udavany ve dnech od zacatku urcitého julidnského dne. Jednotlivé okamziky ¢; byly voleny
ndhodné v intervalu 0 az 0,3 (¢ = 1) a 0,4 az 0,8 (¢ = 2). K simulovanym hodnotam rozdilu
hvézdné velikosti Am(t;) uréenym vztahem (61) pro dané hodnoty ¢asi t; byl pfi¢ten nahodny
gaussovsky Sum o standardnich odchylkach postupné: s; = 0.005 mag a s9 = 0.007 mag. Tabulka
s takto nasimulovanymi ¢asy ¢; a hodnotami Am(¢;) véetné priznaku ¢ néasleduje.

ti Am; q t; Am; q| t Am; q
0,013 0,117 1| 0,428 -0,037 2| 0,596 0,014 2
0,039 0,093 11| 045 -0,035 20,609 0,015 2
0,063 0,086 11| 0473 -0,042 2| 0,623 0,026 2
0,100 0,058 11 0,48 -0,036 2| 0,623 0,002 2
0,112 0,054 11 0,488 -0,031 20,634 0,033 2
0,114 0,055 11 0,489 -0,024 2| 0,672 0,049 2
0,120 0,056 1| 0,502 -0,035 2| 0,672 0,056 2
0,131 0,041 1 0,502 -0,032 2| 0,681 0,063 2
0,132 0,051 11| 0,543 -0,017 2| 0,697 0,086 2
0,206 0,014 11 0,549 -0,006 20,739 0,102 2
0,220 0,020 11 0,561 0,006 2| 0,740 0,095 2
0,248 0,019 11| 0,568 -0,006 2| 0,743 0,097 2
0,252 0,006 11 0,572 0,006 2| 0,743 0,101 2
0,264 0,006 11 0,573 0,006 20,761 0,123 2
0,294 -0,006 11| 0,587 0,007 20,772 0,133 2
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Vasim tukolem bude:

Nakreslit graf pozorovanych svételnych kiivek.

Pomoci linedrni regrese se stejnymi vahami jednotlivych méfeni vypocitat zvlast pro 1. a 2.
sadu pozorovani hodnotu koeficientt a1, a9, a3, pfipadné a4, véetné odhadu jejich nejistot,
hodnoty standardni odchylky. Vysledné hodnoty mezi sebou porovnejte a srovnejte je se
zadanymi parametry simulace.

Vypocditejte dale okamziky tmin, véetné nejistoty jejich urceni, p¥icemz vyuzijete vztah
uvedeny v (61) a vztah pro vypocet odhadu chyby funkce koeficient (28) a funkéni hod-
notu v minimu prolozené paraboly as a ag, véetné nejistoty. Vysledné hodnoty mezi sebou
porovnejte a srovnejte je se zadanymi parametry simulace.

Spojte obé pozorovani dohromady a predpokladejte, ze absolutni ¢leny linedrni regrese jsou
rizné. Predpokladejte nejprve, Ze vahy v8ech pozorovani jsou identické, rovné 1. Vypoctéte
koeficienty ay, ag, as, a4, véetné odhadu jejich nejistot, hodnotu standardni odchylky. Vy-
sledné hodnoty mezi sebou porovnejte a srovnejte je se zadanymi parametry simulace.

Vypocitejte standardni odchylky vzhledem k predpovédi vic¢i tomuto modelu zvIast pro
¢inské a Ceské pozorovani. Pomoci nich vypodététe normalizovanou vahu jednotlivych ¢éin-
skych a Ceskych pozorovani. S témito vahami pak opakujte vypocet parametri ai, ag,
as, a4, véetné odhadu jejich nejistot, hodnotu standardni odchylky. Vysledné hodnoty
mezi sebou porovnejte a srovnejte je se zadanymi parametry simulace.

Vypocitejte okamzik tin, véetné nejistoty jeho urceni, a funkéni hodnotu v minimu prolo-
zené paraboly as a ag, véetné nejistoty. Vysledné hodnoty mezi sebou porovnejte a srovnejte
je se zadanymi parametry simulace.

Pro spojené sady pozorovani predpovézte funkéni hodnoty a jejich nejistoty pro obé sady
pozorovani. Diskutujte, vyneste do grafu.
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Fig. 2. Na obréazku jsou kolecky znazornéna simulovana pozorovani proménné hvézdy v okoli jejiho
minima jasnosti. Vnitini pfesnost jednotlivych méfeni je zndzornéna Sedymi chybovymi Gseckami.
Prolozen4 parabola je naznacena Cernymi teCkami s chybovymi tseckami odpovidajicimi nejistoté

predpovédi pomoci zvoleného parabolického linedrntho modelu.
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