Metoda nejmensich ¢tvercl a jeji aplikace
(Least square method and its applications )

1 Motivace

Redlné rozdélovaci funkce se vice ¢i méné odlisuji od idealu normalni funkce. M4 to vice pficin.

a) Na rozdil od normalniho rozdéleni se v redlnych datech objevuji mnohem castéji odchylené
body — ty mohou velice silné zkreslit uréeni polohy stfedu i rozptyl.

b) Zkoumany vzorek neni homogenni — je to smés tfeba n€kolika normalnich rozdéleni (vyska
vzorku Zeny + muZi).

c) Ve hfe je zavislost na dalSich parametrech, nejcastéji na case. Napft. sinusovity prubeh jasnosti
se projevi v bimodalnim rozdéleni hustoty pravdépodobnosti, algolida méa ostry vrchol
v maximu jasnosti a rozsahlé kiidlo apod.

Pokud by métena veli¢ina méla byt v case konstantni (napf. jasnost nepromeénné hvézdy), pak by
standardni odchylka od priméru méla byt dana pouze (!) neptesnosti méfeni doty¢né veliCiny
(v€etn¢ systematickych chyb a nestabilit). Tuto nepiesnost lze zhruba odhadnout tieba porovna-
nim nékolika po sobé& rychle néasledujicich méteni. Zjistime-li, Ze rozptyl méfeni urcité veliCiny je
zjevné veétsi nez ocekdvané nejistoty méteni, 1ze usoudit, Ze ona veli¢ina zfejmé bude funkci néja-
ké dalsi proménlivé veliCiny, nejcastéji casu. Proménné objekty vzdy byly a budou predmétem
soustiedéného zdjmu astrofyziki, protoZe charakterem své proménnosti toho o sobé& prozrazuji
mnohem vice, nez objekty neproménné.

Casova zavislost méfenych veli¢in (magnetické pole, jasnost, intenzita spektralnich &ar, polarizace
apod.), hledani trendd, cyklickych zmén, periodicit apod - to jsou nejCastéjsi tkoly které prakticka
astrofyzika fesi. NejoblibenéjSim nastrojem pro zpracovani téchto zavislosti je tzv. metoda nejmen-

Sich ¢tvercii (MNC - LSM).

Dfive neZ pfistoupite k aplikaci MNC, doporucuji abyste si celou situaci nejprve zevrubné obhléd-
li, coz mj. znamena, Ze si do nejriznéjSich grafi ¢i schémat vynesete vzajemné zavislosti vSech
moznych veli¢in doty¢ného objektu, at’ uz vami namétenych nebo pievzatych z literatury. Véite,
Ze tyto ,,obrazky vam o povaze vzajemnych souvislosti mezi jednotlivymi charakteristikami povi
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Zjistite-li, ze zobrazené vysledky méteni {x; y;} jevi jistou zavislost, jist¢ pocitite neodolatelné
nutkani tuto zavislost prolozit (fit) néjakou elegantni hladkou kiivkou. Dfive, nez se do toho pus-
tite, byste ale méli zvazit, zda je to skutecné nezbytné! Chceme-li totiz jen dolozit, Zze ona zavis-
lost existuje, je poctivejsi do grafu zadnou kiivku nevkreslovat, staci jen zvolit vhodna métitka na
osach a obrazek prezentovat v jeho originalni podobé¢. Pouze tehdy, chceme-li s vysledky prolo-

zeni dale pracovat a néco z nich vyvozovat, je piipadné pustit se do prokladani.

2 Uvod
Jednim z nejcastéjSich ukold, s nimz se setkate pfi zpracovani pozorovani, je zjistit a matematicky
vyjadftit prabéh zavislosti jedné pozorované veli¢iny (y) na jiné pozorované veliing (x).

Veli¢inu y, kterou zpravidla zjistujeme s mensi relativni ptesnosti (napt. hvézdnou velikost), bu-
deme nadale nazyvat zavislou proménnou a druhou pozorovanou veli¢inu, urovanou piesnéji



(nejcastéji Cas), budeme povazovat za nezavisle proménnou veli¢inu. Zavislou a nezavislou veli-
¢inu nelze béhem vypoctu zaménovat! Realny vztah mezi obéma veli€¢inami udava (nezndma)
funkce y(x).

Dejme tomu, Ze mame k dispozici celkem n méteni dvojic nezavislé a zavislé veliCiny: {x;y:},
které mohou byt v odiivodnénych ptipadech doplnéna tzv. vahou meéreni w;, ktera kvantifikuje
spolehlivost pfislusného méfeni. Zpravidla je tato vaha nepfimo umérna kvadratu nejistoty uréeni
zavislé veli¢iny y;.!

Hledejme nyni takovou funkci F(x), ktera by co nejlépe odpovidala skute¢nému prabéhu zavislos-
ti y(x), jez je naznacena n dvojicemi {x;y:}, resp. {x;y;,w;}. Trividlnim feSenim této ulohy je po-
spojovani vSech po sob¢ nésledujicich bodii lomenou ¢arou, piipadné néjakou hladkou, dostatecné
zvinénou ¢arou (napf. polynomem #n-1 stupn¢), kterd by prochéazela disledné vSemi namérenymi
body. Takovyto postup by ovSem ptichdzel v tivahu snad jen tehdy, kdyby byla poloha jednotli-
vych bodl grafu zndma s absolutné piesné, coz je nerealné. Daleko lepsi vysledky dava prosta
grafickd metoda, kdy mezi body vynesenymi do grafu tdhneme od ruky hladkou kiivku, kterd dle
naSeho presvédCeni co nejlépe vyjadiuje pozorovanou zavislost. Nevyhodou je vsak to, Ze tento
zpusob proloZzeni neni obecné reprodukovatelny (i vy sami podruhé proloZite zavislost trochu
jinak), navic se s timto grafickym feSenim potom dosti Spatné pracuje. Proto davame ptrednost
takovym metodam, které vedou k analytickému vyjadieni prokladané funkce a k objektivnimu,
reprodukovatelnému stanoveni kritéria nejlepsi shody.

Obvykle postupujeme tak, ze si hned na pocatku definujeme tzv. regresni model (regression mo-
del). Regresnim modelem si z nekone¢ného mnozstvi funkci, jimiZ by bylo moZno pozorovanou
zavislost proloZit, vybereme jen jistou omezenou mnoZzinu funkci, pficemz kazda z funkci této
zvolené mnoziny modelovych funkci bude plné¢ definovana g parametry, které si pracovné ozna-
¢ime By, B2, Bs, ... By VeliCina g pak vyjadiuje pocet stupriii volnosti (degree of freedom) zvolené-
ho modelu.

Na tom, zda si umime jiz pfedem vytipovat optimalni regresni model, ktery v sobé obsahuje funk-
ce co nejpodobnéjsi tusené zavislosti y(x), zavisi uspéch nebo netspéch celého naseho dalSiho
poc¢inani. Pokud nevime o fyzikalni podstaté zavislosti jedné z pozorovanych veli¢in na druhé
vibec nic, pak jako regresni model volime soubor téch co nejjednodussich funkci - polynomy,
harmonické funkce - s nimiz je radost pracovat. Jestlize vSak jiz predem vime, jakym typem funk-
ce by méla byt pozorovand zavislost popsana, méli bychom to brat ohled, jinak si zplisobime zby-
teCné problémy pii interpretaci zjisténé zavislosti.

momentem pii zpracovani, momentem na némz ve znacné mife zavisi i vysledky a jejich hodno-
ceni. Pravé zde se uplatni znalosti, zkuSenosti a vSeobecny rozhled zpracovavatele, prave tu se
projevi jeho vztah k povaze namétenych dat. Spravnou a citlivou volbou regresniho modelu lze ze
souboru dat vytézit spoustu informaci, naopak zvolenim neadekvatniho modelu, Ize snadno dospét
1 ke zcela mylnym a faleSnym vyvodim. Chcete-1i mit v tomto oboru dobré vysledky, pak se mu-
site obrnit znacnou davkou trpélivosti a jiz pfedem pocitat s tim, ze jen ziidkakdy se vam podaii
najit ten spravny regresni model hned napoprvé. Z vlastni zkuSenosti vim, Ze k nékterym mode-
Iim se clovek dopracuje az po nékolika letech marnych pokust.

! Vahu jsme povinni akceptovat zejména v piipadg, Ze pracujeme se soubory s diametralng odlisnou kvali-
tou méfeni (vizualni a fotoelektrickd pozorovéani jasnosti), nebo tehdy, souvisi-li nejistota jednotlivych
méteni velikosti zavislé veliCiny, pfipadné tehdy, nepracujeme-li pfimo s naméfenou hodnotou y, ale s jeji
nelinearni transformaci.



Regresni model predstavuje mnozinu podobnych funkci, které se od sebe lisi jen riznymi hodno-
tami parametri £, 5, ... B

Fx)=F(f\, Bysevis Byr %)

Uspotadanou g-tici parametri £ je vyhodné zapisovat jako g-rozmérny vektor nebo sloupcovou
matici f o rozmérech g x 1 (g fadkt a 1 sloupec):

B’ = lﬂl’ﬂZ""’ﬂgJ

Predpokladejme nyni, ze jsme v ramci regresniho modelu zvolili n¢jakou konkrétni hodnotu vek-
toru parametrti § pro i-t€ méfeni {x;y;} pak lze vyjadrit odchylku tohoto méteni od dané zavislosti
e; vztahem:

Vi =F(x;,B) +e;. ()

Je zjevné, Ze ¢im mensi budou odchylky, tim lepsi bude proloZeni pozorované zavislosti mezi
veliCinami y a x.

Nasim tkolem nyni bude vybrat z tfidy funkci F(x, B) popsanych vektorem [3, najit takovy vektor
B = b, pro n&jz budou odchylky {e;} minimélni. Onu podminku minimalnosti je ovSem tfeba nej-
prve matematicky precizovat.

Nejéast&ji pouzivanou, a z mnoha diivodii nejoblibengjsi (nikoli viak jedinou?), je podminka, aby
soucet kvadrati odchylek pro vSechny body méteni byl minimalni. Z této podminky pak vychazi
tzv. metoda nejmensich ¢tverct které se budeme nadale vénovat.

Zaved’me si nejprve skalarni veli¢inu S(B), zvanou téz soudet étvercti odchylek’:

n n

SB=Ye Y[ -FaB).  S®=ew -D[n-FEp) w.

i= i=

Nyni hledame takovy vektor B, (B = b) pro né€jz je soucet ¢tvercti odchylek S(B=b) minimalni.

Ze zadéani je zfejmé, ze suma cCtverci odchylek S musi byt nutné veli€inou nezépornou.
V realnych ptipadech je to navic veli¢ina kladna, a to ze dvou divodu: 1) jen ziidkakdy se nam
podafi regresni model vybrat natolik dobfe, aby pozorovanou zavislost popisoval realisticky
v celém rozsahu i v detailech, 2) i kdyby se ndm to podatilo, pak je nutno pocitat s tim, ze zavis-
lou veli¢inu y neméfime nikdy absolutné presné. Kazdé méteni je zatizeno chybou méfeni, u nichz
budeme predpokladat, ze odchylky jimi zpisobené maji nahodné rozlozeni.

? Jinou takovou podminkou miize byt miniméalnost souétu absolutnich hodnot odchylek nebo jejich &tvrtych
mocnin. Nicméng takto definované podminky se pouzivaji jen ziidka, a ve zcela odiivodnénych ptipadech.

3 Obdobné si Ize zavést soudet &tverci odchylek i v obecndjim piipadg, kdy zavisle prom&nna pozorovana
veli¢ina y je funkci n€kolika nezavislych proménnych (;x,.x,...,,x), uddvajicich vektor x s m slozkami, pfi-
¢emz kazdému z métfeni mizeme piisoudit jistou vahu w. i-t€ méfeni je pak dano usporadanou (m+2)-tici
¢isel {X;,y;,w;}. Regresni model pak bude funkci m nezavislych proménnych a g parametrti. Hleddme nyni
takovou funkci z regresniho modelu, pro niz je funkcional

S =3[~ Feu B w

minimalni.



Funkci S(B) si mizete predstavit jako zprohybanou plochu v (g+1) rozmérném prostoru, kde g
rozmérid je vyhrazeno pro slozky vektoru B a (g+1)-ty rozmér je rezervovan pro funkéni hodnotu
S(B). Obecné muze mit takova plocha dosti komplikovany vzhled. Nicméné vzdy na ni mizeme
jedno nebo i vice lokalnich minim, z nichZz ovSem jen néktera budou mit néjaky dobry fyzikalni
smysl. Pro vyhleddvani minim v pribéhu funkce dané né€kolika proménnymi je vypracovana fada
metod, vesmés numerickych. V omezeném poctu piipadid vSak lze k vysledku dospét i postupy
analytické matematiky.

Fyzikaln€ redlné minimum se vyznaCuje tim, ze funkce S(B) v ném je spojitd a spojité jsou
1 vSechny parcialni derivace, které v bodu minima jsou rovny nule. Plati tedy:

95(B)
6ﬂk B=b

=0, provsechnak=(1,2,...,2).

Dosadime-li za S(B) dostaneme g rovnic ve tvaru:

y OFLe.b) OF(i.b) | $~0F(x,b) & OF )
IZ op, F(x.b) ,Z: B, Yo ; P, F(xi,b)wl._; 2B, YW,

Nastava-li pak v bod¢ B = b minimum, pak je splnéno vSech g podminkovych rovnic danych vyse
uvedenym vztahem. Funkce F(x, b), nazyvana téz regresni funkce, je pak onou hledanou funkci,
ktera pfedstavuje nejlepsi priblizeni (nebo je jednim z nich) k pribéhu funkéni zavislosti y(x).
Jesté poznamku. Pii hledani extréma (minima nebo maxima) skaladrnich funkce je vhodné si za-
vést pojem gradientu funkce. Gradient v daném bodé¢ je vektor orientovany v opacném sméru nez
spadnice, priemz délka vektoru je tim vétsi, ¢im strm&ji v daném bodé funkce probiha. Ciselné
jsou slozky vektoru gradientu funkce S, kterd je funkci g proménnych parametrti, rovny parcial-
nim derivacim podle téchto parametri:

grads(ﬁ):{as 08 as}'

0B, 0B, op,

Gradient lze takto podle potieby chapat jako bud’ jako vektor o g slozkach nebo fadkovou matici
s g sloupci. Pomoci gradientu souctu ¢tvercii odchylek 1ze podminku pro nalezeni minima funkce
1ze pak elegantn¢ zapsat:

grad S(b)=0,

kde 0 je vektorem o g slozkach, jez jsou vSechny rovny nule. Podminka tak fik4, ze minimum
skalarni funkce nastava v tom bod¢€, kdy vSechny slozky gradientu funkce jsou rovny nule. Veli-
kost vektoru gradientu je v tomto bod¢ nulova, jsme na dné - hloubé;ji se jiz dostat nelze. Popiso-
vané metod¢ hleddni minima skalarni funkce se proto tikd téz gradientni metoda (gradient
method).

Dosadime-li nyni vyraz pro sumu ¢tverci odchylek dojdeme po jistych upravach k jediné vekto-
rové podmince:

Zg(xisb)F(xiab):Zg(xnb)yp Zg(xiab)F(xiab)Wi :zg('xi’b)yi Wis
i=1 i=1 i=1 i=1

kde g(x;,b) je gradientem funkce F(x;,b) v bodu x;, B =b.



oF CF oF
g(x;,b) = grad F(x;,b) = e '
{aﬂl aﬂz aﬂg jl

2.1 Linearniregrese

Reseni soustavy rovnic danych vyse uvedenymi vztahy je docela komplikovanou zaleZitosti a proto
neni divu, ze se jiz predem hledaji takové regresni modely, s nimiz by se dalo zachazet jednoduse;ji
nez s obecnymi funkcemi. Velké zjednoduseni znamend piedpoklad, ze funkce F(x,B) je vlastné
linearni kombinaci libovoln€ vybrané mnoziny funkei f(x). V tomto ptipadé hovofime o linearnich
regresnich modelech a hledame regresni funkci metodou linearni regrese (linear regression). Pred-
pokladejme tedy, ze regresni funkci hledame v tfidé funkci F(x, ), kde

FQB)= B+ i)+t B0 = BT ()

Za téchto okolnosti 1ze snadno vyjadiit parcialni derivaci podle £-tého parametru vektoru f3:

OF(x,B) _
B Ji(x).

k-t podminkova rovnice pro nalezeni minima funkce S(B), které je v tomto ptipad¢ jediné a tudiz
absolutni, nabude podoby:

WACHIIWHCIED WRACIRD WACH) WIWACIED WFACHIE
Vztah Ize po roznasobeni sum piepsat do tvaru:
Zg_:bjifk(xi)fj(xi) = iy[ﬁc(xi)ﬁ ibjifk(xi)fj(xi)wi = iyifk(x;)wi'

Vztah je zapisem pro k- tou slozku soustavu g linedrnich rovnic o g neznamych, jimiz jsou slozky
hledaného vektoru b. V souhrnu cela tato soustava vyhlizi takto:

I/llb1+l/12b2 ++I/1g g =U1

V21b1+V22b2 +...+V2gbg :U2

Vglbl+Vg2bZ +...+Vggbg :Ug
kde

TR WAV I SACSVAES I

Uk:zyi.fk(xi)? Ukzzyifk(xi)wi'
i=1 i=1



Soustavu g rovnic o g neznamych (b;) pak lze standardnim zplisobem fesit. Nalezenim vSech hle-
danych koeficientl je pak nalezena i regresni funkce, kde B = b. Pokud nés nezajima piesnost
méteni, hodnovérnost prolozeni, chyby parametri a neurcitost predpovédi, pak jsme hotovi.
V opacném piipad¢ budeme postupovat dale.

Hodnoty V; definuji prvky ¢tvercové symetrické matice V rozméru g x g, zatimco hodnoty pra-
vych stran rovnice U definuji prvky vektoru U s g prvky (sloupcova matice g x 1). Nyni lze celou
soustavu rovnic zapsat jesté elegantnéji:

Vb =U.

Definujme si nyni tzv. kovariancni matici H. Jde o ¢tvercovou matici rozméru g x g, kterd je ma-
tici inverzni k matici V. Plati tedy o ni:

H=V! HV=VH-=I,

kde I je jednotkova matice. Vyndsobim-li zleva obé dvé strany rovnice matici H, dostanu piimy
vztah pro hledanou vektorovou matici b:

b=HU.

Pro dal$i vypocty je vyhodné pracovat s vektorovou funkci g(x), kterd je gradientem funkce re-
gresniho modelu F(x, ). V ptipadé, Ze je regresni model linedrni kombinaci funkei fi(x), £(x), ..,
J«(x), je vyjadreni gradientu velmi prosté:

g(x) = grad F(x,B) =[ £,(), /5 (X),.... £, (x) |

Funkéni hodnota regresni funkce F(x,b) je soucasné i piedpovédi yp(x) pro zvolenou hodnotu x.

Vo) = FB)= 25, /(1) =g()b.

K odhadu nejistoty prolozeni a chyb urceni jednotlivych parametrt a predpovédi je nutno nejdiive
vypocitat hodnotu zbytkového (rezidualniho) souctu ¢tvercti odchylek R pro nalezenou hodnotu B
= b, kdy je tento soucet minimalni:

st(b)zzn:[yi _yP(xi)]2 =Zn:[yi _g(xi)b]2>

n

R=S0)= Y m[y, = vy () =X [, ~g(x)bT

i=1

Pomoci rezidualni souctu ¢tvercti odchylek R 1ze odhadnout velikost stredni kvadratické odchylky
jednoho méfeni o. Ta s poctem méfeni n, poctem stupiii volnosti g a souctem ¢Etvercti odchylek R

souvisi takto:
R R
o= , o= [——.
\n-g \w(n-g)

Odhad nejistoty (uncertainty) urceni velikosti k -t¢ho parametru vektoru b, b, je dan vztahem:

ob = o,/ diag(H) ob = o,/ wdiag(H).




Odhad nejistoty funkéni hodnoty nalezené regresni funkce yp(x) v daném bod€ x, neboli prredpo-
vedi v bodé x, dyp(x), je dana vztahem:

Sy,(x)=o\gHE'(x)  Sy,(x)=cywgx)Hg'(x).

Po urcitych upravach vztahu pro soucet ¢tvercii odchylek pro ptipad linedrni regrese, 1ze veli¢inu
S(B) uvést v instruktivnim tvaru:

SB) =R+ 28, -b) L), SB)=R+ (8, Dt ).

Ze zapisu je okamzité patrno, ze funkce S ma tvar paraboloidu s minimem o hodnoté v bodu B =
b. Ma tedy jediné a tudiz absolutni minimum.

Velmi elegantni 1ze linedrni regresi fesit pouzitim maticového poctu. Definujme si tfi matice X,
Y, ptipadné¢ W o rozmérech postupné n x g, n x 1 a diagonalni n x n:

g(x,) _fl(xl) So(x)) ---fg(xl) 1 Y w,
X — g(:xz) _ fi(x,) fz(:xz)---fg(xz) , Y = J:/z ’ W = diag |
2] A A0 f)| ), W,

V=X'X, V=X'WX,
H=V'=X'X)', H=V'=X'WX).
Uu=X'Y, U=X'WY.
b=(X'X)'XY=(U/V)=X\Y, b=XWX)'XWY=(U/V).
Definujme nyni vektorovou sloupcovou matici predpovedi Y, = [y p(X); v (X));. 5 0p(x, )]
Y, =Xb.
Reziduélni soucet ¢tverct odchylek je pak dan vztahem:

R=(Y-Y,)(Y-Y,)=Y'Y-b'U  R=(Y-Y,)W(Y-Y,)=Y'WY-b'U

R .. ,
oY, :\/ diag(XHX").

3 Zakladni regresni modely - Aplikace MNC

Nasleduje ne€kolik praktickych piiklada aplikace prosté i obecné metody nejmensich ¢tverct, které
maji ilustrovat zpisob, jak se ma MNC pouzivat. Pokud tyto piiklady nékomu piipadnou jako
trivialni, pak se nemyli, nebot” jde o zam¢r.

V tadé prikladti budou s vyhodou pouzity nékteré stfedni veli¢iny, které zde zavedeme. Aritme-
ticky priméry veliin x a y:



__ln __l” _:Ln _:L n
X—n;xia y_n;yj’ X S inWi, y S Zyiwi’

w i=l w i=l1

Dale stfedni hodnoty soucinu veli¢in x a y v riznych mocninach:

1 1 n
Y =l =

w o i=l

kde m a [ jsou cela nezaporna ¢isla 0, 1, ...

UZite¢né je téZ zavedeni tzv. rozptylu u,, a u,, a smérodatnych odchylek s, a s, souboru veli¢in x a
v a miru korelace mezi nimi u,,.

U, =x"—-x7, s =,u_, u, =y -y, s,=.Ju,, U, =xy-—xy,

Bezrozmérny koeficient korelace 7:

r_xy—xy_ uxy Uy

5.8, u,u, 8.8,

Lze ukazat, ze koeficient korelace » nabyva hodnot mezi -1 a 1, pficemz 0 je roven tehdy, kdy
mezi veli¢inami x a y neexistuje zadna linearni korelace, £1 je roven tehdy, kdy jsou vSechny
hodnoty {x; y;} ulozeny na jediné pfimce.

3.1 Stifedni hodnota veliéin se stejnou vahou (PMNC)

Nasvédcuje-li méteni n dvojic {x; y;} tomu, Ze mezi x a y neexistuje zadna zavislost a Ze hodnota
y(x) je v mezich chyb nejspis konstantni, postavime regresni model takto:

yi=P+e;.

Optimalni hodnotu £, pfi niz je suma kvadrati odchylek e; minimalni, b, nazveme stfedni hodno-
tou. Najdeme ji minimalizaci funkcionalu S(f):

SBY =2 =B =2y =28 yi+np>=n(y* =287+ 7).
i=1 i=1 i=1
Grafem funkce je parabola s minimem v bodu =y , pficemZ s minimem R = S(f=7Y ):

Rzn(?—)_/z):nuyy.

I kdyZz minimalizaci funkce S(f) lze vypocitat ptimo, zkusme si nyni ze cvi¢nych divodi vsechny
potiebné vztahy odvodit pomoci maticovych vztaht.

X=[L..:1], Y=[y;ysYs- a0,

V=X'X=n  H=(X'X)" =l, U=X'Y=)y =ny.
n

i=1

Jak patrno, nikde se v dilezitych veli¢inach nevyskytuji veli¢iny x;, tudiz na nich nezalezi
a mohou nabyvat libovolnou hodnotu.



1 — —
g(x)=1, b=HU=(X'X)"'X'Y=U"/V)=—ny=y.
n
Stéedni hodnota podle MNC je tedy p¥imo rovna aritmetickému priméru.

yp(®)=g®b=y, R=Y'Y-b' XY=y -yny=nu,.

i=1

R n - o o
= =5, —— Ob=odiagH)=—=, Iy, =——.
o 0 s, " o+/diag( Tn Y, 7n

3.2 Stifedni hodnota veliéin s nestejnou vahou (OMNC)

Stanoveni stfedni hodnoty veli¢in s nestejnou vahou je nejjednodussi ulohou fesitelnou OMNC.
Predpokladdejme, Ze mame n trojic veli€in {x;y;,w;}, kde w; je vadha i-t¢ho méfeni veliCiny y;,
a nezavisla veliCina x;, na jejiz velikosti vSak v tomto pfipadé nijak nezélezi. Regresni model bude
tyZ jako v piipadé A.

yi=P+e.

Optimalni hodnotu f, pfi niz je suma vahovanych kvadrati odchylek e; minimalni, b, nazveme
sttedni hodnotou. Najdeme ji minimalizaci funkce S(f):

n
2
S(B=2 wilvi-B) .
i=1
I kdyz minimalizace je i v tomto pripad¢ jednoducha operace, opét vyuzijeme maticovych vztaht.

X = ones(n,1), Y:[yl;yz;y3;...,yn], W =diag[w,,w,,...,w,].

X'W = [wl,wz,...,wn], YW= Ulwl,yzwz,...,ynwn],

n — —
V=XWX=>w=nw, H=(XWX)'=—, U=XWY=ny

1
i=1 w
gx)=1, b=HU=(XWX)'XWY=y.

Stéedni hodnota podle OMNC je tedy piimo rovna vahovanému aritmetickému praméru.

y,(0)=F(x)b=y, R=YWY-b'XWY=>y’w -y yw=nwu,

i
i=1 i=1

R n — o = ; _ o
O-_\/(n—l)v_v_sy\/n , ob=c wH—ﬁ, 5yp—a\/w[g(x)Hg(x)]—\/;.

Za povsimnuti jisté stoji, ze vztahy pro b, s, ob a dyp jsou formalné stejné jako v piipadé A, kdy se
tentyz problém fesil pro stejné vahy. Rozdil ovSem je v tom, jak jsou definovany stiedni veli¢iny,
z nichz se pii vypoctu vychazi.
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3.3 Pfimka jdouci poéatkem | (PMNC)

Obcas se muzeme setkat se situaci, kdy je jeden nebo vice bodl zavislosti pevné fixovano. Z této
skute¢nosti musime pii volbé regresniho modelu vychazet. Nejjednodussim piikladem toho druhu
je nase ocekavani, Zze n bodii o soutadnicich [x; y;] se stejnymi vahami Ize prolozit pfimkou jdouci
bodem o soufadnicich [0, 0], neboli poc¢atkem. Regresni model je pak:

v, =pBx te

Optimalni hodnotu B, pfi niz je suma kvadrati odchylek e; minimalni, b, nazveme tentokrat stred-
nim koeficientem umérnosti.

X:[xl;‘XZ;‘x3;"';‘xn]’ Y:[,yl;yz;y3;"'7yn]'

n — 1 n _
V=X'X:fo:nx2, H:(X’X)’lz—_z, U:X'Y:Zx,.yiznxy, g(x)=x,
i=1 nx i=1

—\2

M . _ - _ xy
bz(gj =g=x=y’ y,(x)=0bx, R=Y'Y—bX'Y=n(y2—bxy)=n yz—(_) ,
A\ |14 x2 X

—\2
_ R n T (2 2—2)_ o (a —)_ n —z_("y)
J_\/n—l_ n—l(y bx) B n—l(y b )= l(y bxy|= n Y 2

2 2
Sh=oH =—2_ = |1 L_p| 6y, =cfsHgx) =0 /x_z.
X nx

2 J—
nx n—1

Poznédmka: Pokusme vypocitat koeficient timérnosti jinak. Uvazme, Ze pomoci kazdé z dvojic x;,y;
lze vypocitat ,,individualni® koeficient umérnosti b;: b; = y/x; a sttedni koeficient umérnosti, ktery
si nyni ozna¢ime b’, by pak logicky mél byt roven aritmetickému priméru jednotlivych b;:

s, gy
b_nzbi nle.

Jak patrno, tento vztah se od vySe uvedeného vztahu pro hodnotu sttedniho koeficientu imérnosti
1isi a zddnou z dovolenych matematickych operaci nelze tyto dva vztahy ztotoznit. Jak to vysveét-
lit?

Vysvétleni plyne z predpokladu, na némz je prosta MNC postavena: rozptyl méfeni y od realného
prabéhu daného funkéni zavislosti y(x) ma povahu ndhodné veliiny a zejména nijak nezavisi na
hodnoté dalSi méfené veliCiny x. Je-li tato podminka splnéna pro mnoZinu meéteni {x; y;}, pak
ovSem nemuize byt splnéna pro veliinu y;/x;, jejiz ocekavana nepiesnost je nepiimo umeérna hod-
noté x;. Rizné velkou o&ekavanou nepiesnost je tiecba v OMNC ocenit riznym ovédhovanim bodi,
kdy vaha jednotlivého bodu - w; - bude nepfimo umérna kvadratu ocekavaného rozptylu méfeni,
gili v tomto piipadé by méla byt imérna x;°. Polozme proto pfimo, Ze w; = x;°. Aritmeticky pramér
z mnoziny b; se zapoc¢itanim jejich individualnich vah se vypocte podle vztahu:
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n

Zbiwi Zn:xiyi
_ =l _

[;: i=1

n - n
2
Z Wi in
i=1 i=1

3.4 Pfimka jdouci poéatkem Il (OMNC)

Oproti pfipadu C budeme navic piedpokladat, ze kazdému z bodli méteni o soutadnicich [x; )]
bude pfisouzena urcita individualni vaha w;. Piesvédcete se sami, ze pokud budeme pocitat se
sttednimi vazenymi veli¢inami a jejich souciny, pak vztahy pro stfedni koeficient imérnosti b,
sttedni vaZenou kvadratickou odchylku jednoho méfeni o, chyba koeficientu db a chyba piedpo-
veédi dyp, budou formalné stejné jako v ptipadu 3.3.

3.5 Obecna pfimka (OMNC)

Snad nejbézngjsi tlohou, s niZ se pii zpracovani pozorovani miiZzeme setkat je, jak zjistit paramet-
ry pfedpokladané linearni zavislosti mezi veliCinami y a x, nebo jak prolozit body v grafu piim-
kou. Regresni model je ziejmy:

Ptimka necht je prokladana n body o soutadnicich [x;y;], pficemz kazdému z bodt je pfisouzena
jeho individualni vaha w;. Re$enim ulohy je nalezeni takové dvojice parametrti a a b, pro néz je
suma vahovanych ¢tvercli odchylek S(¢, ) minimalni:

S(a, )= w; (y; —ar+ Bx;)°.

i=1

1 x Y w 0 0 0
_ 1 x, , _[ > ’ Wo 0O w, 0 0
N : 0 0 .0
1 x, v, 0 0 0 w,
1 x v : 2 —x
V=XWX=nw|L 2| U=xWy=nw| Y| H=(XWX)'=——|* ¥
X X Xy nwu,  [—x 1
2 Xy Y —x XV X2 p—xxy u s
b:HU:M:L LA [P R o) NPT S et A
b uxx —X 1 xy uxx _xy+xy uxx uxx Sx

kde 7 je korelacni koeficient.

g(x)=[1 x], yp(x)=g(x)b=[1x]mw+bx.
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2%

Presvédcte se, ze plati: y,(X) =y, coz jinymi slovy znamena, Ze regresni piimka prochazi t¢zistém.

- = -
R=YWY-b'XWY=nw(’—ay-bxy), o= R _:\/”(y ay—bxy)

(n—g)w n-2

Sh=c wH,, = \/%SG Sa=o+ wH,, = F = sby .

Nejistota smérnice pﬁmky b tedy nezévisi na umisténi poéétku zatimco chyba absolutniho ¢lenu

Wt

pak bude oa = O'/\/;.
Chyba ptedpovédi funkéni hodnoty ypv bod€ x - dyp - je dana vztahem:

(0 =0 wlgHE ] =71 (’“ 0

Wt

Velkych vzdalenostech od n¢j je asymptoticky pfimo imérna této vzdalenosti.

Absolutni ¢len a lze geometricky interpretovat jako usek na ose y, ktery na ni vytind regresni
ptimka. Neur¢itost polohy tohoto priise¢iku udava chyba predpovédi dyp v bodé x = 0. Ciselné
tato chyba je rovna chyb¢ absolutniho ¢lenu, tak jak jej udava vyse uvedeny vztah pro oa.

Poznamka:

Doporucuji jesté pred vypoctem provést transformaci zavislé proménné tak, ze je budeme vztaho-
vat kjejich stfedni vazené hodnoté: ¢, =x, —x. Transformace ovlivni jen absolutni Clen

a'=y,0a =oc/\n,
— o t?
xX)=y+bt, oyp,(x)=—7=_1+—.
yp(X)=y yp(x) - 52

Timto postupem se vyrazné omezi vliv zaokrouhlovacich chyb pii vypoctu a zvysi se tak presnost
a spolehlivost vysledku.

4 Uloha

Prolozte ptimku témito daty {x,y,w} a vypoctéte jeji parametry:

0.11 -0.06 1 082 082 2 036 038 3 0.57 0.18 1
0.66 0.69 2 0.67 0.78 2 055 092 2 0.70 036 2
037 034 3 1.00 0.86 1 026 021 1 096 085 2
0.14 -0.09 4 096 0.83 3 0.60 1.04 1 0.75 0.71 3
0.57 080 5 0.06 0.12 4 0.05 035 4 0.74 0.74 4

a) Tak aby prochézela pocatkem

b) Obecnou ptimkou, diskutujte pfitom, zda neni model a) lepsi
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Zameénte zavislou a nezavislou proménnou a vysledek porovnejte. Dokazte, ze pomér
smérnic za téchto okolnosti je roven 7 !

Reste vie pro situaci s vahami a bez nich. Vysledky porovnejte.

Zkuste prolozit zavislost polynomem vyssiho stupné a diskutujte opravnénost toho regres-
niho modelu.

Vykreslete graf s body, proloZenou piimkou a nejistotou prolozeni (y,£dy,)

13



5 ResSeni tulohy

a) Piimka, jez prochazi poc¢atkem:
s=0.216; y=(0,97+0,08) x
b) Obecna pfimka, x nezavisla proménna:
s =10.220; y = (0,05+0,11) + (0,90+0,17) x, = 0,78. , model a) je zfejm¢e lepsi.
¢) Obecnd ptimka, x nezavisla proménna:
§=0.193; x =(0,17+0,08) + (0,69+0,13) x, »=0,78.

Odmocnina poméru smérnic sqrt(0,90*0,69) = 0,78 je rovna r.

Unweighted LSM regression fitting by lines

14

1.2 T T T T T T B
o] observed points /,’,
— - — -~ through origin o) L7
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d) Situace s vahami
Weighted LEM regression fitting by lines
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2 -
< observed data o
— - through origin o)
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o RES e
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14



15

Pfimka, jez prochazi pocatkem:
s =10.198; y = (0,99+0,08) x
Obecna piimka, x nezavisla proménna:
s =0.198; y=(0,05+£0,11) + (0,90+0,17) x, r = 0,82. , model a) je stejné dobry.
Obecna piimka, x nezavisla proménna:
5§ =0.185; x=(0,11+0,08) + (0,76+0,13) x, » = 0,82.
Odmocnina poméru smérnic sqrt(0,90*0,76) = 0,82 je rovna r.
e) Prolozeni polynomem 2. stupné (X je nezavisle proménna, nevazeno): s = 0,222,
y = (-0,0420,14) + (1,43+0,63) x — (0,53+0,60) x%;
prolozeni polynomem 3. stupné: s = 0,224

y=1(0,10£0,21) + (-0,15£1,97) x + (3,1+4,4) x* — (2,3+2,7) x°

Fitting by polynomials of the 1-st, 2-nd and 3-rd orders
12 T T T T T
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