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e1 ÚvodObjekty s prom¥nnými 
harakteristikami jsou p°edm¥tem soust°ed¥ného zájmu astrofy-zik·, protoºe svou prom¥nností toho o sob¥ prozrazují mnohem ví
e, neº objekty nepro-m¥nné. Zji²t¥ní a matemati
ké vyjád°ení povahy £asové prom¥nnosti m¥°ený
h veli£in(magneti
ké pole, jasnost, intenzita spektrální
h £ar, polariza
e apod.), hledání trend·,
ykli
ký
h zm¥n, periodi
it apod. - to jsou nej£ast¥j²í úkoly, které prakti
ká astrofyzika°e²í. Nejd·leºit¥j²ím nástrojem pro zpra
ování t¥
hto závislostí je tzv. metoda nejmen²í
h£tver
· (MN� - LSM).D°íve neº p°istoupíte ke zpra
ování pomo
í MN�, doporu£uji abyste si 
elou situa
inejprve zevrubn¥ obhlédli, 
oº mj. znamená, ºe si do nejr·zn¥j²í
h graf· £i s
hémat vyne-sete vzájemné závislosti v²e
h moºný
h veli£in doty£ného objektu, a´ uº vámi nam¥°ený
hnebo p°evzatý
h z literatury. V¥°te, ºe tyto �obrázky� vám o povaze vzájemný
h souvis-lostí mezi jednotlivými 
harakteristikami pov¥dí ví
e neº sebedokonalej²í £íselné rozbory.Zjistíte-li, ºe zobrazené výsledky m¥°ení {yi} jeví jistou £asovou závislost, z°ejm¥ téº po-
ítíte neodolatelné nutkání tuto závislost proloºit (�t) n¥jakou elegantní hladkou k°ivkou.D°íve, neº se do toho pustíte, byste ale m¥li zváºit, zda je to skute£n¥ nezbytné! Ch
eme-li totiº jen dokumentovat, ºe tu ona závislost existuje, pak je po
tiv¥j²í do grafu ºádnouk°ivku nevkreslovat, sta£í jen zvolit vhodná m¥°ítka na osá
h a obrázek prezentovat vjeho originální podob¥. Pouze tehdy, 
h
eme-li s výsledky proloºení dále pra
ovat a n¥
oz ni
h vyvozovat, je £as pustit se do matemati
kého zpra
ování.1.1. Regresní modelVy²et°ujme nejprve £asovou závislost vybrané m¥°ené veli£iny y na základ¥ souboru ndvoji
 {ti, yi}. P°edpokládejme p°itom, ºe £as m¥°ení t známe naprosto p°esn¥, lze jejtedy pokládat za nezávislou veli£inu, zatím
o jednotlivá m¥°ení závisle prom¥nné veli£iny
y, yi, jsou zatíºena ur£itou nejistotou, °ekn¥me δyi.Na²ím zám¥rem nyní bude najít takovou skalární funk
i £asu t, f(t), která optimáln¥pro
hází mezi mezi nam¥°enými body a 
o nejlépe vystihuje reálnou £asovou závislostpozorované veli£iny.Triviálním °e²ením této úlohy v p°ípad¥ £asové závislosti je pospojování v²e
h po £asov¥sob¥ následují
í
h bod· lomenou £árou {ti, yi}, p°ípadn¥ n¥jakou si
e hladkou, ale dostate£n¥zvln¥nou £árou (nap°. polynomem n−1 stupn¥), která by pro
házela d·sledn¥ v²emi nam¥°enýmibody. Takovýto postup by m¥l své opodstatn¥ní pouze tehdy, pokud by
hom jak £as, tak závisleprom¥nnou veli£inu znali absolutn¥ p°esn¥, 
oº je nereálné. Mnohem hodnov¥rn¥j²í výsledky dáváprostá gra�
ká metoda, kdy mezi body vynesenými do grafu táhneme od ruky hladkou k°ivku,která dle na²eho p°esv¥d£ení 
o nejlépe vyjad°uje pozorovanou závislost. Nevýhodou je v²ak to,1



ºe tento zp·sob proloºení není obe
n¥ reprodukovatelný (i vy sami ji podruhé proloºíte tro
hujinak), naví
 se s tímto gra�
kým °e²ením potom dosti ²patn¥ pra
uje.B¥ºn¥ se dává p°ednost takovým metodám, které vedou k analyti
kému vyjád°ení pro-kládané funk
e a k objektivnímu, reprodukovatelnému stanovení kritéria nejlep²í shody.Obvykle si hned na po£átku de�nujeme tzv. regresní model (regression model). Regresnímmodelem si z nekone£ného mnoºství funk
í, jimiº by bylo moºno pozorovanou závislostproloºit, vybereme jen jistou omezenou mnoºinu funk
í, p°i£emº kaºdá z funk
í této zvo-lené mnoºiny modelový
h funk
í bude pln¥ de�nována g p°edem neznámými volnými pa-rametry, které si pra
ovn¥ ozna£íme β1, β2, β3, ...βg. Veli£ina g pak vyjad°uje po£et stup¬·volnosti (degree of freedom) zvoleného modelu. Na tom, jak dob°e si umíte vytipovatoptimální regresní model, který v sob¥ obsahuje funk
e 
o nejpodobn¥j²í tu²ené závislosti
y(t), závisí úsp¥
h nebo neúsp¥
h 
elého na²eho dal²ího po£ínání.Pokud nevíme o fyzikální podstat¥ závislosti jedné z pozorovaný
h veli£in na druhé v·be
 ni
,pak jako regresní model volíme soubor t¥
h 
o nejjednodu²²í
h funk
í - polynomy, harmoni
kéfunk
e - s nimiº lze snadno pra
ovat. Ni
mén¥ vºdy by
hom se m¥li snaºit najít takový model,který by skute£nost popisoval s 
o nejmen²ím po£tem volný
h parametr·. Pokud v²ak jiº p°edemvíme, jakou modelovou funk
í by m¥la být pozorovaná závislost popsána, m¥li by
hom jí dátp°ednost, protoºe jinak si zp·sobíme zbyte£né problémy p°i interpreta
i zji²t¥né závislosti.Volba odpovídají
ího regresního modelu s optimálním stupn¥m volnosti je tím nejd·leºit¥j-²ím momentem p°i zpra
ování, momentem na n¥mº ve zna£né mí°e závisí i výsledky a jeji
hhodno
ení. Práv¥ zde se uplatní znalosti, zku²enosti a v²eobe
ný rozhled zpra
ovávatele, práv¥tu se projeví jeho vztah k povaze nam¥°ený
h dat. Správnou a 
itlivou volbou regresního modelulze ze souboru dat vyt¥ºit spoustu informa
í, naopak zvolením neadekvátního modelu, lze snadnodosp¥t i ke z
ela mylným a fale²ným vývod·m. Ch
ete-li mít v tomto oboru dobré výsledky, pakse musíte obrnit zna£nou dávkou trp¥livosti a jiº p°edem po£ítat s tím, ºe jen z°ídkakdy se vámpoda°í najít ten správný regresní model hned napoprvé. Z vlastní zku²enosti vím, ºe k n¥kterýmmodel·m se £lov¥k propra
uje aº po lete
h marný
h pokus·.Regresní model p°edstavuje mnoºinu podobný
h funk
í, které se od sebe li²í jen pouzejinými hodnotami volný
h parametr· β1, β2, ...βg : f(t) = f(β1, β2, ...βg, t). Uspo°ádanou
g−ti
í parametr· βj je výhodné zapisovat jako g-rozm¥rný vektor nebo sloup
ovou mati
i
β o rozm¥re
h g × 1 (g °ádk· a 1 sloupe
): β = (β1, β2, ...βg)

T .P°edpokládejme nyní, ºe jsme v rám
i regresního modelu zvolili n¥jakou konkrétníhodnotu vektoru parametr· pro i-té m¥°ení {ti, yi} pak lze vyjád°it od
hylku tohotom¥°ení od dané závislosti ei vztahem:
yi = f(ti,β) + ei. (1)Je zjevné, ºe £ím men²í budou od
hylky, tím lep²í bude proloºení pozorované závislostimezi veli£inami y a t.Na²ím úkolem nyní bude vybrat z mnoºiny funk
í, které p°ipou²tí zvolený regresní mo-del, f(t,β) popsaný
h vektorem β, najít takový vektor β = b, pro n¥jº budou od
hylky

{ei} minimální. Onu podmínku minimálnosti je ov²em t°eba nejprve matemati
ky pre
i-zovat. Nej£ast¥ji pouºívanou, a z mnoha d·vod· nejoblíben¥j²í (nikoli v²ak jedinou1), je1Jinou takovou podmínkou m·ºe být minimálnost sou£tu absolutní
h hodnot od
hylek nebo jeji
h£tvrtý
h mo
nin. Ni
mén¥ takto de�nované podmínky se pouºívají jen z°ídka, a ve z
ela od·vodn¥ný
hp°ípade
h. Naopak £asto se pouºívají jisté modi�ka
e MN�, které dokáºí eliminovat hrubé 
hyby. T¥mtomodi�ka
ím se pak °íká robustní regrese. 2



podmínka, aby sou£et kvadrát· od
hylek pro v²e
hny body m¥°ení byl minimální. Z tétopodmínky pak vy
hází tzv. metoda nejmen²í
h £tver
·2, které se budeme nadále v¥novat.1.2. Nástin metody nejmen²í
h £tver
·Zave¤me si nejprve skalární veli£inu S(β), zvanou téº sou£et £tver
· od
hylek:
S(β) =

n
∑

i=1

e2i =
n
∑

i=1

[yi − f(ti,β)]
2. (2)Je z°ejmé, ºe suma £tver
· od
hylek S(β) je vºdy veli£inou nezápornou3.Nyní hledáme takový vektor β, (β = b) pro n¥jº je tato suma S(β = b) minimální.Funk
i S(β) si m·ºete p°edstavit jako zprohýbanou plo
hu v (g+1) rozm¥rném prostoru,kde g rozm¥r· je vyhrazeno pro sloºky vektoru β a (g + 1)−tý rozm¥r je rezervovánpro funk£ní hodnotu S(β). Obe
n¥ m·ºe mít taková plo
ha dosti komplikovaný vzhled.Ni
mén¥ v¥t²inou na ní m·ºeme najít jedno nebo i ví
e lokální
h minim, z ni
hº ov²emjen n¥která budou mít n¥jaký dobrý fyzikální smysl.Pro vyhledávání minim v pr·b¥hu funk
e n¥kolika prom¥nný
h je vypra
ována °adametod, vesm¥s numeri
ký
h. V omezeném po£tu p°ípad· v²ak lze k výsledku dosp¥t ipostupy analyti
ké matematiky. Fyzikáln¥ reálné minimum se vyzna£uje tím, ºe funk
e

S(β) v n¥m je spojitá a spojité jsou i v²e
hny par
iální deriva
e, které jsou v bodu minimarovny nule. Platí tedy:
∂S(β)

∂βk

∣

∣

∣

∣

β=b = 0, pro v²e
hna k = 1, 2, . . . , g. (3)Dosadíme-li za S(β) z rovni
 (2 a 3) dostaneme g rovni
 ve tvaru:
n
∑

i=1

∂f(ti,b)
∂βk

f(ti,b) = n
∑

i=1

∂f(ti,b)
∂βk

yi; (4)Nastane-li pak v bod¥ b, (β = b) minimum, pak je spln¥no v²e
h g podmínkový
h rovni
daný
h vý²e uvedeným vztahem. Funk
e f(t,b), nazývaná téº regresní funk
e, je pak onouhledanou funk
í, která p°edstavuje nejlep²í p°iblíºení (nebo je jedním z ni
h) k pr·b¥hufunk£ní závislosti v rám
i zadaného modelu závislosti y(t).Je²t¥ poznámku: p°i hledání extrém· (minima nebo maxima) skalární
h funk
e jevhodné si zavést pojem gradient funk
e. Gradient v daném bod¥ je vektor orientovaný vopa£ném sm¥ru neº spádni
e, p°i£emº délka vektoru je tím v¥t²í, £ím strm¥ji v daném2Zde je t°eba upozornit, ºe metodu nejmen²í
h £tver
· lze de�novat a pojímat mnohem obe
n¥ji,neº v následují
ím textu, který je jenom úvodem do 
elé problematiky. V následují
í
h kapitolá
h MN�pon¥kud zobe
níme, tak aby se jí daly °e²it i komplikovan¥j²í astrofyzikální úlohy.3V reálný
h p°ípade
h je to naví
 veli£ina kladná, a to ze dvou d·vod·: 1) jen z°ídkakdy se nám poda°íregresní model vybrat natolik dob°e, aby pozorovanou závislost popisoval realisti
ky v 
elém rozsahu i vdetaile
h, 2) i kdyby se nám to poda°ilo, pak je nutno po£ítat s tím, ºe závislou veli£inu y nem¥°íme nikdyabsolutn¥ p°esn¥. Kaºdé m¥°ení je zatíºeno 
hybou m¥°ení, u ni
hº budeme p°edpokládat, ºe od
hylkyjimi zp·sobené mají náhodné rozloºení. 3



bod¥ funk
e probíhá. �íseln¥ jsou sloºky vektoru gradientu funk
e S, která je funk
í gprom¥nný
h parametr·, rovny par
iálním deriva
ím podle t¥
hto parametr·:
~∇S(β) =

(

∂S

∂β1

,
∂S

∂β2

, . . . ,
∂S

∂βg

)

. (5)Gradient lze takto podle pot°eby 
hápat jako bu¤ jako vektor o g sloºká
h nebo °ádkovoumati
i s g sloup
i. Pomo
í gradientu sou£tu £tver
· od
hylek lze podmínku pro nalezeníminima funk
e lze pak elegantn¥ zapsat:
~∇S(b) = 0, (6)kde 0 je °ádkový vektor o g sloºká
h, jeº jsou v²e
hny rovny nule. Podmínka tak °íká, ºeminimum skalární funk
e nastává v tom bod¥, kdy v²e
hny sloºky gradientu funk
e jsourovny nule. Velikost vektoru gradientu je v tomto bod¥ nulová, jsme na dn¥ - hloub¥jise jiº dostat nelze. Popisované metod¥ hledání minima skalární funk
e se proto °íká téºgradientní metoda (gradient method).Dosadíme-li do vektorové rovni
e (6) výraz pro sumu od
hylek, lze po triviální
h úpra-vá
h dosp¥t do tvaru:

n
∑

i=1

~∇fi [yi − fi(b)] =
n
∑

i=1

xi [yi − fi(b)] = 0; xi = ~∇fi =

(

∂fi
∂β1

,
∂fi
∂β2

, . . . ,
∂fi
∂βg

)

. (7)Vektor p°íslu²ný k i-tému m¥°ení xi s g sloºkami je tedy gradientem podle sloºek parame-tr· prokládané funk
e v daném bod¥. Sloºky tohoto vektoru tak lze pokládat za nezávisléprom¥nné.P°íklad. Prostým p°íkladem regrese °e²ené pomo
í metody nejmen²í
h £tver
· je nalezeníst°ední hodnoty n nam¥°ený
h hodnot {yi} se stejnou (jednotkovou) vahou. Model regresní funk
e
f(t) = β, xi = ~∇fi = (∂fi/∂β) = 1, S(β) =

∑n
i=1 (yi − β)2. Minimum funk
e S(β) nastává vbod¥ β = b, v n¥mº platí, ºe ∂S(β)/∂β = −2

∑n
i=1 (yi−b) = 0, tedy b = 1

n

∑n
i=1 yi = ȳ hledanýmst°edem je aritmeti
ký pr·m¥r. Suma kvadrát· od
hylek pro b = ȳ, R =
∑n

i=1 (yi − ȳ)2 =
∑n

i=1 y2i − 2 yi ȳ + ȳ2 = n (y2 − ȳ2). Pou£ný je i pr·b¥h funk
e S(β) =
∑n

i=1 (yi − β)2 =
∑n

i=1 y2i − 2β yi+ β2 = R+n (β − ȳ)2 - jde o parabolu, k°ivku s jediným minimem v β = b = ȳs minimální hodnotou S(β)min = R = n (y2 − ȳ2).1.3. Nezbytné p°edpoklady pro pouºití MN�. Zavedení vahD°íve, neº se pustíme do hledání regrese, je t°eba uvést n¥kolik podmínek, které je t°ebasplnit, aby
hom mohli metodu nejmen²í
h £tver
· pouºít. Vesm¥s se týkají souboru od-
hylek {ei}. P°edn¥ tyto od
hylky mají mít statistiku náhodný
h veli£in s 
entrem µ = 0,tedy ∑ ei = 0 a rozptylem σ. Tak tomu ov²em bude jen tehdy, bude-li platit, ºe
• regresní model je stanoven správn¥, to znamená, ºe bude pozorovanou £asovou zá-vislost vystihovat jak globáln¥, tak i v detaile
h4;4To, zda jsme se stre�li p°i volb¥ regresního modelu nejlépe poznáme, vyneseme-li si závislost jednotli-vý
h od
hylek ei na £ase ti (O-C diagram). V p°ípad¥, ºe tyto od
hylky vykazují systemati
kou závislostnikoli jenom prostý rozptyl okolo nulové hodnoty, pak je jasné, ºe jsme model nestanovili spravn¥ a jenutné daný model bu¤ modi�kovat nebo nemilosrdn¥ opustit.4



• soubor nesmí obsahovat ºádné odlehlé body (hodnoty s hrubými 
hyby) ani nesmíbýt p°edem neoprávn¥n¥ upravován vypou²t¥ním bod·, které se jenom zdají být;
• od
hylky {ei} nesm¥jí být vzájemn¥ korelovány - musí být nezávislé, tedy neníp°ípustné n¥jaké p°edb¥ºné vyhlazování5.
• v²e
hny nam¥°ené hodnoty musejí mít stejnou nejistotu svého ur£ení;Zvlá²t¥ ta poslední z podmínek by dosti omezovala pouºití metody nejmen²í
h £tver
·,nebo´ rozdílná kvalita m¥°ený
h veli£in je z
ela b¥ºná, zejména pokud sledujeme dlou-hodobé zm¥ny a vyuºíváme k tomu pozorovaní získaná r·znými pozorovateli a r·znýmimetodami. Na²t¥stí tuto skute£nost lze elegantn¥ o²et°it zavedením tzv. vah {wi}, kteréjednotlivým pozorováním p°isoudíme.P°edpokládejme nyní, ºe p°edem známe nejistotu δyi, s níº byla daná konkrétní veli£ina

yi nam¥°ena. P°ejdeme-li te¤ k modi�kovaným od
hylkám e′i = ei/δyi, tak by m¥ly mítv²e
hny m¥°ené veli£iny stejný rozptyl. Suma kvadrát· modi�kovaný
h od
hylek S(β) sepak dá zapsat takto:
S(β) = k

n
∑

i=1

e
′2
i = k

n
∑

i=1

e2i δy
−2
i =

n
∑

i=1

e2i wi =
n
∑

i=1

[yi − f(ti,β)]
2wi, (8)kde je wi ona váha ur£itého pozorování a k je kladná konstanta, volená zpravidla tak, abyplatilo w̄ = 1, takºe:

wi = k δy−2
i =

n δy−2
i

∑

δy−2
i

. (9)Dosadíme-li nyní výraz pro váhovanou sumu £tver
· od
hylek do (6) a po krátký
húpravá
h dojdeme k jediné vektorové podmín
e:
n
∑

i=1

x(ti,b) f(ti,b)wi =
n
∑

i=1

x(ti,b) yiwi. (10)Vzhledem k tomu, ºe váhy by m¥ly být v metod¥ nejmen²í
h £tver
· pouºívány z
elastandardn¥, bude 
elý dal²í výklad veden v obe
n¥j²í verzi váhované metody nejmen²í
h£tver
·.Nyní je ov²em t°eba vy°e²it otázku, jak zjistit nejistotu nalezení m¥°ené veli£iny δy,která váhu jednotlivého m¥°ení ur£uje? Je t°eba se smí°it se skute£ností, ºe onu nejis-totu individuálního m¥°ení nikdy nedokáºeme ur£it p°esn¥: kaºdé m¥°ení je jedine£né,neopakovatelné a nikdy zp¥tn¥ nebudeme znát v²e
hny okolnosti, které v tu 
hvíli mohlyvlastní m¥°ení ovlivnit. Je pravda, ºe jistým vodítkem m·ºe být udávaná vnit°ní nejistota(
hyba), která ov²em zpravidla p°edstavuje jen dolní odhad skute£né nejistoty. Zde jet°eba si uv¥domit, ºe ona nejistota by se m¥la vztahovat k práv¥ pouºitému regresnímumodelu, který nemusí realitu popisovat ideáln¥. Jistý odhad ale lze u£init za p°edpokladu,ºe p°esnost m¥°ení v rám
i ur£ité relativn¥ homogenní podskupiny dat bude zhruba stejná5Nedoporu£ujeme ani p°edb¥ºné slu£ování bod· nap°. kv·li zp°ehledn¥ní probíhají
í
h zm¥n. Vytvá-°ení tzv. normální
h bod· by m¥lo následovat regresi.5



(nap°. m¥°ení z ur£ité no
i v ur£itém �ltru atp.). Tuto p°esnost δyj, danou rozptylem m¥-°ení podskupiny vzhledem k modelové p°edpov¥di. Z ní lze up°esnit relativní váhy v²e
hm¥°ení ve zpra
ovávaném souboru a 
elou regresi zopakovat. Po n¥kolika itera
í
h dojdemek ustálenému stavu, kdy se jiº výsledky nebudou dále m¥nit.2 Lineární regrese�e²ení soustavy rovni
 daný
h vý²e uvedenými vztahy £asto bývá dosti komplikovanéa není proto divu, ºe se jiº p°edem hledají takové regresní modely, s nimiº by se daloza
házet jednodu²eji neº s obe
nými funk
emi. P°íjemná prá
e je s tzv. lineárními re-gresními funk
emi f(t,β), které je moºné vyjád°it jako lineární kombina
í g funk
í £asu
{x1(t), x2(t), . . . , xg(t)}, které tvo°í vektorovou funk
i x(t) = (x1, x2, . . . , xg). Hovo°ímepak o lineární regresní funk
i nebo o lineárním regresním modelu. Platí tedy:

f(t,β) = β1 x1(t) + β2 x2(t) + . . .+ βg xg(t) =

g
∑

j=1

βj xj(t) = β x(t), ⇒ (11)
~∇f(t,β) =

(

∂f

∂β1

,
∂f

∂β2

, . . . ,
∂f

∂βg

)

= x(t). (12)Dosadíme-li nyní do rovni
e (10) za f(t,β) dostane:
n
∑

i=1

x(ti)wi

g
∑

j=1

bjxj(ti) =

n
∑

i=1

x(ti) yiwi, (13)
k-tou sloºku p°ed
hozí soustavy rovni
 lze po roznásobení sum p°epsat do tvaru:

g
∑

j=1

bj

n
∑

i=1

xk(ti) xj(ti)wi =
n
∑

i=1

yi xk(ti)wi. (14)Celou soustavu g lineární
h rovni
 o g neznámý
h, jimiº jsou sloºky hledaného vektoru blze zapsat takto:
V11b1 + V12b2 + . . .+ V1gbg = U1

V21b1 + V22b2 + . . .+ V2gbg = U2...
Vg1b1 + Vg2b2 + · · ·+ Vggbg = Ug,

(15)kde
Vkj = Vjk =

n
∑

i=1

xk(ti) xj(ti)wi; Uk =
n
∑

i=1

yi xk(ti)wi. (16)Soustavu g rovni
 o g neznámý
h (bj) pak lze standardním zp·sobem °e²it. Nalezenímv²e
h hledaný
h koe�
ient· je pak nalezena i regresní funk
e, kde β = b. Pokud násdále nezajímá p°esnost m¥°ení, hodnov¥rnost proloºení, 
hyby parametr· a neur£itostp°edpov¥di, pak jsme hotovi. 6



2.1. Lineární regrese uºitím mati
ového po£tuLineární regresi lze elegantn¥ °e²it pouºitím mati
ového po£tu. Ten budeme p°ednostn¥pouºívat i v následují
ím textu.Pozorovaný vztah mezi závisle prom¥nnou (nep°esn¥ me°enou veli£inou, nej£ast¥jihv¥zdnou velikostí, ale i t°eba radiální ry
hlostí, teplotou aj.) y a nezávislou prom¥n-nou (p°esn¥ m¥°enou veli£inou � typi
ky £asem) t m·ºe být proloºen vhodnou funk
ímodelovou funk
í f . Matemati
ký model závislosti ne
h´ je ur£en uspo°ádanou g-ti
ívolný
h parametr· βj , ve form¥ sloup
ového vektoru β = (β1, β2, . . . , βg)
T. Horní index

T znamená transpozi
i mati
e. Pokud je moºné modelovou funk
i f zapsat jako lineárníkombina
i g r·zný
h funk
í £asu xk(t) tak hovo°íme o tzv. lineární modelové funk
i. Paklze psát:
x = (x1, x2, . . . , xg) , f(x, β) =

g
∑

k=1

βk xk = xβ. (17)Zave¤me sloup
ový vektor závislé veli£iny y s délkou n, mati
i X s rozm¥rem n × g asloup
ový vektor y o dél
e n:
y =















y1

y2...
yn















; X =















x1

x2...
xn















=















x11 x12 · · · x1g

x21 x22 · · · x2g... ... . . . ...
xn1 xn2 · · · xng















, (18)kde yi je hodnota i-tého pozorovaní, xik je funk£ní hodnota k-té funk
e pro i-té pozorovaní,
f(ti) je hodnota vektoru °ádkového vektoru de�novaného v (17)6.

W =















w1 0 · · · 0

0 w2 · · · 0... ... . . . ...
0 0 · · · wn















; f(X, β) =















f1

f2...
fn















=















x1

x2...
xn















β = Xβ, (19)kde W je diagonální mati
e n × n s vahami jednotlivý
h m¥°ení v diagonále, f(β) jesloup
ový vektor s jednotlivými hodnotami modelové funk
e fi(xi) pro i-té pozorovanípro zadané β.Jako objektivní míru úsp¥²nosti proloºení modelovou funk
í s parametry β pouºijemesou£et váhovaný
h £tver
· od
hylek pozorovaný
h hodnot od p°edpov¥d¥ný
h S(β):
S(β) = [y − f(β)]TW [y − f(β)] = (yT − βTXT)W (y −Xβ) = (20)
yTWy − βTU−UTβ + βT Vβ = yTWy − 2βTU + βTVβ, .6Standardn¥ pouºívanými modely lineární
h regresní
h funk
í jsou b¥ºné nebo trigonometri
ké po-lynomy vhodný
h stup¬·. Jako p°íklad lze zvolit paraboli
ký model, jenº je nejjednodu²²ím modelem£ásti sv¥telné k°ivky s extrémem. Paraboli
ký model lze p°edpokládat ve form¥: f(t) = β1 t

2 + β2 t+ β3,
f(t) = [t2, t, 1], X = [{t2

i
} {ti} {1}]. 7



U je °ádkový vektor s délkou g, V je £tver
ová mati
e g × g, a H je její inverzní mati
e.
U = XTWy; V = XTWX; H = V−1 = (XTWX)−1. (21)Metoda nejmen²í
h £tver
· (MN�) modelovou funk
í f(t,β) bere za optimální takovéproloºení, pro n¥º je suma R = S(β = b) minimální. V p°ípad¥ lineární modelové funk
e

f(t,β) platí, ºe takové minimum je jen jediné. Pro °e²ení v podob¥ sady parametr· b asumu kvadrát· od
hylek R platí:
∂S

∂β

∣

∣

∣

∣

β=b

= 0 = −2U+ 2Vb, ⇒ b = HU = (XTWX)−1XTWy. (22)P°edpov¥¤ hodnot modelové lineární funk
e pro β = b, yp je dána jednodu
hým vztahem:
yp = Xb = [X (XTWX)−1XTW]y = Ξy. (23)Výraz v hranaté závor
e: Ξ je symetri
ká mati
e n×n, která zde vystupuje jako operátor,který kaºdé hodnot¥ pozorování p°i°adí její �vyhlazenou� hodnotu. Toto zobrazení je tímv¥rn¥j²í, £ím ví
e se mati
e Ξ blíºí jednotkové mati
i E(n, n).Minimální sumu kvadrát· od
hylek R = S(β = b) lze pro lineární regresi zapsatr·zným zp·sobem:

R = (y−Xb)TW(y−Xb) = yTWy − bTU = yTWy − yT
pWyp (24)V poslední
h dvou variantá
h vystupuje i váhovaná suma £tver
· funk£ní
h hodnot, 
oº jeveli£ina vstupní, vyplývají
í z pozorování, tudíº z
ela nezávislá na modelování. V posled-ním vztahu se vyskytuje suma váhovaný
h £tver
· p°edpov¥dí daný
h modelem. Metodunejmen²í
h £tver
· tak lze alternativn¥ 
hápat i jako metodu nejv¥t²í
h £tver
· modelo-vý
h p°edpov¥dí. Tento pohled lze s výhodou vyuºít nap°. p°i hledání nejlep²í
h period,tedy p°i tvorb¥ LSM periodogram·.Sumu £tver
· od
hylek S(β) pro lineární regresní model lze po ur£itý
h úpravá
h zapsat vnásledují
ím instruktivním tvaru:

S(β) = R+

g
∑

k=1

(βk − bk)
2

n
∑

i=1

wi x
2
ki. (25)Ze zápisu je okamºit¥ patrno, ºe funk
e S(β) má tvar paraboloidu s minimem o hodnot¥ v bodu

β = b. Má tedy jediné, a tudíº absolutní minimum.2.2. Sm¥rodatná od
hylka. NejistotyV této kapitole budeme pouºívat normalizované váhy, tedy takové, ºe w̄ = 1. Sm¥ro-datnou od
hylku (standardní devia
i) σ lze odhadnout pomo
í vztah· a odhad nejistotyp°edpov¥di jednotlivý
h vstupní
h dat δyp

σ =

√

R

w̄ (n− g)
; δyp = σ

√

diag (XHXT); δb = σ
√diag(H). (26)8



Sloºky sloup
ového vektoru δb se £asto uvád¥jí jako rigorózní odhad nejistot jednotlivý
hparametr· modelu. Bohuºel, tento význam mají jen výjime£n¥, ni
mén¥ na ni
h ob£astrvají re
enzenti odborný
h £lánk· a oponenti diplomový
h pra
í. Naproti tomu velmi
enný je následují
í odhad p°edpov¥di modelu δf

δf(t,b) = σ
√

xHxT = σ

√

~∇f H (~∇f)T. (27)
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Fig. 1. Na obrázku jsou kole£ky znázorn¥na simulovaná pozorování prom¥nné hv¥zdy v okolíjejího minima jasnosti. Vnit°ní p°esnost jednotlivý
h m¥°ení je znázorn¥na ²edými 
hybovýmiúse£kami. Proloºená parabola je nazna£ena £ernými te£kami s 
hybovými úse£kamiodpovídají
ími nejistot¥ p°edpov¥di pomo
í zvoleného paraboli
kého lineárního modelu.Odhady nejistoty jednotlivý
h parametr· obsaºený
h ve vektoru °e²ení b, δb se zdají býtd·leºité, nebo´ pomo
í ni
h lze odhadnout i nejistotu libovolného výrazu Q(β, t), podle zákonao ²í°ení 
hyb: δQ(β, t) ≃
√

∑g
k=1

(

∂Q
∂βk

δbk

)2. Tak jednodu
hé to v²ak není. Zmín¥ný výraz platíjen tehdy, nejsou-li jednotlivé parametry korelované, v opa£ném p°ípad¥ takto dostaneme jenhorní hrani
i nejistoty. Pokud 
h
ete vzít v potaz moºné korela
e mezi parametry, pak ur£it¥pouºijte následují
í vztah:
δQ = σ

√

~∇QH (~∇Q)T. (28)Tou funk
í m·ºe být i první nebo druhá deriva
e modelové funk
e podle £asu ḟ , f̈ , 
oº jsouveli£iny nezbytné nap°. k výpo£tu nejistoty ur£ení okamºiku extrému sv¥telné k°ivky:
δḟ(t,b) = σ

√

~∇ḟ H (~∇ḟ)T = σ
√
ẋH ẋT; (29)

δf̈(t,b) = σ

√

~∇f̈ H (~∇f̈)T = σ
√
ẍH ẍT, (30)9



kde ẋ(t) = (ẋ1(t), ẋ2(t), . . . , ẋg(t)) a ẍ(t) = (ẍ1(t), ẍ2(t), . . . , ẍg(t)).2.3. Základní regresní modely - aplika
e lineární regreseNásleduje n¥kolik prakti
ký
h p°íklad· aplika
e lineární regrese metody nejmen²í
h £tver
·,které mají ilustrovat zp·sob, jak lze metodu lineární regrese v mati
ové podob¥ pouºívat.Pokud tyto p°íklady n¥komu n¥komu p°ipadnou jako triviální, pak se nemýlí, nebo´ jdeo zám¥r. Pokud ov²em zvládnete toto, m·ºete si troufnout na sloºit¥j²í modely.V °ad¥ p°íklad· budou s výhodou pouºity n¥které st°ední veli£iny, nezávislý
h i závis-lý
h veli£in t a y:
tmyl =

n
∑

i=1

tmi yli wi

/

n
∑

i=1

wi, (31)
utt = t2 − t̄2, st =

√
utt, utt = y2 − ȳ2, sy =

√
uyy, uty = ty − t̄ ȳ, (32)

r =
ty − t̄ t̄

st sy
=

√

u2
ty

utt uyy

=
uty

st st
(33)Korela£ní koe�
ient r je bezrozm¥rná veli£ina nabývají
í hodnotu mezi -1 a 1, p°i£emº 0je roven tehdy, kdy mezi veli£inami t a y neexistuje ºádná lineární korela
e, ±1 je roventehdy, kdy jsou v²e
hny hodnoty {ti, yi} vyskládány na jediné p°ím
e.2.4. St°ední hodnota veli£in se stejnou váhouV p°ípad¥, ºe mezi n dvoji
emi t a y, {ti, yi} neexistuje ºádná závislost (korela£ní koe�
ient jeblízký nule), bude hodnota y(t) v mezí
h 
hyb nejspí² konstantní, postavíme m·ºeme sestavitregresní model takto: yi = β + ei, F (β) = β. Optimální hodnotu β, p°i níº je suma kvadrát·od
hylek ei minimální, b, nazveme st°ední hodnotou. M·ºeme ji najít p°ímo minimaliza
í funk-
ionálu S(β):

S(β) =

n
∑

i=1

(yi − β)2 =

n
∑

i=1

y2i − 2β

n
∑

i=1

yi + nβ2 = n
(

y2 − 2β ȳ + β2
)

. (34)
∂S(β)

∂β
= n(−2 ȳ + 2b) = 0 ⇒ b = ȳ; R =

n
∑

i=1

(yi − ȳ)2 = n
(

y2 − ȳ2
)

= nuyy, (35)
S(β) = n

[

y2 − ȳ2 + (β − b)2
]

= R+ n (β − ȳ)2. (36)Grafem funk
e S(β) je parabola se st°edem v β = ȳ (viz rov. (36)), p°i£emº dno paraboly mávý²ku minimální sumy £tver
· od
hylek R.I kdyº minimaliza
í funk
e S(β) lze st°ední hodnotu vypo£ítat p°ímo, zkusme si nyní ze
vi£ný
h d·vod· v²e
hny pot°ebné vztahy odvodit pomo
í mati
ový
h vztah·.
X = [1, 1, . . . , 1]T, Y = [y1, y2, . . . , yn]

T, V = XTX = n, H = V−1 =
1

n
, (37)

U = XTY =

n
∑

i=1

yi, b = HU =
1

n

n
∑

i=1

yi = ȳ, R = YTY − bTU = n
(

y2 − ȳ2
)

; (38)
σ =

√

R

n− 1
= sy

√

n

n− 1
, δb = σ

√diag(H) =
σ√
n

(39)
δYp = σ

√

diag (XHXT) =
σ√
n
E(n, 1), (40)10



2.5. St°ední hodnota veli£in s nestejnou váhouZde lze p°evzít z p°ed
hozí podkapitoly mati
eX aY (viz rov. 37), nov¥ je t°eba zavést diagonálnímati
i W s vahami {wi} na diagonále:
W = diag[w1, w2, . . . , wn]; V = XTWX = n w̄; H = V−1 =

1

n w̄
, (41)

U = XTY =

n
∑

i=1

yiwi = n w̄ ȳ, b = HU =
1

n w̄

n
∑

i=1

yiwi = ȳ, (42)
R = YTY − bTU = n w̄ uyy; σ =

√

R

w̄ (n− 1)
= sy

√

n

n− 1
, (43)

δb = σ
√diag(w̄H) =

σ√
n
, δYp = σ

√

w̄ diag (XHXT) =
σ√
n
E(n, 1) (44)Za pov²imnutí jist¥ stojí, ºe vztahy pro b, σ, δb a δYp jsou formáln¥ stejné jako v p°ípad¥ bezvah. Rozdíl ov²em je v tom, jak jsou de�novány st°ední veli£iny, z ni
hº se p°i výpo£tu vy
hází.2.6. P°ímka jdou
í po£átkem - PMN�Ob£as se m·ºeme setkat se situa
í, kdy je jeden nebo ví
e bod· závislosti pevn¥ �xováno. Z tétoskute£nosti musíme p°i volb¥ regresního modelu vy
házet. Nejjednodu²²ím p°íkladem toho druhuje na²e o£ekávání, ºe n bod· o sou°adni
í
h [ti, yi] se stejnými váhami lze proloºit p°ímkou jdou
íbodem o sou°adni
í
h [0, 0℄, neboli po£átkem. Regresní model je pak: yi = βti+ei, f(β, t) = β t.Optimální hodnotu β = b, p°i níº je suma kvadrát· od
hylek ei minimální, nazveme tentokrátkoe�
ientem úm¥rnosti.

X = [t1, t2, . . . , tn]
T, y = [y1, y2, . . . , yn]

T, V = XTWX =

n
∑

i=1

t2i = n t2, (45)
H = V−1 =

1

n t2
, U = XTy =

n
∑

i=1

yi ti = n t y, b = HU =

∑n
i=1 ti yi
∑n

i=1 t
2
i

=
t y

t2
, (46)

yp = b t, R = yTy − bTU = n
(

y2 − b t y
)

= n

[

y2 −
(

ty
)2

t2

]

, (47)
σ =

√

R

n− 1
=

√

√

√

√

n
[

t2y2 −
(

t y
)2
]

(n− 1) t2
, δb = σ

√
H =

σ
√

n t2
, (48)

x =
∂f

∂β
= t; δyp = σ

√

x(t)Hx(t)T = σ

√

t2

n t2
(49)Poznámka. Mohlo by vás napadnout vypo£ítat koe�
ient úm¥rnosti jinak, názorn¥ji. Uvaºme,ºe pomo
í kaºdé z dvoji
 ti, yi lze vypo£ítat �individuální� koe�
ient úm¥rnosti bi : bi = yi/ti ast°ední koe�
ient úm¥rnosti, který si nyní ozna£íme b′, by pak logi
ky m¥l být roven aritmeti
-kému pr·m¥ru jednotlivý
h bi:

b′ =
1

n

n
∑

i=1

bi =
1

n

n
∑

i=1

yi
xi

(50)Jak patrno, tento vztah se od vý²e uvedeného vztahu (46) pro hodnotu st°edního koe�
ientuúm¥rnosti li²í a ºádnou z dovolený
h matemati
ký
h opera
í nelze tyto dva vztahy ztotoºnit.Vysv¥tlení diskrepan
e plyne z p°edpokladu, na n¥mº je prostá (bez vah) MN� postavena: roz-ptyl m¥°ení y od reálného pr·b¥hu daného funk£ní závislostí y(x) má povahu náhodné veli£iny a11



zejména nijak nezávisí na hodnot¥ dal²í m¥°ené veli£iny x. Je-li tato podmínka spln¥na pro mno-ºinu m¥°ení {xi, yi}, pak ov²em nem·ºe být spln¥na pro veli£inu yi/xi, jejíº o£ekávaná nep°esnostje nep°ímo úm¥rná hodnot¥ xi.R·zn¥ velkou o£ekávanou nep°esnost je t°eba v obe
né metod¥ nejmen²í
h £tver
· o
enitr·zným ováhovaním bod·, kdy váha jednotlivého bodu - wi - bude nep°ímo úm¥rná kvadrátuo£ekávaného rozptylu m¥°ení, £ili v tomto p°ípad¥ by m¥la být úm¥rná x2i . Poloºme proto p°ímo,ºe wi = x2i . Aritmeti
ký pr·m¥r z mnoºiny bi se zapo£ítáním jeji
h individuální
h vah se vypo£tepodle vztahu (42):
b̄ =

∑n
i=1 biwi
∑n

i=1 wi
=

∑n
i=1 tiyi
∑n

i=1 t
2
i

=
ty

t2
= b. (51)2.7. P°ímka jdou
í po£átkem (OMN�)Oproti p°ed
hozímu p°ípadu budeme naví
 p°edpokládat, ºe kaºdému z bod· m¥°ení o sou°adni-
í
h {ti, yi} bude p°isouzena ur£itá individuální váha wi. P°esv¥d£ete se, ºe pokud budeme po£ítatse st°edními váºenými veli£inami a jeji
h sou£iny, pak vztahy pro st°ední koe�
ient úm¥rnosti

b, st°ední váºenou kvadrati
kou od
hylku jednoho m¥°ení σ, nejistota koe�
ientu δb a 
hybap°edpov¥di δyp, budou formáln¥ stejné jako v podkapitole 3.6.2.8. Proloºení obe
nou p°ímkou (OMN�)P°i zpra
ování £asov¥ prom¥nný
h pozorova
í
h dat m·ºeme £asto setkat s úlohou nalezeni pa-rametr· £asové trendu, p°i£emº se v prvním p°iblíºení nej£ast¥ji p°edpokládá, ºe mezi veli£inamizávislou veli£inou y a nezávislou veli£inou t (standardn¥ £asem m¥°ení) existuje lineární závislost.Jinými slovy body v grafu lze proloºit p°ímku. Regresní model pro takovou situa
i je z°ejmý:
yi = β1 + β2 ti + ei.P°ímka ne
h´ je prokládána n body o sou°adni
í
h [ti, yi], p°i£emº kaºdému z bod· je p°i-souzena jeho individuální váha wi. �e²ením úlohy je nalezení vektoru b se sloºkami b1, b2, pron¥º je suma váhovaný
h £tver
· od
hylek S(β1, β2) minimální:

S(β1, β2) =

n
∑

i=1

wi(yi − β1 − β2 ti)
2, (52)

∂S

∂β1
= −2

n
∑

i=1

wi(yi − b1 − b2 ti) = 0,
∂S

∂β2
= −2

n
∑

i=1

wi(yi − b1 − b2 ti) ti = 0. (53)Soustavu dvou rovni
 o dvou neznámý
h (53) °e²íme prost°edky mati
ového po£tu:
X =















1 t1

1 t2... ...
1 tn















; y =















y1

y2...
yn















; W =















w1 0 · · · 0

0 w2 · · · 0... ... . . . ...
0 0 · · · wn















; (54)
V = XTWX = nw̄

[

1 t̄

t̄ t2

]

; U = XTWy = nw̄

[

ȳ

ty

]

; (55)
H = V−1 =

1

n w̄ utt

[

t2 −t̄

−t̄ 1

]

; b =

[

b1

b2

]

= HU =
1

utt

[

t2 y − t ty

−t y + ty

]

, (56)(57)12



P°esv¥d£te se, ºe platí: yp = ȳ, tedy ºe regresní p°ímka pro
hází t¥ºi²t¥m.
R = yTWy − bTU = n w̄

(

y2 − b1 ȳ − b2 t y
)

, σ =

√

R

w̄ (n− 2)
, (58)

yp = Xb, δyp = σ
√

w̄ diag[XHXT], (59)
δb2 = σ

√

w̄H22 =
σ

st
√
n
, δb1 = σ

√

w̄H11 =
σ

st

√

t2

n
= δb2

√

t2. (60)Nejistota sm¥rni
e p°ímky δb2 tedy nezávisí na umíst¥ní po£átku, zatím
o 
hyba absolutního£lenu δb1 ano. Minimální je tato 
hyba v p°ípad¥, kdy po£átek sou°adni
 ztotoºníme s t¥ºi²t¥m.Nejistota pak bude δb1 = σ/
√
n.Chyba p°edpov¥di funk£ní hodnoty δyp v £ase t je dána vztahem:

x(t) = [1, t]; δyp = σ
√

w̄ [xHxT] =
σ√
n

√

1 +
(t− t̄)2

s2t
; (61)Vidíme, ºe 
hyba p°edpov¥di je minimální v oblasti v t¥sné blízkosti t¥ºi²t¥, ve velký
h vzdále-noste
h od n¥j je asymptoti
ky p°ímo úm¥rná této vzdálenosti. Absolutní £len b1 lze geometri
kyinterpretovat jako úsek na ose y, který na ní vytíná regresní p°ímka. Neur£itost polohy tohotopr·se£íku udává 
hyba p°edpov¥di δyp(t = 0) v bod¥ 0. �íseln¥ tato 
hyba je rovna 
hyb¥absolutního £lenu δb1, tak jak jej uvedeno v (60).Korela£ní koe�
ient r je dobrou mírou toho, jak dob°e práv¥ p°ímka vystihuje pozorovanou£asovou závislost.

r =
ty − t̄ t̄

st sy
=

uty
st sy

. (62)2.9. Proloºení £asový
h °ad polynomem (OMN�)P°i zpra
ování del²í
h £asový
h °ad pozorova
í
h dat £asto aproximujeme pozorovaný vývojpozorované veli£iny y polynomem g − 1 °ádu. Lineární regresní model p°edpokládáme ve tvaru:
yi = β1 + β2 ti + . . .+ βg t

g−1
i + ei.Polynomiální závislost ne
h´ je prokládána n body o sou°adni
í
h [ti, yi], p°i£emº kaºdému zbod· je p°isouzena jeho individuální váha wi. �e²ením úlohy je nalezení sloup
ového vektoru b se

g sloºkami b1, b2, . . . , bg, pro n¥º je suma váhovaný
h £tver
· od
hylek S(β1, β2, . . . , βg) = S(β)minimální. �e²íme pomo
í mati
ového po£tu. De�ni
e mati
 W a y je táº jako v (54), jedinýrozdíl je v mati
i X:
X =















1 t1 t21 · · · tg−1
1

1 t2 t22 · · · tg−1
2... ... ... . . . ...

1 tn t2n · · · tg−1
n















. (63)Ostatní kroky jsou popsány v textu.2.10. Proloºení £asový
h °ad harmoni
kým polynomem (OMN�)�ada astrofyzikální
h d¥j· probíhá ví
e £i mén¥ periodi
ky. Známe-li z d°ív¥j²ka parametryperiodi
ity, lze si zavést tzv. fázovou funk
i ϑ, kterou dostanete jako sou£et b¥ºné fáze ϕ a epo
hy13



E. Pokud je perioda P konstantní, lze si fázovou funk
i vypo£ítat jednodu
hým vztahem:
ϑ =

t−M0

P
, (64)Kde t je juliánské datum pozorování, M0 je juliánské datum po£átku po£ítání fázové funk
e, Pje �xní perioda ve dne
h.Pozorované periodi
ky se m¥ní
í veli£iny (jasnosti, radiální ry
hlosti, intenzity spektrální
h£ar, induk
e magneti
kého pole aj.) y vytvá°ejí fázovou k°ivku, kterou nej£ast¥ji znázor¬ujemejako závislost prom¥nné veli£iny na fázi ϕ = frac(ϑ). Fázové k°ivky zpravidla prokládáme har-moni
kým polynomem stupn¥ q = 1/2 (g − 1), kde g je po£et stup¬· volnosti. Matemati
kýmodel s harmoni
kým polynomem stupn¥ q lze zapsat: yi = β1 +

∑q
k=1

β2k cos(2 k π ϑi) +
β2k+1 sin(2 k π ϑi) + ei.7 Odpovídají
í mati
e X:
X =















1 cos(2πϑ1) sin(2πϑ1) cos(4πϑ1) sin(4πϑ1) · · · cos(2qπϑ1) sin(2qπϑ1)

1 cos(2πϑ2) sin(2πϑ2) cos(4πϑ2) sin(4πϑ2) · · · cos(2qπϑ2) sin(2qπϑ2)... ... ... ... ... . . . ... ...
1 cos(2πϑn) sin(2πϑn) cos(4πϑn) sin(4πϑn) · · · cos(2qπϑn) sin(2qπϑn)















.(65)2.11. Zobe
n¥ní lineární regrese I - vektorová závislá prom¥nnáOb£as se stane, ºe m¥°ená veli£ina není skalár, ale m-rozm¥rný °ádkový vektor nebo uspo°ádaná
m-ti
e n¥kolika veli£in: yi = (yi1, yi2, . . . , yim), ve²kerá m¥°ení bude p°edstavovat mati
e Y srozm¥rem n×m �e²ením regrese bude

f(t,B) = β1 x1(t) + β2 x2(t) + . . .+ βg xg(t) =

g
∑

j=1

βj xj(t) = x(t)B, (66)
Y =















y1

y2...
yn















=















y11 y12 · · · y1m

y21 y22 · · · y2m... ... . . . ...
yn1 yn2 · · · ynm















; F(B) =















f1

f2...
fn















= XB (67)
U = XTWY; B = HU = (XT WX)−1XTWY; yp = x(t)B. (68)2.12. Zobe
n¥ní lineární regrese II - ví
e nezávisle prom¥nný
hAº doposud jsme jako jedinou nezávislou prom¥nnou brali £as a v²e jsme nahlíºeli z prizmatu£asové prom¥nnosti. Sloºky vektoru x = (x1, x2, . . . , xg) pak byly funk
emi £asu. To v²akv·be
 není nutné. Jednotlivé poloºky mohou být si
e funk
emi £asu, ale nemusejí, mohou7Zde je t°eba mít na pam¥ti skute£nost, ºe fázová funk
e je funk
í periody, která se m·ºe v pr·b¥hu£asu m¥nit. Úlohu, kde by
hom krom¥ tvaru sv¥telné k°ivky °e²ili i £asový vývoj periody, lze zvládnoutaº prost°edky nelineární regrese. 14



t°eba funk
emi prostorový
h sou°adni
, ry
hlosti nebo to mohou být jen indika
e popi-sují
í povahu m¥°ení (zda ²lo t°eba o fotometri
ké m¥°ení, £i m¥°ení radiální
h ry
hlostínebo intenzity spektrální
h £ar). V²e to jsou nezávislé, nenáhodné veli£iny 
harakterizu-jí
í konkrétní m¥°ení v rám
i zvoleného komplexního modelu. Proto má smysl dívat se na
elý soubor veli£in obsaºený
h ve vektoru xi = (xi1, xi2, . . . , xig) p°ímo jako na soubor gnezávislý
h veli£in, které mohou nabývat r·zný
h hodnot. Pro ur£itý typ m¥°ení mohoubýt n¥které z nezávislý
h prom¥nný
h rovny 0, pro jiný typ m¥°ení mohou být nulové jinénezávislé prom¥nné. Ve vektoru yi = (y1, y2, . . . , yn)
T s nam¥°enými veli£inami jsou pakjednotlivé poloºky °azeny £asto v po°adí, v jakém byly nam¥°eny.P°íklad: Takovým lineárním modelem m·ºe být funk
e se dv¥ma stupni volnosti popisují
í m¥°ení²í°ky a délky n¥jakého obdélníku. V p°ípad¥, ºe v i-tém m¥°ení m¥°íme ²í°ku, je xi = (0, 1), jde-linaopak o m¥°ení délky, pak je xi = (1, 0), yi je ona nam¥°ená veli£ina. Modelová funk
e pro i-tém¥°ení pro fi = β1 xi1 + β2 xi2 = xi β, β1 je délka, β2 je ²í°ka. Cílem zpra
ování je najít st°ednívelikost t¥
hto parametr· b na základ¥ n m¥°ení. P°i výpo£tu budeme p°edpokládat, ºe váhyv²e
h m¥°ení jsou jednotkové - tedy ºe je m¥°íme se stejnou 
hybou.

3.16 s

2.15 d

2.18 d

3.13 s

2.15 d

2.19 d

3.13 s

; y =































3.16

2.15

2.18

3.13

2.15

2.19

3.13































; X =































0 1

1 0

1 0

0 1

1 0

1 0

0 1































; H =

(

1
4

0

0 1
3

)

; b =
2.168 ± 0.009

3.140 ± 0.010
. (69)

Výhodou tohoto p°ístupu je, ºe m·ºeme solidn¥ odhadnout sm¥rodatnou od
hylku a tedy inejistotu ur£ení hledané délky a ²í°ky. Vzhledem k tomuto zobe
n¥ní se takto mohou pod sebedostat i velmi odli²né typy m¥°ení s velmi odli²ným rozsahem m¥°ený
h veli£in. Proto je d·leºité,aby byly jednotlivé typy m¥°ení správn¥ o
en¥ny svou vahou wi nep°ímo úm¥rnou své disperzi.2.13. Nalezení okamºiku minima ze dvou sad pozorování - domá
í úlohaCílem této domá
í úlohy je aplika
e zobe
n¥né lineární regrese na problému, kterýsimuluje situa
i, do níº se pozorovatele prom¥nný
h hv¥zd £asto dostávají.P°edstavme si, ºe dva pozorovatelé v odli²ný
h £asový
h pásme
h spolupra
ovali p°i pozoro-vání minima jasnosti ur£ité dlouperiodi
ké prom¥nné hv¥zdy, p°i£emº spolupra
ují
ímu �í¬anovi
(q = 1) se poda°ilo provést 
elkem 15 pozorování, vesm¥s na sestupné v¥tvi. �eský pozorovatel
(q = 2) za
hytil aº výstup sv¥telné k°ivky z minima v 30 pozorování
h ov²em s pon¥kud hor²íkvalitou. Samotné minimum ºádný z pozorovatel· neza
hytil.V obou p°ípade
h se pozorování vedla ve �ltru V , hv¥zdné velikosti se vztahovala k vybranésrovnáva
í hv¥zd¥, pozorovatelé se v²ak neshodli na její volb¥, takºe sv¥telné k°ivky na sebenenavazovaly. Sv¥telné k°ivky byla simulována parabolou:

∆m(t) = a1 (t− tmin)
2 + a5 δi1 + a6 δi2 = a1 t

2 + a2 t+ a3 δi1 + a4 δi2, tmin = − a2
2 a1

, (70)kde a1 je koe�
ient paraboli
kého £lenu (pro simula
i zvoleno a1 = 1), tmin je okamºik minima(zvoleno tmin = 0, 350), a5, a6 jsou rozdíly hv¥zdné velikosti v minimu jasnosti pro £ínského a15



£eského pozorovatele (zvoleno a5 = 0, 000, a6 = 0, 400). Funk
e δi1 = 1, pokud jde o pozorování�í¬ana, jinak δi1 = 0, naproti tomu δi2 = 1, pokud jde o pozorování �e
ha, jinak δi2 = 0. a2 jelineární £len, a3, a4 jsou hodnoty ∆m(t = 0) pro jednotlivé pozorovatele. Okamºiky pozorováníjsou udávány ve dne
h od za£átku ur£itého juliánského dne. Jednotlivé okamºiky ti byly volenynáhodn¥ v intervalu 0 aº 0,3 (q = 1) a 0,4 aº 0,8 (q = 2). K simulovaným hodnotám rozdíluhv¥zdné velikosti ∆m(ti) ur£eným vztahem (70) pro dané hodnoty £as· ti byl p°i£ten náhodnýgaussovský ²um o standardní
h od
hylká
h postupn¥: s1 = 0.005 mag a s2 = 0.007 mag. Tabulkas takto nasimulovanými £asy ti a hodnotami ∆m(ti) v£etn¥ p°íznaku q následuje.
ti ∆mi q ti ∆mi q ti ∆mi q0,013 0,117 1 0,428 -0,037 2 0,596 0,014 20,039 0,093 1 0,455 -0,035 2 0,609 0,015 20,053 0,086 1 0,473 -0,042 2 0,623 0,026 20,100 0,058 1 0,486 -0,036 2 0,623 0,002 20,112 0,054 1 0,488 -0,031 2 0,634 0,033 20,114 0,055 1 0,489 -0,024 2 0,672 0,049 20,120 0,056 1 0,502 -0,035 2 0,672 0,056 20,131 0,041 1 0,502 -0,032 2 0,681 0,063 20,132 0,051 1 0,543 -0,017 2 0,697 0,086 20,206 0,014 1 0,549 -0,005 2 0,739 0,102 20,220 0,020 1 0,561 0,005 2 0,740 0,095 20,248 0,019 1 0,568 -0,005 2 0,743 0,097 20,252 0,006 1 0,572 0,006 2 0,743 0,101 20,264 0,005 1 0,573 0,005 2 0,761 0,123 20,294 -0,006 1 0,587 0,007 2 0,772 0,133 2Va²ím úkolem bude:

• Nakreslit graf pozorovaný
h sv¥telný
h k°ivek.
• Pomo
í prosté lineární regrese bez vah vypo£ítat zvlá²´ pro 1. a 2. sadu pozorování hod-notu koe�
ient· a1, a2, a3, p°ípadn¥ a4, v£etn¥ odhadu jeji
h nejistot, hodnoty standardníod
hylky. Výsledné hodnoty mezi sebou porovnejte a srovnejte je se zadanými parametrysimula
e.
• Vypo£ítat okamºiky tmin, v£etn¥ nejistoty jeji
h ur£ení, p°i£emº vyuºijete vztah uvedený v(70) a vztah pro výpo£et odhadu 
hyby funk
e koe�
ient· (28) a funk£ní hodnotu v minimuproloºené paraboly a5 a a6, v£etn¥ nejistoty. Výsledné hodnoty mezi sebou porovnejte asrovnejte je se zadanými parametry simula
e.
• Spojte ob¥ pozorovaní dohromady a p°edpokládejte, ºe absolutní £leny lineární regrese jsour·zné. P°edpokládejte nejprve, ºe váhy v²e
h pozorování jsou identi
ké, rovné 1. Vypo£t¥tekoe�
ienty a1, a2, a3, a4, v£etn¥ odhadu jeji
h nejistot, hodnotu standardní od
hylky. Vý-sledné hodnoty mezi sebou porovnejte a srovnejte je se zadanými parametry simula
e.16



• Vypo£ítejte okamºik tmin, v£etn¥ nejistoty jeho ur£ení, p°i£emº vyuºijete vztah uvedený v(70), vztah pro výpo£et odhadu 
hyby funk
e koe�
ient· (28) a funk£ní hodnotu v minimuproloºené paraboly a5 a a6, v£etn¥ nejistoty. Výsledné hodnoty mezi sebou porovnejte asrovnejte je se zadanými parametry simula
e.
• Vypo£ítejte standardní od
hylky vzhledem k p°edpov¥di v·£i tomuto modelu zvlá²´ pro£ínské a £eské pozorování. Pomo
í ni
h vypo£t¥te normalizovanou váhu jednotlivý
h £ín-ský
h a £eský
h pozorování. S t¥mito vahami pak opakujte výpo£et parametr· a1, a2, a3, a4,v£etn¥ odhadu jeji
h nejistot, hodnotu standardní od
hylky. Výsledné hodnoty mezi sebouporovnejte a srovnejte je se zadanými parametry simula
e.
• Vypo£ítejte okamºik tmin, v£etn¥ nejistoty jeho ur£ení, a funk£ní hodnotu v minimu prolo-ºené paraboly a5 a a6, v£etn¥ nejistoty. Výsledné hodnoty mezi sebou porovnejte a srovnejteje se zadanými parametry simula
e.
• Pro spojené sady pozorování p°edpov¥zte funk£ní hodnoty a jeji
h nejistoty pro ob¥ sadypozorování. Diskutujte, vyneste do grafu.3 Nelineární regreseJe t°eba se smí°it se skute£ností, ºe naprostá v¥t²ina regresní
h model· dob°e popisují
í
hreálné astrofyzikální situa
e prost¥ není lineární a ani ji nelze na lineární p°evést. �e²enínelineární regrese uº není tak p°ímo£aré, mj. i proto, ºe taková regrese m·ºe mít i ví
e°e²ení, z ni
hº jen n¥která jsou fyzikáln¥ p°ijatelná. Ni
mén¥, lze ukázat, ºe ve v¥t²in¥fyzikáln¥ ak
eptovatelný
h °e²ení lze v okolí minima plo
hu sumy kvadrát· S(β) nahraditparaboloidem - lze tedy nelineární model v okolí minima nahradit jeho linearizovanouaproxima
í. K tomu ov²em musíme mít dobrý odhad °e²ení, v jehoº okolí budeme skute£né°e²ení hledat. K odhadu se lze dopra
ovat t°eba pouºitím údaj· z literatury spolu sezjednodu²ením modelu, tak abyste pomo
í n¥j k odhadu °e²ení dosp¥li.3.1. Lineariza
e nelineární
h regresní
h model·P°ipus´me nyní, ºe se nám poda°ilo se k takovému odhadu v podob¥ vý
hozího vektoruparametr· b0 dopídit. Minimum pak bude hledat v bezprost°edním okolí tohoto startov-ního odhadu. Jakmile se nám poda°í vý
hozí regresní model linearizovat, hned se m·ºemeza£ít t¥²it se z vymoºeností poskytovaný
h lineární regresí.P°i lineariza
i modelu zpravidla pouºíváme jeho Taylor·v rozvoj prvního °ádu podleparametr·, v ni
hº je model nelineární.

f(b0,∆β) ∼= f(b0) +

g
∑

k=1

∆βk

∂f(b0)

∂βk

= f(b0) + ∆β x, (71)kde Takto p°epsaná modelová funk
e je pak lineární vzhledem k nov¥ zavedeným para-metr·m ∆β, p°i£emº vektor nezávisle prom¥nný
h x je dán vztahem:
x = ~∇f =

(

∂f

∂β1

,
∂f

∂β2

, ...
∂f

∂βg

)

. (72)17



Vidíme, ºe situa
e je velmi podobná té, 
o známe u lineární regrese, rozdíly tu ale jsou,a to významné. Vektor xi p°íslu²ejí
í i−tému m¥°ení je op¥t gradientem, a proto se tétometod¥ °e²ení nelineární regrese také °íká metoda gradientní. Z vektor· xi si vytvo°ímemati
i X (viz rovni
e (18)), ∆y = y − f , W a vypo£ítat °e²ení v podob¥ diferen£níhovektoru ∆b.
V = XTWX; U = XTW∆y; H = V−1; ∆b = HU. (73)Tento korigují
í vektor p°i£teme k po£áte£nímu odhadu vektoru volný
h parametr· a0modelové funk
e a obdrºíme tak dal²í, zlep²ený odhad uspo°ádané g-ti
e parametr· b1 =

b0+∆b. S novou hodnotou parametr· pak m·ºeme 
elý popsaný postup znovu opakovat.V pr·b¥hu iterativního pro
esu se absolutní velikost vektoru∆b zpravidla ry
hle zmen²ujea jiº po n¥kolika kro
í
h se p°iblíºí nule, 
oº znamená, ºe jsme jiº nalezli hledané °e²ení
elé úlohy.A je²t¥ poznámka: není t°eba linearizovat v²e
hny parametry, n¥které z ni
h bývajílineární a lze je tak po£ítat p°ímo. Lze to ukázat na následují
ím p°íkladu.3.2. P°íklad � lineariza
e paraboli
kého modeluNyní m·ºeme linearizovat ná² kvadrati
ký model podle rovni
e (71), vy
házejí
e z na²ehopo£áte£ního odhadu parametr· a0

f =
[

a02 (t− a01)
2 + a03

]

+∆a1 2 a02 (t− a01) + ∆a2 (t− a01)
2 +∆a3. (74)Je zjevné, ºe modelová funk
e je v parametre
h a2, a3 lineární. Znamená to, ºe tyto dvaparametry není t°eba linearizovat, ale po£ítat p°ímo, pouze první parametr, a1 je t°ebahledat iterativn¥, tedy:

f(t, a) = ∆a1 2 a2 (t− a01) + a2 (t− a01)
2 + a3. (75)

X =















2 a2 (t1 − a01) (t1 − a01)
2 1

2 a2 (t2 − a01) (t2 − a01)
2 1... ... ...

2 a2 (tn − a01) (tn − a01)
2 1















(76)Parametry a2, a3 popisují
í vzhled sv¥telné k°ivky neiterujeme.3.3. Odhad nejistoty okamºik· extrém·Nejistota volný
h parametr· v£etn¥ okamºik· extrém· je dána vztahem
∆y = y− f(t,b); R = ∆yTW∆y; σ =

√

R/(n− g); δb = σ
√diag(H). (77)Jakkoli je výsledný soubor korek£ní
h parametr· tém¥° £ist¥ nulový, jeji
h nejistota nulovánení a odpovídá nejistot¥ jednotlivý
h parametr·. To nám umoº¬uje u£init spolehlivýodhad neur£itost, s níº známe okamºik, kdy proloºená funk
e nabývá svého extrému.Referen
e 18


