Metoda nejmensich ¢tverct a jeji aplikace

Zden&k Mikulasek, Ustav teoretické fyziky a astrofyziky, P¥F Masarykovy Univerzity,
Brno

Ptiloha - Metoda nejmensich ¢tvercu a jeji aplikace

1 Uvod

Objekty s proménnymi charakteristikami jsou predmétem soustiedéného zajmu astrofy-
ziki, protoze svou proménnosti toho o sobé prozrazuji mnohem vice, nez objekty nepro-
ménné. 7Zjisténi a matematické vyjadieni povahy c¢asové proménnosti mérenych veli¢in
(magnetické pole, jasnost, intenzita spektralnich ¢ar, polarizace apod.), hledani trendu,

vz

cyklickych zmén, periodicit apod. - to jsou nejcastéjsi tikoly, které praktickd astrofyzika
fesi. Nejdilezitéjsim nastrojem pro zpracovani téchto zavislosti je tzv. metoda nejmensich
ctvercii (MNC - LSM).

Dtive nez pristoupite ke zpracovani pomoci MNC, doporucuji abyste si celou situaci
nejprve zevrubné obhlédli, coz mj. znamena, Ze si do nejruznéjsich grafi ¢i schémat vyne-
sete vzajemné zavislosti vSech moznych veli¢in doty¢éného objektu, at uz vimi naméienych
nebo ptrevzatych z literatury. Vérte, 7e tyto ,obrazky” vam o povaze vzajemnych souvis-
Zjistite-li, ze zobrazené vysledky méieni {y;} jevi jistou ¢asovou zavislost, ziejmé té7 po-
citite neodolatelné nutkani tuto zavislost prolozit (fit) néjakou elegantni hladkou kiivkou.
Drtive, nez se do toho pustite, byste ale méli zvazit, zda je to skuteé¢né nezbytné! Chceme-
li totiz jen dokumentovat, Ze tu ona zavislost existuje, pak je poctivéjsi do grafu zadnou
k¥ivku nevkreslovat, stac¢i jen zvolit vhodn& méfitka na osdch a obrazek prezentovat v
jeho originalni podobé. Pouze tehdy, chceme-li s vysledky prolozeni dale pracovat a néco

z nich vyvozovat, je ¢as pustit se do matematického zpracovani.

1.1. Regresni model

VySetfujme nejprve casovou zavislost vybrané meétrené veli¢iny y na zikladé souboru n
dvojic {t;, y;}. Pfedpokladejme piitom, ze ¢as méfeni ¢ zndme naprosto presné, lze jej
tedy pokladat za nezdvislou veli¢inu, zatimco jednotlivd méteni zdvisle promeénné veliciny
Y, Yi, jsou zatizena urcitou nejistotou, feknéme dy;.

Nagim zamérem nyni bude najit takovou skalarni funkci ¢asu ¢, f(t), ktera optimalné
prochizi mezi mezi naméfenymi body a co nejlépe vystihuje redlnou c¢asovou zavislost
pozorované veli¢iny.

Trividlnim feSenim této ulohy v piipadé Casové zévislosti je pospojovani vSech po cGasové
sobé& nésledujicich bodt lomenou ¢arou {¢;,y;}, piipadné n&jakou sice hladkou, ale dostatetné
zvlnénou ¢arou (napi. polynomem n—1 stupné), kterd by prochézela disledné viemi naméfenymi
body. Takovyto postup by mél své opodstatnéni pouze tehdy, pokud bychom jak c¢as, tak zavisle
proménnou veli¢inu znali absolutné presné, coz je nerealné. Mnohem hodnovérnéjsi vysledky dava
prostéd grafickd metoda, kdy mezi body vynesenymi do grafu tdhneme od ruky hladkou kfivku,
kterd dle naseho presvédceni co nejlépe vyjadiuje pozorovanou zavislost. Nevyhodou je vSak to,



7Ze tento zpilisob proloZzeni neni obecné reprodukovatelny (i vy sami ji podruhé proloZite trochu
jinak), navic se s timto grafickym feSenim potom dosti §patné pracuje.

Bézné se dava prednost takovym metodam, které vedou k analytickému vyjadieni pro-
kladané funkce a k objektivnimu, reprodukovatelnému stanoveni kritéria nejlepsi shody.
Obvykle si hned na poc¢atku definujeme tzv. regresni model (regression model). Regresnim
modelem si z nekoneéného mnozstvi funkei, jimiz by bylo mozno pozorovanou zavislost
prolozit, vybereme jen jistou omezenou mnozinu funkci, pticemz kazdé z funkci této zvo-
lené mnoziny modelovych funkci bude plné definovina g pfedem nezndmymi volnymi pa-
rametry, které si pracovné oznacime 31, s, 33, ...3,. Veli¢ina g pak vyjadiuje pocet stuprii
volnosti (degree of freedom) zvoleného modelu. Na tom, jak dobfe si umite vytipovat
optiméalni regresni model, ktery v sobé obsahuje funkce co nejpodobnéjsi tusené zavislosti
y(t), zavisi aspéch nebo neuspéch celého nageho dalsiho poc¢inani.

Pokud nevime o fyzikalni podstaté zavislosti jedné z pozorovanych veli¢in na druhé viibec nic,
pak jako regresni model volime soubor téch co nejjednodussich funkci - polynomy, harmonické
funkce - s nimiz lze snadno pracovat. Nicméné vzdy bychom se méli snazit najit takovy model,
ktery by skutecnost popisoval s co nejmensim poctem volnych parametrii. Pokud vSak jiz pfedem
vime, jakou modelovou funkci by méla byt pozorovana zavislost popsana, méli bychom ji dét
prednost, protoze jinak si zptisobime zbytecné problémy pii interpretaci zjisténé zavislosti.

Volba odpovidajiciho regresniho modelu s optimalnim stupném volnosti je tim nejdulezitéj-
§im momentem pfi zpracovani, momentem na némz ve zna¢né mite zavisi i vysledky a jejich
hodnoceni. Pravé zde se uplatni znalosti, zkuSenosti a vSeobecny rozhled zpracovavatele, pravé
tu se projevi jeho vztah k povaze namétfenych dat. Spravnou a citlivou volbou regresniho modelu
lze ze souboru dat vytézit spoustu informaci, naopak zvolenim neadekvatniho modelu, Ize snadno
dospét i ke zcela mylnym a falesnym vyvodim. Chcete-li mit v tomto oboru dobré vysledky, pak
se musite obrnit zna¢nou dévkou trpélivosti a jiz pfedem poditat s tim, Ze jen ziidkakdy se vam
podaii najit ten spravny regresni model hned napoprvé. Z vlastni zkuSenosti vim, ze k nékterym
modelim se ¢lovék propracuje az po letech marnych pokusti.

Regresni model predstavuje mnozinu podobnych funkei, které se od sebe lisi jen pouze
jinymi hodnotami volnych parametri £, 52, ...0, : f(t) = f(B1, Ba, ... 04, t). Uspofadanou
g—tici parametri ; je vyhodné zapisovat jako g-rozmérny vektor nebo sloupcovou matici
B o rozmérech g x 1 (g fadkua a 1 sloupec): B = (51, 52, ...ﬁg)T.

Ptredpokladejme nyni, Ze jsme v ramci regresniho modelu zvolili néjakou konkrétni
hodnotu vektoru parametrii pro i-té méfeni {t;, v;} pak lze vyjadfit odchylku tohoto
meéfeni od dané zavislosti e; vztahem:

y; = f(ti, B) + e (1)

Je zjevné, 7e ¢im mensi budou odchylky, tim lepsi bude prolozeni pozorované zavislosti
mezi velicinami y a t.

Nasim tikolem nyni bude vybrat z mnoziny funkci, které pripousti zvoleny regresni mo-
del, f(t,8) popsanych vektorem (3, najit takovy vektor 3 = b, pro néjz budou odchylky
{e;} minimalni. Onu podminku minimalnosti je ov§em t¥eba nejprve matematicky preci-
zovat. Nejcastdji pouzivanou, a z mnoha ditvodii nejoblibengjsi (nikoli v8ak jedinou'), je

1Jinou takovou podminkou miize byt minimalnost sou¢tu absolutnich hodnot odchylek nebo jejich
¢tvrtych mocnin. Nicméné takto definované podminky se pouzivaji jen ziidka, a ve zcela odivodnénych
piipadech. Naopak ¢asto se pouzivaji jisté modifikace MNC, které dokazi eliminovat hrubé chyby. Témto
modifikacim se pak tika robustni regrese.



podminka, aby soucet kvadrati odchylek pro vSechny body méfeni byl minimalni. Z této
podminky pak vychazi tzv. metoda nejmengich ¢tvercti?, které se budeme nadale vénovat.

1.2. Nastin metody nejmensich ¢tverci

Zavedme si nejprve skalarni veli¢inu S(3), zvanou té7 soucet ¢tverciu odchylek:

S(B) = Z el = Z lyi — f(ti, B))* (2)

Je zfejmé, 7e suma Ctvercti odchylek S(3) je vzdy veli¢inou nezapornou®.

Nyni hledame takovy vektor 3, (3 = b) pro néj7 je tato suma S(3 = b) minimalni.
Funkci S(8) si muzete predstavit jako zprohybanou plochu v (g+ 1) rozmérném prostoru,
kde g rozméru je vyhrazeno pro slozky vektoru 3 a (g + 1)—ty rozmér je rezervovan
pro funkéni hodnotu S(3). Obecné muze mit takova plocha dosti komplikovany vzhled.
Nicméné vétsinou na ni miizeme najit jedno nebo i vice lokdlnich minim, z nichz ovSem
jen néktera budou mit néjaky dobry fyzikalni smysl.

Pro vyhledavani minim v prubéhu funkce nékolika proménnych je vypracovana rada
metod, vesmés numerickych. V omezeném poctu ptipadi vsak lze k vysledku dospét i
postupy analytické matematiky. Fyzikdlné redlné minimum se vyznacuje tim, ze funkce
S(B) v ném je spojita a spojité jsou i vechny parcialni derivace, které jsou v bodu minima
rovny nule. Plati tedy:

95(8)
P

=0, pro v8echna k=1,2,...,¢. (3)

B=b

Dosadime-li za S(8) z rovnic (2 a 3) dostaneme g rovnic ve tvaru:

~ Of(ti,b) = Of(ti,b)
; Tﬁkf(ti’b) = ; 0B Yis (4)

Nastane-li pak v bodé b, (3 = b) minimum, pak je splnéno vSech g podminkovych rovnic
danych vyse uvedenym vztahem. Funkce f(t,b), nazyvana téz regresni funkce, je pak onou
hledanou funkei, kterd piedstavuje nejlepsi pfiblizeni (nebo je jednim z nich) k prubéhu
funkéni zavislosti v ramci zadaného modelu zavislosti y(¢).

Jesté poznamku: pii hledani extrémi (minima nebo maxima) skalarnich funkce je
vhodné si zavést pojem gradient funkce. Gradient v daném bodé je vektor orientovany v
opacném sméru nez spadnice, pricemz délka vektoru je tim vétsi, ¢im strméji v daném

27Zde je tfeba upozornit, Ze metodu nejmensich &tvercii lze definovat a pojimat mnohem obecnéii,
nez v nasledujicim textu, ktery je jenom tvodem do celé problematiky. V néasledujicich kapitolach MNC
ponékud zobecnime, tak aby se ji daly fesit i komplikovanéjsi astrofyzikalni ulohy.

3V realnych ptipadech je to navic veli¢ina kladn4, a to ze dvou ditvodii: 1) jen zfidkakdy se nam podaii
regresni model vybrat natolik dobfte, aby pozorovanou zévislost popisoval realisticky v celém rozsahu i v
detailech, 2) i kdyby se nam to podafilo, pak je nutno pocitat s tim, Ze zavislou veliinu y neméfime nikdy
absolutné piesné. Kazdé méreni je zatiZeno chybou méfeni, u nichz budeme pfedpokladat, Ze odchylky
jimi zptisobené maji ndhodné rozlozeni.



bodé funkce probiha. Ciselns jsou slozky vektoru gradientu funkce S, ktera je funkci g
proménnych parametri, rovny parcidlnim derivacim podle téchto parametrii:

o oS 08 0S
vS(h) = (851 IR ﬁg)

Gradient lze takto podle potieby chéapat jako bud jako vektor o g slozkach nebo fadkovou
matici s g sloupci. Pomoci gradientu souctu ¢tverci odchylek lze podminku pro nalezeni
minima funkce Ize pak elegantné zapsat:

(5)

VS(b) =0, (6)

kde 0 je radkovy vektor o g slozkich, jez jsou vSechny rovny nule. Podminka tak fika, ze
minimum skalarni funkce nastava v tom bodé, kdy vS8echny slozky gradientu funkce jsou
rovny nule. Velikost vektoru gradientu je v tomto bodé nulova, jsme na dné - hloubéji
se jiz dostat nelze. Popisované metodé hledani minima skalarni funkce se proto tika téz
gradientni metoda (gradient method).

Dosadime-li do vektorové rovnice (6) vyraz pro sumu odchylek, Ize po trividlnich upra-
vach dospét do tvaru:

~ o, _ (9fi Ofi  Of
;vfz[z fz sz Y; fz ] Xi_vfi_(aﬁla8ﬁ2>"'a8ﬁg)' (7)

Vektor prislusny k i-tému méteni x; s g slozkami je tedy gradientem podle slozek parame-
tru prokladané funkce v daném bodé. Slozky tohoto vektoru tak lze pokladat za nezéavislé
promeénné.

Piiklad. Prostym piikladem regrese fesené pomoci metody nejmensich ¢tvercli je nalezeni
stfedni hodnoty n naméfenych hodnot {y;} se stejnou (jednotkovou) vahou. Model regresni funkce
ft) =8, x; = Vfi = (0f/08) =1, S(B) = 3", (i — ). Minimum funkce S(8) nastévé v
bodé B = b, v némz plati, ze 05(8) /0 = =2 >, (yi—b) =0, tedy b = 1 = > i1 ¥i = y hledanym
stiedem je arltmetlcky prumér. Suma kvadrati odchylek pro b = 7, R =30 (i —9)? =
Sy -2y + iy = n(y2 — ?). Poutny je i pribéh funkce S(B) = S (g — B)?
Sy —2Byi+ B2 =R+n(B— gj)2 - jde o parabolu, k¥ivku s jedinym minimem v 8 =b =
s minimalni hodnotou S(8)min = R = n (4% — §°).

<

1.3. Nezbytné piedpoklady pro pouziti MNC. Zavedeni vah

Drtive, nez se pustime do hledani regrese, je tfeba uvést nékolik podminek, které je tieba
splnit, abychom mohli metodu nejmensich ¢tvercti pouzit. Vesmés se tykaji souboru od-
chylek {e;}. Pfedné tyto odchylky maji mit statistiku nahodnych veli¢in s centrem p = 0,
tedy > e; = 0 a rozptylem o. Tak tomu ovSem bude jen tehdy, bude-li platit, ze

e regresni model je stanoven spravné, to znamend, ze bude pozorovanou ¢asovou za-
vislost vystihovat jak globalné, tak i v detailech®;

4To, zda jsme se strefili pii volbé regresniho modelu nejlépe pozname, vyneseme-li si zavislost jednotli-
vych odchylek e; na ¢ase t; (O-C diagram). V pfipadé, Ze tyto odchylky vykazuji systematickou zavislost
nikoli jenom prosty rozptyl okolo nulové hodnoty, pak je jasné, Zze jsme model nestanovili spravné a je
nutné dany model bud modifikovat nebo nemilosrdné opustit.

4



e soubor nesmi obsahovat zadné odlehlé body (hodnoty s hrubymi chyby) ani nesmi
byt pfedem neopravnéné upravovan vypousténim bodi, které se jenom zdaji byt;

e odchylky {e;} nesméji byt vzajemné korelovany - musi byt nezavislé, tedy neni
pfipustné néjaké predbézné vyhlazovani®.

e vSechny naméfené hodnoty museji mit stejnou nejistotu svého urceni;

Zvlasté ta posledni z podminek by dosti omezovala pouziti metody nejmensich ¢tvercu,
nebot rozdilna kvalita méfenych veli¢in je zcela bézna, zejména pokud sledujeme dlou-
hodobé zmény a vyuzivame k tomu pozorovani ziskana riznymi pozorovateli a riznymi
metodami. Nastésti tuto skutecnost lze elegantné oSetfit zavedenim tzv. vah {w;}, které
jednotlivym pozorovanim prisoudime.

Predpokladejme nyni, ze predem zname nejistotu dy;, s niz byla dana konkrétni veli¢ina
y; naméiena. Piejdeme-li ted k modifikovanym odchylkam e = e;/dy;, tak by mély mit
v8echny méfené veli¢iny stejny rozptyl. Suma kvadrati modifikovanych odchylek S(3) se
pak da zapsat takto:

n

SB) =k ef=kY ey >=>Y etwi=> [y~ ftiB) wi (8)
=1 =1 =1

i=1

kde je w; ona vaha urc¢itého pozorovani a k je kladné konstanta, volena zpravidla tak, aby
platilo w = 1, takze:
noy; >
w; = koy t = =2 9
) Y; 25%_2 ( )
Dosadime-li nyni vyraz pro vihovanou sumu ¢tverciu odchylek do (6) a po kratkych
upravach dojdeme k jediné vektorové podmince:

n n

> x(ti,b) f(ti,b)wi =Y x(ti, b) yi wi. (10)

i=1 i=1

Vzhledem k tomu, Ze vahy by mély byt v metodé nejmensich ¢tvercti pouzivany zcela
standardné, bude cely dal$i vyklad veden v obecnéjsi verzi vihované metody nejmensich
Ctvercu.

Nyni je ovSem tieba vyfesit otazku, jak zjistit nejistotu nalezeni métrené veliciny dy,
ktera vahu jednotlivéeho méfeni urcuje? Je tieba se smifit se skute¢nosti, ze onu nejis-
totu individualnitho méfeni nikdy nedokdzeme urcit presné: kazdé méfeni je jedinecné,
neopakovatelné a nikdy zpétné nebudeme znat vSechny okolnosti, které v tu chvili mohly
vlastni méfeni ovlivnit. Je pravda, 7ze jistym voditkem muze byt udavana vnitini nejistota
(chyba), ktera ovsem zpravidla piedstavuje jen dolni odhad skute¢né nejistoty. Zde je
tfeba si uvédomit, Ze ona nejistota by se méla vztahovat k pravé pouzitému regresnimu
modelu, ktery nemusi realitu popisovat idealné. Jisty odhad ale lze ucinit za predpokladu,
ze presnost méieni v ramci urcité relativné homogenni podskupiny dat bude zhruba stejna

5Nedoporu¢ujeme ani pfedb&zné sluéovani bodi napi. kvili zpiehlednéni probihajicich zmén. Vytva-
feni tzv. norméalnich boda by mélo nésledovat regresi.



(napf. méfeni z urcité noci v uréitém filtru atp.). Tuto pfesnost dy;, danou rozptylem mé-
feni podskupiny vzhledem k modelové predpovédi. Z ni lze upfesnit relativni vihy vSech
méfeni ve zpracovavaném souboru a celou regresi zopakovat. Po nékolika iteracich dojdeme
k ustalenému stavu, kdy se jiz vysledky nebudou dale ménit.

2 Linearni regrese

Regenti soustavy rovnic danych vySe uvedenymi vztahy casto byva dosti komplikované
a neni proto divu, Ze se jiz pfedem hledaji takové regresni modely, s nimiz by se dalo
zachazet jednoduseji nez s obecnymi funkcemi. P¥{jemna préace je s tzv. linedrnimi re-
gresnimi funkcemi f(t,(3), které je mozné vyjadiit jako linearni kombinaci g funkci ¢asu
{z1(t), 22(t), ..., x4(t)}, které tvoii vektorovou funkei x(¢) = (z1,22,...,2,). Hovofime
pak o linearni regresni funkci nebo o linedrnim regresnim modelu. Plati tedy:

F(t,B8) = Brai(t) + Bomalt) + ...+ Bya,(t) = Z Bix;(t) = Bx(t), = (11
or of of ) = x(t).

Vit B) = AR 12
Dosadime-li nyni do rovnice (10) za f(t, ) dostane:
n g n
i=1 j=1 i=1

k-tou slozku piedchozi soustavy rovnic lze po roznasobeni sum piepsat do tvaru:

Z b; Z wp(t) x(t;) wi = Z yi 2 (t) w;. (14)

Celou soustavu g linedrnich rovnic o g nezndmych, jimiz jsou slozky hledaného vektoru b
lze zapsat takto:

Viiby + Vigbe + ... + Vigb, = U
‘/21b1 —|—‘/22b2—|—...+‘/2gbg = U2

(15)
Vgiby + Vgaba + -+ - - + Vygby = Uy,
kde n n
Vij = Vig = Z x(t) () w;; Uy = Z i v (1) wi. (16)
i=1 i=1

Soustavu g rovnic o g neznamych (b;) pak lze standardnim zpisobem Fesit. Nalezenim
vSech hledanych koeficienti je pak nalezena i regresni funkce, kde 3 = b. Pokud nés
déale nezajima piesnost méreni, hodnovérnost prolozeni, chyby parametriu a neurcitost
predpovédi, pak jsme hotovi.



2.1. Linearni regrese uzitim maticového poctu

Lineéarni regresi lze elegantné teSit pouzitim maticového poctu. Ten budeme pfednostné
pouzivat i v nasledujicim textu.

Pozorovany vztah mezi zavisle proménnou (nepiesné mefenou veli¢inou, nej¢astéji
hvézdnou velikosti, ale i t¥eba radialni rychlosti, teplotou aj.) y a nezavislou promén-
nou (piesné méfenou veli¢inou  typicky ¢asem) ¢ muze byt prolozen vhodnou funkei
modelovou funkci f. Matematicky model zavislosti necht je uréen uspotradanou g-tici
volnych parametri f;, ve formé sloupcového vektoru 8 = (81, fa, . .. ,ﬁg)T. Horni index
T znamena transpozici matice. Pokud je mozné modelovou funkei f zapsat jako linearni
kombinaci g ruznych funkei ¢asu xx(f) tak hovoiime o tzv. linearni modelové funkci. Pak
lze psat:

g
x = (21, T2, 2g),  F(x,B) =) Brar =xp. (17)
k=1

Zavedme sloupcovy vektor zavislé veli¢iny y s délkou n, matici X s rozmérem n X g a
sloupcovy vektor y o délce n:

n X3 11 T12 . Tig
Y2 X9 To1 Tz -+ Ty

y={ . | X=| ~[=| . . . A (18)
Un Xn Tnl Tp2 *°° Tng

kde y; je hodnota i-tého pozorovani, x;; je funkéni hodnota k-té funkce pro i-té pozorovani,
f(¢;) je hodnota vektoru fadkového vektoru definovaného v (17)°.

w1 0 0 f1 X1
0 wy --- O fa Xo
O 0 - w, fn X,

kde W je diagonalni matice n X n s vahami jednotlivych méfeni v diagonale, f(3) je
sloupcovy vektor s jednotlivymi hodnotami modelové funkce f;(x;) pro i-té pozorovani
pro zadané (3.

Jako objektivni miru tispésnosti prolozeni modelovou funkei s parametry 3 pouzijeme
sou¢et vahovanych ¢tverci odchylek pozorovanych hodnot od predpovédénych S(3):

SB) =y —fBI" Wy —£(B)] =" -8 X)W(y-Xp3) = (20)
yIWy-gTU-U'B+8"'VB=y ' Wy -28TU+8"Vg,.

6Standardné pouzivanymi modely linedrnich regresnich funkci jsou b&zné nebo trigonometrické po-
lynomy vhodnych stupii. Jako pifiklad lze zvolit parabolicky model, jenz je nejjednodussim modelem
¢asti svételné kiivky s extrémem. Parabolicky model Ize predpokladat ve formé: f(t) = 31 t? + B2t + Bs,

f(t) = [t27 2 1]: X = [{t?} {ti} {1}]



U je fadkovy vektor s délkou g, V je ¢tvercovid matice g X g, a H je jeji inverzni matice.
U=X"Wy; V=XTWX; H=V'!'=XTwWX)". (21)

Metoda nejmensich ¢tvercii (MNC) modelovou funkei f(t,3) bere za optimalni takové
prolozeni, pro néz je suma R = S(8 = b) minimalni. V pfipadé linearni modelové funkce
f(t,B) plati, ze takové minimum je jen jediné. Pro feSeni v podobhé sady parametri b a
sumu kvadrati odchylek R plati:

as
98 |4,

Ptedpovéd hodnot modelové linearni funkce pro 3 = b, y,, je dana jednoduchym vztahem:

=0=-2U+2Vb, = b=HU=X"WX)"'XTWy. (22

v, = Xb=[X(XTWX)'XTW]y =Zy. (23)

Vyraz v hranaté zavorce: E je symetrickid matice n x n, ktera zde vystupuje jako operator,
ktery kazdé hodnoté pozorovani priradi jeji ,vyhlazenou® hodnotu. Toto zobrazeni je tim

Minimalni sumu kvadrati odchylek R = S(8 = b) lze pro linearni regresi zapsat
riznym zpiisobem:

R=(y—Xb)"W(y—-Xb)=y™ Wy -bTU=y"Wy —yTWy, (24)

V poslednich dvou variantach vystupuje i vAhovana suma ¢tverci funkénich hodnot, coz je
veli¢ina vstupni, vyplyvajici z pozorovani, tudiz zcela nezavisla na modelovani. V posled-
nim vztahu se vyskytuje suma vidhovanych ¢tverci predpovédi danych modelem. Metodu
nejmensich ¢tvercu tak lze alternativné chapat i jako metodu nejvétsich ¢tvercli modelo-
vych predpovédi. Tento pohled lze s vyhodou vyuzit napt. pfi hledani nejlepSich period,
tedy pii tvorbé LSM periodogramii.

Sumu ¢tvercit odchylek S(3) pro linearni regresni model lze po ur¢itych apravach zapsat v
nésledujicim instruktivnim tvaru:

g

S(B)=R+> (B —be)* Y w;iai,. (25)
=1

k=1

Ze zapisu je okamzité patrno, Ze funkce S(3) mé tvar paraboloidu s minimem o hodnoté v bodu
B = b. M4 tedy jediné, a tudiz absolutni minimum.

2.2. Smérodatna odchylka. Nejistoty

V této kapitole budeme pouzivat normalizované vahy, tedy takové, 7e w = 1. Smeéro-
datnou odchylku (standardni deviaci) o lze odhadnout pomoci vztahi a odhad nejistoty
predpovédi jednotlivych vstupnich dat dy,

o=———; O0yp=o0+y/ diag(XHXT); &b =o0+/diag(H). (26)



Slozky sloupcového vektoru db se ¢asto uvadéji jako rigordzni odhad nejistot jednotlivych
parametrii modelu. Bohuzel, tento vyznam maji jen vyjime¢né, nicméné na nich obcas
trvaji recenzenti odbornych ¢lanki a oponenti diplomovych praci. Naproti tomu velmi
cenny je nasledujici odhad ptedpovédi modelu ¢ f

5f(t,b) =0 VxHXT =0/ VfH(VS)T. (27)
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Fig. 1. Na obrazku jsou kolecky zndzornéna simulovand pozorovani proménné hvézdy v okoli
jejtho minima jasnosti. Vnitini pfesnost jednotlivych méfeni je zndzornéna Sedymi chybovymi
useckami. ProloZena parabola je naznacena cernymi teckami s chybovymi tseckami
odpovidajicimi nejistoté pfedpovédi pomoci zvoleného parabolického linearniho modelu.

Odhady nejistoty jednotlivych parametri obsazenych ve vektoru feSeni b, db se zdaji byt
dulezité, nebot pomoci nich lze odhadnout i nejistotu libovolného vyrazu Q(3,t), podle zédkona

2
o §ifeni chyb: 6Q(3,t) ~ \/2z:1 <g—§i 5bk> . Tak jednoduché to v8ak neni. Zminény vyraz plati
jen tehdy, nejsou-li jednotlivé parametry korelované, v opacném piipadé takto dostaneme jen
horni hranici nejistoty. Pokud chcete vzit v potaz mozné korelace mezi parametry, pak urcité

5Q =04/ VQH (VQ)T. (28)

Tou funkci mtze byt i prvni nebo druha derivace modelové funkce podle ¢asu f, f, coZ jsou
veli¢iny nezbytné nap¥. k vypoctu nejistoty urceni okamziku extrému svételné kiivky:

pouzijte nasledujici vztah:

5f(t,b) =01/ VS H (VT = ovVxHXT; (29)
5f(t,b) = o/ VIH (V)T = oVXHXT, (30)



kde %(t) = (1(t), da(t), ..., ig(t)) a X(t) = (#1(t), ia(t), . .., ig(t)).

2.3. Zakladni regresni modely - aplikace linearni regrese

Néasleduje nékolik praktickych piikladu aplikace linearni regrese metody nejmensich ¢tveret,
které maji ilustrovat zpiisob, jak lze metodu linearni regrese v maticové podobé pouzivat.
Pokud tyto pf”iklady nékomu nékomu pfipadnou jako trivialni, pak se nemyli, nebot jde

\Y rade prikladu budou s vyhodou pouz1ty nékteré stiedni vehcmy, nezav1slych i zavis-
lych velic¢in ¢ a y:

tmyl = Z Y; wz/z w;, (31)

=1
Utt:t_2—{2, St = /U, utt:y —y s Sy:,/uyy, uty:t_—fgj, (32)
ty —tt u? u
r = Y = el = W (33)
St Sy Utt Uyy St St

Korela¢ni koeficient r je bezrozmérna veli¢ina nabyvajici hodnotu mezi -1 a 1, pficemz 0
je roven tehdy, kdy mezi veli¢inami ¢ a y neexistuje zadné linearni korelace, £1 je roven
tehdy, kdy jsou vSechny hodnoty {¢;, y;} vyskladany na jediné piimce.

2.4. Stredni hodnota velicin se stejnou vdhou

V piipadé, Zze mezi n dvojicemi t a y, {t;, y;} neexistuje zadna zévislost (korela¢ni koeficient je
blizky nule), bude hodnota y(t) v mezich chyb nejspi§ konstantni, postavime mizeme sestavit
regresni model takto: y; = 5+ ¢;, F(8) = . Optimalni hodnotu (3, pfi niz je suma kvadratii
odchylek e; minimalni, b, nazveme stfedni hodnotou. MuZeme ji najit pfimo minimalizaci funk-

cionalu S(B):

SB =Y wi-BP =3 9?28 w+nf =n(7-205+5). (34)
=1 =1 =1

BV —n(-2g+2)=0 > b=y R - S0 = () = 09

S(B) =n [y — 7+ (B-b?] = R+n (5 -7 (36)

Grafem funkce S(f3) je parabola se stfedem v 8 = § (viz rov. (36)), pfi¢emZ dno paraboly méa
vysku minimélni sumy ¢tverci odchylek R.

I kdyz minimalizaci funkce S(8) lze stfedni hodnotu vypocitat pfimo, zkusme si nyni ze
cviénych divodi vSechny potfebné vztahy odvodit pomoci maticovych vztahi.

1
X=[0L1.. 105 Y=[y,y....,00)7, V=XTX=n H=V 1 = — (37)

n

U:XTY—En:yZ-, b:HU:liyi:g, R=YTY-bTU=n(2-7%); (39

n

n—l n—1’ \/_

Y, = 0 y/diag (XHXT) = % E(n,1), (40)
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2.5. Stiedni hodnota velicin s nestejnou vahou
Zde lze pFevzit z predchozi podkapitoly matice X a Y (viz rov. 37), nové je tfeba zavést diagonalni
matici W s vahami {w;} na diagonale:

1
nw

W = diag[wy, ws, ..., wy); V=XTWX=nw; H=V !l=_— (41)

U=X"Y = E;ylwl—nwy, b—HU—anyzwz—ya (42)
KA

R=Y"Y —bT U = nwuy,; n—l ,/ (43)
g

ob = oy/diag(wH) = —, 0Y, =0 4/wdiag(XHXT) = —E (n,1) (44)
Vn ’ ¢ Vn

Za povSimnuti jisté stoji, Ze vztahy pro b,0,0b a Y jsou formalné stejné jako v piipadé bez
vah. Rozdil ov8em je v tom, jak jsou definovany stiedni veli¢iny, z nichz se pfi vypoctu vychézi.

2.6. Primka jdouci pocdtkem - PMNC

Obcas se miizeme setkat se situaci, kdy je jeden nebo vice bodi zévislosti pevné fixovano. Z této
skute¢nosti musime pi#i volbé regresniho modelu vychazet. Nejjednodussim prikladem toho druhu
je nase oCekavani, ze n bodu o soufadnicich [¢;,y;] se stejnymi vahami lze prolozit pFimkou jdouci
bodem o soufadnicich [0, 0], neboli po¢atkem. Regresni model je pak: y; = St; +e;, f(B,t) = St.
Optimélni hodnotu 8 = b, pfi niz je suma kvadrati odchylek e; minimélni, nazveme tentokrat
koeficientem dmeérnosti.

X =[t1,to, .. )Y, y=[,v0 .. umt, V=XTWX = th =nt2, (45)
i=1
L1 - — Siativi _ty
H=V'l=— U=XTy= iti=nty, b=HU==&=1"220 _ 2 46
— y ;y y S = (40
T T 5 T . ()
yp=>bt, R=y y—Db U:n(y —bty):ny— a5 | (47)
55 [\ 2
R n |#y? = (Ty)
o= = { — ], §b=oVH =2 (48)
n—1 (n—1)t2 vVn

of t2
x:%:t dyp = o/ x()Hx(t = (49)

Poznédmka. Mohlo by vis napadnout vypocitat koeficient tmérnosti jinak, nidzornéji. Uvazme,
7e pomoci kazdé z dvojic t;,y; 1ze vypocitat individualni“ koeficient amérnosti b; : b; = y;/t; a
stiedn{ koeficient imérnosti, ktery si nyni ozna¢ime ¥, by pak logicky mél byt roven aritmetic-

Z b= (50)

kému pruméru jednotlivych b;:

Jak patrno, tento vztah se od vyse uvedeneho vztahu (46) pro hodnotu stfedniho koeficientu
amérnosti 1isi a zddnou z dovolenych matematickych operaci nelze tyto dva vztahy ztotoznit.
Vysvétleni diskrepance plyne z predpokladu, na némz je prosta (bez vah) MNC postavena: roz-
ptyl méfeni y od realného pribéhu daného funkéni zavislosti y(z) méa povahu ndhodné velic¢iny a
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zejména nijak nezavisi na hodnoté dals§i méfené veli¢iny x. Je-li tato podminka splnéna pro mno-
7inu méfeni {x;, y; }, pak oviem nemuize byt splnéna pro veli¢inu y;/x;, jejiz ofekdvana nepiesnost
je nepifimo timérna hodnoté x;.

Riizné velkou ocekdvanou nepfesnost je tfeba v obecné metodé nejmensich ¢tverci ocenit
riznym ovahovanim bodi, kdy vaha jednotlivého bodu - w; - bude nepiimo tamérna kvadratu
ocekavaného rozptylu méfeni, ¢ili v tomto pripadé by méla byt tmérna $ZQ Polozme proto pfimo,
7e w; = xf Aritmeticky pramér z mnoziny b; se zapocitanim jejich individuéalnich vah se vypocte
podle vztahu (42):

B_Z?zlbiwi ity —@—b 51
= e > ===0 (51)
Zz:l Wi Zz—l tz t

2.7. Primka jdouct pocitkem (OMNC)

Oproti pfedchozimu pfipadu budeme navic pfedpokladat, ze kazdému z bodi méfeni o soufadni-
cich {¢;, y;} bude pfisouzena ur¢itd individualni vaha w;. Pfesvédcete se, 7e pokud budeme pocitat
se stfednimi vaZzenymi veli¢inami a jejich soudiny, pak vztahy pro stfedni koeficient imérnosti
b, stiedni vazenou kvadratickou odchylku jednoho méfeni o, nejistota koeficientu 0b a chyba
pfedpovédi dyp, budou formalné stejné jako v podkapitole 3.6.

2.8. Prolozeni obecnou piimkou (OMNC)
P1i zpracovani ¢asové proménnych pozorovacich dat muzeme ¢asto setkat s ilohou nalezeni pa-
rametri ¢asové trendu, pficemz se v prvnim pfibliZzeni nejcastéji pfedpoklada, ze mezi veli¢inami
zavislou veli¢inou y a nezavislou veli¢inou ¢ (standardné ¢asem méfeni) existuje linearni zavislost.
Jinymi slovy body v grafu lze prolozit pfimku. Regresni model pro takovou situaci je ziejmy:
yi = P+ Bati + e

Pfimka necht je prokladana n body o soufadnicich [t;,y;], pFi¢emZ kazdému 7 bodi je pfi-
souzena jeho individuélni vaha w;. Resenim tlohy je nalezeni vektoru b se slozkami by, ba, pro
né’z je suma vahovanych ¢tvercii odchylek S(51, f2) minimalni:

/817/82 sz Yi /82 ti)27 (52)

861__2Zwl i bgti)zo, 8—62__2sz 4 bl—bgti)tizo. (53)

Soustavu dvou rovnic o dvou neznamych (53) Fesime prostiedky maticového poctu:

_1 tl- _yl— _wl 0 0 |
X = 1y oy= v ;o W= ’ RE (54)
_1 tn_ | Un | i 0 0 Wy |
T 17 T IR
V=X"WX=nw| _ _|; U=X"Wy=nw| ~ |; (55)
t 1 Ty
1 R b 1 [ 2y—1y
H=V = b= | M =Eu=— | TV (5
nwug | —t 1 b Ut | —ty+t
(57)

12



vty

Piesvédcte se, Ze plati: y, = ¥, tedy Ze regresni piimka prochazi tézistém.

— — R
R:yTWy—bTU:nw(y2—b1g—b2ty), o= T2 (58)

¥p=Xb, by, =oy/wdiaglXHXT], (59

o o [t2 =
pr— 1B = — pr— 1B = — _— = 2
Oby = o/ WHo9 s o0by = o/ wHyy S\ 5b2\/t_. (60)

Nejistota smérnice pFimky 0be tedy nezévisi na umisténi pocatku, zatimco chyba absolutniho
¢lenu 0b; ano. Minimélni je tato chyba v pripadé, kdy pocatek souradnic ztotoZnime s tézi§tém.
Nejistota pak bude db; = o/+/n.

Chyba pfedpovédi funkéni hodnoty dy, v ¢ase t je dana vztahem:

x(t) =11, t]; dyp =oy/w[xHxT] = t_i)2 (61)

v

Vidime, 7e chyba pfedpovédi je minimélni v oblasti v tésné blizkosti tézisté, ve velkych vzdale-
nostech od néj je asymptoticky pfimo tumérna této vzdalenosti. Absolutni ¢len by lze geometricky
interpretovat jako tisek na ose y, ktery na ni vytina regresni piimka. Neurcitost polohy tohoto
priseciku udava chyba predpovédi éy,(t = 0) v bodé 0. Ciselng tato chyba je rovna chybé
absolutniho ¢lenu §by, tak jak jej uvedeno v (60).

Korelaéni koeficient r je dobrou mirou toho, jak dobfe pravé piimka vystihuje pozorovanou
¢asovou zavislost.

r:_ = 7, (62)

2.9. Prolozeni casovyjch Fad polynomem (OMNC)
Pti zpracovani delSich ¢asovych fad pozorovacich dat casto aproximujeme pozorovany vyvoj
pozorované veli¢iny y polynomem g — 1 fadu. Linearni regresni model predpokladame ve tvaru:
Yi=PB1+Bati+ ...+ Bt +e

Polynomialni zavislost necht je prokladana n body o soufadnicich [t;,y;], pficem? kazdému 7
bodi je pfisouzena jeho individualni vaha w;. Regenim tlohy je nalezeni sloupcového vektoru b se
g slozkami by, by, ..., by, pro néz je suma vahovanych ¢tverci odchylek S(f51, B2, ..., 84) = S(B)
miniméln{. Resime pomoci maticového po¢tu. Definice matic W a y je taz jako v (54), jediny
rozdil je v matici X:

B —1
1t 2
1 oty 2 ... 971
X = ’ 2 (63)
1 t, 2 91

Ostatni kroky jsou popsany v textu.

2.10. Pmlozem casovych md harmom'ckym polynomem (OMNCV')

vvvvv

periodicity, 1ze si zavést tzv. fazovou funkci 9, kterou dostanete jako soucet bezne faze ¢ a epochy
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E. Pokud je perioda P konstantni, lze si fazovou funkci vypoditat jednoduchym vztahem:

=My

v R

(64)

Kde t je julidnské datum pozorovani, My je julidnské datum pocatku pocitéani fazové funkce, P
je fixni perioda ve dnech.

Pozorované periodicky se ménici veli¢iny (jasnosti, radialni rychlosti, intenzity spektralnich
¢ar, indukce magnetického pole aj.) y vytvafeji fazovou kfivku, kterou nejcastéji znazoriujeme
jako zavislost proménné veli¢iny na fazi ¢ = frac(¥). Fazové kiivky zpravidla prokladame har-
monickym polynomem stupné ¢ = 1/2(g — 1), kde g je pocet stupii volnosti. Matematicky
model s harmonickym polynomem stupné ¢ lze zapsat: y; = B + > 1_; Bk cos(2kmV;) +
Bok+18in(2k 7 9;) + e;.” Odpovidajici matice X:

1 cos(2my) sin(2w¥y) cos(dwdy) sin(dwdy) -+ cos(2qmy)  sin(2qmih) ]
X 1 cos(2mde) sin(2wds) cos(dmdy) sin(dwdy) -+ cos(2gmida) sin(2qmis)
| 1 cos(2ndy,) sin(2mdy,) cos(4mdy,) sin(dmdy,) oo cos(2qmdy)  sin(2qmdy) |
(65)

2.11. Zobecnéni linearni regrese I - vektorova zavisla proménna

Obcas se stane, ze méfend veli¢ina neni skalar, ale m-rozmérny fadkovy vektor nebo uspofadana
m-tice nékolika veli¢in: y; = (yi1, Yi2, - - - » Yim), veSkerda méfeni bude predstavovat matice Y s
rozmérem n X m ReSenim regrese bude

g
£(t,B) = By 21(t) + Bowa(t) + ... + Byag(t) = > _ B ai(t) = x(t) B, (66)
j=1
yi Yir Y12 o Yim f
m f
L IR I R R B S - (o7
Yn Ynl Yn2 “° Ynm fn
U=XTWY; B=HU=X"WX)'XTWY; y,=x(t)B. (68)

2.12. Zobecnéni linearni regrese II - vice nezavisle proménnych

A7 doposud jsme jako jedinou nezavislou proménnou brali ¢as a v8e jsme nahlizeli z prizmatu
¢asové proménnosti. Slozky vektoru x = (x1, x9, ..., z,) pak byly funkcemi ¢asu. To v3ak
vibec neni nutné. Jednotlivé polozky mohou byt sice funkcemi ¢asu, ale nemuseji, mohou

"Zde je tfeba mit na paméti skutecnost, ze fazova funkce je funkei periody, ktera se miiZze v pritbéhu
¢asu ménit. Ulohu, kde bychom kromé tvaru svételné kiivky tesili i Casovy vyvoj periody, lze zvladnout
az prostfedky nelinedrni regrese.
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tfeba funkcemi prostorovych soutadnic, rychlosti nebo to mohou byt jen indikace popi-
sujici povahu méfeni (zda Slo tieba o fotometrické méfeni, ¢i méfeni radialnich rychlosti
nebo intenzity spektralnich ¢ar). V8e to jsou nezavislé, nendhodné veli¢iny charakterizu-
jici konkrétni méteni v ramci zvoleného komplexniho modelu. Proto mé smysl divat se na
cely soubor veli¢in obsazenych ve vektoru x; = (21, Zj2, . . ., Ziy) piimo jako na soubor g
nezavislych veli¢in, které mohou nabyvat riznych hodnot. Pro urcity typ méfeni mohou
byt nékteré z nezavislych proménnych rovny 0, pro jiny typ méfeni mohou byt nulové jiné
nezéavislé proménné. Ve vektoru y; = (y1, 42, ...,¥s)" s naméfenymi veli¢cinami jsou pak
jednotlivé polozky tfazeny ¢asto v poradi, v jakém byly naméieny.

Ptiklad: Takovym linedrnim modelem miiZe byt funkce se dvéma stupni volnosti popisujici méfeni
sitky a délky néjakého obdélniku. V p¥ipadé, ze v i-tém méfeni méfime §itku, je x; = (0,1), jde-li
naopak o méfeni délky, pak je x; = (1,0), y; je ona naméfena veli¢ina. Modelova funkce pro i-té
méfeni pro f; = B1xi1 + Boxio = x; B, P1 je délka, By je Sitka. Cilem zpracovani je najit stfedni
velikost téchto parametri b na zdkladé n méfeni. Pfi vypoc¢tu budeme pfedpokladat, ze vahy
v8ech méfeni jsou jednotkové - tedy Ze je méfime se stejnou chybou.

3.16 | s 3.16 0 1

2.15 | d 2.15 10

2.18 | d 2.18 10 .
1o 2.168 + 0.009

313|s;y=1]313 |; X=|0 1 |;H= . ]ib= . (69)
0o 1 3.140 + 0.010

2.15 | d 2.15 10

2.19 [ d 2.19 10

313 | s 3.13 0 1

Vyhodou tohoto pfistupu je, Zze muzeme solidné odhadnout smérodatnou odchylku a tedy i
nejistotu urceni hledané délky a sitky. Vzhledem k tomuto zobecnéni se takto mohou pod sebe
dostat i velmi odlisné typy méreni s velmi odlisnym rozsahem mérenych veli¢in. Proto je dilezité,
aby byly jednotlivé typy méfeni spravné ocenény svou vahou w; nepfimo tmeérnou své disperzi.

2.13. Nalezeni okamziku minima ze dvou sad pozorovdni - domdci iloha

Cilem této domaéci tlohy je aplikace zobecnéné linearni regrese na problému, ktery
simuluje situaci, do niz se pozorovatele proménnych hvézd ¢asto dostavaji.

Ptedstavme si, ze dva pozorovatelé v odlisnych ¢asovych pasmech spolupracovali pii pozoro-
vani minima jasnosti urc¢ité dlouperiodické proménné hvézdy, pficemz spolupracujicimu Cihanovi
(¢ = 1) se podafilo provést celkem 15 pozorovéni, vesmés na sestupné vétvi. Cesky pozorovatel
(¢ = 2) zachytil az vystup svételné kiivky z minima v 30 pozorovanich oviem s ponékud horsi
kvalitou. Samotné minimum 7adny z pozorovateli nezachytil.

V obou piipadech se pozorovani vedla ve filtru V', hvézdné velikosti se vztahovala k vybrané
srovnavaci hvézdé, pozorovatelé se vSak neshodli na jeji volbé, takze svételné kiivky na sebe
nenavazovaly. Svételné kiivky byla simulovana parabolou:

Am(t) =a (t — tmin)2 + a5 ;1 + ag 00 = a1 12 4+ ast+ azdin + a4 dio,  tmin = —2&721, (70)
kde a; je koeficient parabolického ¢lenu (pro simulaci zvoleno a; = 1), tnin je okamzik minima
(zvoleno tmin = 0,350), as, ag jsou rozdily hvézdné velikosti v minimu jasnosti pro ¢inského a
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teského pozorovatele (zvoleno as = 0,000, ag = 0,400). Funkce d;; = 1, pokud jde o pozorovani
Cifiana, jinak 8 = 0, naproti tomu d;2 = 1, pokud jde o pozorovani Cecha, jinak ;2 = 0. as je
linearni ¢len, ag, aq jsou hodnoty Am(t = 0) pro jednotlivé pozorovatele. Okamziky pozorovani
jsou udavany ve dnech od zac¢atku urcitého julidnského dne. Jednotlivé okamziky t; byly voleny
ndhodné v intervalu 0 az 0,3 (¢ = 1) a 0,4 a7 0,8 (¢ = 2). K simulovanym hodnotam rozdilu
hvézdné velikosti Am(t;) uréenym vztahem (70) pro dané hodnoty ¢asi ¢; byl pfi¢ten nahodny
gaussovsky Sum o standardnich odchylkach postupné: s; = 0.005 mag a s3 = 0.007 mag. Tabulka
s takto nasimulovanymi ¢asy t; a hodnotami Am(t;) véetné pfiznaku ¢ nésleduje.

t; Am; q t; Am; q t; Am; q
0,013 0,117 1| 0,428 -0,037 2] 0,596 0,014 2
0,039 0,093 1 0,455 -0,035 20,609 0,015 2
0,063 0,086 1| 0,473 -0,042 20,623 0,026 2
0,100 0,058 1 0,486 -0,036 2| 0,623 0,002 2
0,112 0,054 1| 0,488 -0,031 2] 0,634 0,033 2
0,114 0,055 1| 0,489 -0,024 2| 0,672 0,049 2
0,120 0,056 1 | 0,502 -0,035 2| 0,672 0,056 2
0,131 0,041 1| 0,502 -0,032 2| 0,681 0,063 2
0,132 0,051 1 | 0,543 -0,017 2| 0,697 0,086 2
0,206 0,014 1 0,549 -0,006 20,739 0,102 2
0,220 0,020 1| 0,561 0,006 2| 0,740 0,095 2
0,248 0,019 1 | 0,568 -0,005 2| 0,743 0,097 2
0,252 0,006 1| 0,572 0,006 2| 0,743 0,101 2
0,264 0,005 1 0,573 0,006 20,761 0,123 2
0,294 -0,006 1 | 0,587 0,007 2| 0,772 0,133 2

Vasim tkolem bude:
e Nakreslit graf pozorovanych svételnych kiivek.

e Pomoci prosté linearni regrese bez vah vypoditat zvlast pro 1. a 2. sadu pozorovani hod-
notu koeficientl a1, ao, as, pripadné a4, véetné odhadu jejich nejistot, hodnoty standardni
odchylky. Vysledné hodnoty mezi sebou porovnejte a srovnejte je se zadanymi parametry
simulace.

e Vypoditat okamziky £, véetné nejistoty jejich urceni, pficemz vyuzijete vztah uvedeny v
(70) a vztah pro vypocet odhadu chyby funkce koeficientii (28) a funkéni hodnotu v minimu
prolozené paraboly asa ag, véetné nejistoty. Vysledné hodnoty mezi sebou porovnejte a
srovnejte je se zadanymi parametry simulace.

e Spojte obé pozorovani dohromady a predpokladejte, Ze absolutni ¢leny linedrni regrese jsou
ruzné. Predpokladejte nejprve, zZe vahy v8ech pozorovani jsou identické, rovné 1. Vypoctéte
koeficienty aq, ao, as, a4, véetné odhadu jejich nejistot, hodnotu standardni odchylky. Vy-
sledné hodnoty mezi sebou porovnejte a srovnejte je se zadanymi parametry simulace.
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o Vypoditejte okamzik ¢,,;,, véetné nejistoty jeho urceni, pfi¢emz vyuzijete vztah uvedeny v
(70), vztah pro vypocet odhadu chyby funkce koeficientti (28) a funkéni hodnotu v minimu
prolozené paraboly asa ag, véetné nejistoty. Vysledné hodnoty mezi sebou porovnejte a
srovnejte je se zadanymi parametry simulace.

e Vypoditejte standardni odchylky vzhledem k predpovédi vici tomuto modelu zvlast pro
¢inské a ceské pozorovani. Pomoci nich vypoc¢téte normalizovanou vahu jednotlivych ¢&in-
skych a ¢eskych pozorovéni. S témito vahami pak opakujte vypocet parametri a1, as, as, ag,
v¢etné odhadu jejich nejistot, hodnotu standardni odchylky. Vysledné hodnoty mezi sebou
porovnejte a srovnejte je se zadanymi parametry simulace.

e Vypocitejte okamzik t,;,, véetné nejistoty jeho urceni, a funkéni hodnotu v minimu prolo-
Zené paraboly as a ag, véetné nejistoty. Vysledné hodnoty mezi sebou porovnejte a srovnejte
je se zadanymi parametry simulace.

e Pro spojené sady pozorovani pfedpovézte funkéni hodnoty a jejich nejistoty pro obé& sady
pozorovani. Diskutujte, vyneste do grafu.

3 Nelinearni regrese

Je tfeba se smitit se skutecnosti, 7Ze naprosta vétsina regresnich modeli dobte popisujicich
realné astrofyzikdlni situace prosté neni linearni a ani ji nelze na line4rni pievést. Regenti
nelinearni regrese uz neni tak piimocaré, mj. i proto, ze takova regrese muze mit i vice
feSeni, z nichz jen néktera jsou fyzikalné piijatelna. Nicméné, lze ukazat, 7e ve vétSiné
fyzikalné akceptovatelnych feSeni lze v okoli minima plochu sumy kvadratia S(83) nahradit
paraboloidem - lze tedy nelinearni model v okoli minima nahradit jeho linearizovanou
aproximaci. K tomu ov§em musime mit dobry odhad feseni, v jehoz okoli budeme skutec¢né
feSeni hledat. K odhadu se lze dopracovat tifeba pouzitim tdaji z literatury spolu se
zjednodusenim modelu, tak abyste pomoci néj k odhadu feseni dospéli.

3.1. Linearizace nelinearnich regresnich modeld

Ptipustme nyni, 7Ze se nam podafilo se k takovému odhadu v podobé vychoziho vektoru
parametri by dopidit. Minimum pak bude hledat v bezprostfednim okoli tohoto startov-
niho odhadu. Jakmile se naAm podafi vychozi regresni model linearizovat, hned se muzeme
zacit tésit se z vymozenosti poskytovanych linearni regresi.

Pti linearizaci modelu zpravidla pouzivame jeho Taylortiv rozvoj prvniho fadu podle
parametrii, v nichz je model nelinearni.

0, 38) = () + 3~ 86, 220 — (b + A ()
k=1

kde Takto prepsana modelova funkce je pak linearni vzhledem k nové zavedenym para-
metrium A, pficemz vektor nezavisle proménnych x je dan vztahem:

af of (9f)
op1 0B, 0By )

Xzﬁf:( (72)
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Vidime, ze situace je velmi podobna té, co zname u linearni regrese, rozdily tu ale jsou,
a to vyznamné. Vektor x; piisluSejici i—tému méfeni je opét gradientem, a proto se této
metodé TFeSeni nelinedrni regrese také ¥ika metoda gradientni. Z vektori x; si vytvorime
matici X (viz rovnice (18)), Ay =y —f, W a vypocitat feSeni v podobé diferenéniho
vektoru Ab.

V=XTWX;, U=XTWAy; H=V!, Ab=HU. (73)

Tento korigujici vektor pficteme k pocateénimu odhadu vektoru volnych parametri ag
modelové funkce a obdrzime tak dalsi, zlepSeny odhad uspofadané g-tice parametri by =
by + Ab. S novou hodnotou parametru pak muzeme cely popsany postup znovu opakovat.
V pribéhu iterativniho procesu se absolutni velikost vektoru Ab zpravidla rychle zmensuje
a jiz po nékolika krocich se ptiblizi nule, coz znamend, Ze jsme jiz nalezli hledané teSeni
celé tulohy.

A jesté poznamka: neni tfeba linearizovat vSechny parametry, nékteré z nich byvaji
linearni a lze je tak pocitat pfimo. Lze to ukizat na nasledujicim prikladu.

3.2. Priklad — linearizace parabolického modelu

Nyni miizeme linearizovat nas kvadraticky model podle rovnice (71), vychazejice z naseho
pocateéniho odhadu parametru ag

f = [a02 (t — a01)2 + &03} + Aal 2 ap2 (t — a01) + ACLQ (t — a01)2 + Aag. (74)

Je zjevné, 7ze modelova funkce je v parametrech as, as linearni. Znamena to, Ze tyto dva
parametry neni tieba linearizovat, ale pocitat pfimo, pouze prvni parametr, a; je tifeba
hledat iterativné, tedy:

f(t, a) = Aa1 2 as (t — CL01) + ao (t — a01)2 + as. (75)

2a (t1 —ao1) (1 —am)? 1

2as (ts — a to —ag)? 1
X — 2(2. o) (t ‘01) | (76)

2as (tn — am) (tn —ap)? 1
Parametry as, ag popisujici vzhled svételné kiivky neiterujeme.

3.3. Odhad nejistoty okamzikia extrémii

Nejistota volnych parametri véetné okamziki extrémii je dana vztahem

Ay =y —f(t,b); R=Ay"WAy; oc=+/R/(n—g); 0b=ocy/diagH). (77)

Jakkoli je vysledny soubor korek¢nich parametri témér cisté nulovy, jejich nejistota nulova
neni a odpovida nejistoté jednotlivych parametri. To ndm umoznuje ucinit spolehlivy
odhad neurcitost, s niz zndme okamzik, kdy prolozena funkce nabyva svého extrému.
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