
Popisná statistika I

Zden¥k Mikulá²ek, Ústav teoretické fyziky a astrofyziky

Výsledkem série astrofyzikálních m¥°ení vybrané veli£iny y n¥jakého objektu (hv¥zdná
velikost, intenzita, radiální rychlost) bývá zpravidla datový soubor D = {ti, yi, δyi}. Ten
ve form¥ uspo°ádaných trojic £ísel obsahuje informaci o jednotlivých m¥°ení souboru,
speciáln¥ tedy o okamºiku jednotlivého m¥°ení ti, nam¥°ené hodnot¥ zkoumané veli£iny
yi a odhadu nejistoty jejího ur£ení δyi. Po£et t¥chto trojic (po£et °ádk·) pak udává cel-
kový po£et m¥°ení n. V datovém souboru se mohou vyskytovat tytéº hodnoty i vícekrát,
zejména tehdy, mají-li veli£iny diskrétní (nespojitou) povahu (po£et rohlík·).

Pokud chceme soubor dat blíºe poznat a kvantitativn¥ popsat, m·ºeme k tomu s
výhodou pouºít n¥který ze standardních nástroj· tzv. popisné statistiky (descriptive sta-
tistics). Popisná statistika, jakkoli je primárn¥ ur£ená k zpracování výsledk· m¥°ení a
jejich nejistot {yi, wi}, je m·ºe slouºit i k popisu £asových údaj·1.

1 Nejistota jednotlivého m¥°ení a váha

Pokud není kvalita jednotlivých pozorování stejná, je vysoce ºádoucí tuto kvalitu vyjád°it
nezáporným £íslem tzv. vahou - wi. Váha se vztahuje vºdy k jednomu, konkrétnímu
m¥°ení, proto ji nezam¥¬ujte s £etností p°íslu²ného výsledku. Vzhledem k tomu, ºe v¥t²ina
metod zpracování výsledk· je tak £i onak zaloºena na metod¥ nejmen²ích £tverc·, pak by
m¥la tato váha souviset s vnit°ní nejistotou ur£ení hodnoty konkrétního m¥°ení odhadem
δyi:

wi = K δy−2
i , (1)

kde K je vhodn¥ zvolené nezáporné £íslo2.
Váhy bychom nem¥li pouºít v p°ípad¥, kdy se ukáºe, ºe o£ekávaná nejistota jednotli-

vých m¥°ení v souboru je výrazn¥ men²í, neº jejich celkový rozptyl v rámci souboru. For-
máln¥ to pak lze chápat tak, ºe v²echna m¥°ení mají tutéº váhu, rovnu nap°. 1. Naopak
jsme je povinni pouºít pokud jsou deklarovány (a my se nep°esv¥d£íme, ºe jsou n¥jakým
zp·sobem vadné a tudíº nepouºitelné), a pak zejména p°i transformaci m¥°ených veli£in
n¥jakou nelineární funkcí (log y, 1/y) nebo p°i n¥kterých robustních metodách zpracování
výsledk·.

V dal²ím textu budeme pouºívat následující konvence:

yk =

∑n
i=1 y

k
i wi

Sw

, kde Sw =
n∑

i=1

wi, w =
Sw

n
. (2)

1K prozkoumání závislosti m¥°ených veli£in na £ase, £ili k analýze £asových °ad pouºíváme tzv. regresní

analýzu, ta v²ak není p°edm¥tem této kapitoly.
2T°eba K = 1, K = n/

∑n
i=1 δy

−2
i .
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2 Míra polohy

2.1. Pr·m¥ry

Pro prvotní popis pozorovaných dat je dobré uvést dv¥ charakteristiky � n¥jakou hodnotu,
kolem níº se pozorovaná data kupí � n¥jaký st°ed datového souboru, a pak veli£inu,
která popisuje charakteristickou vzdálenost pozorovaných dat od tohoto st°edu. Z hlediska
nej£ast¥j²ího z nástroj· zpracování datových soubor· - metody nejmen²ích £tverc·, je
p°irozenou mírou popisující st°ed studovaného datového souboru veli£ina ym nazývaná téº
aritmetický pr·m¥r, respektive pr·m¥r, obecn¥ váhovaný pr·m¥r. Pro aritmetický pr·m¥r
veli£inu platí, ºe suma váhovaných £tverc· odchylek jednotlivých m¥°ení od tohoto centra
ym, minimální:

ym = y =
1

Sw

n∑
i=1

yi wi, ⇒
n∑

i=1

(yi − ym)wi = (y − ym) = (y − ȳ) = 0. (3)

Mnohem °id£eji se pouºívá geometrický pr·m¥r ymG, harmonický pr·m¥r ymH nebo
kvadratický pr·m¥r ymQ:

ymG = n

√√√√ n∏
i=1

yi, y−1
mH = y−1, y2mQ = y2. (4)

2.2. Medián

Medián (ozna£ován med(y) nebo ỹ) je hodnota, jeº d¥lí °adu podle velikosti se°azených
výsledk· na dv¥ stejn¥ po£etné poloviny. Ve statistice pat°í mezi míry centrální tendence.
Platí, ºe nejmén¥ 50% hodnot je men²ích nebo rovných a nejmén¥ 50% hodnot je v¥t²ích
nebo rovných mediánu. Pro nalezení mediánu daného souboru sta£í hodnoty se°adit podle
velikosti a vzít hodnotu, která se nalézá uprost°ed seznamu. Pokud má soubor sudý po£et
prvk·, obvykle se za medián ozna£uje aritmetický pr·m¥r hodnot na místech n/2 a n/2+1.

To ov²em platí pro p°ípad, kdy jsou si váhy jednotlivých m¥°ení rovny, v opa£ném
p°ípad¥ je nalezení váhovaného mediánu sloºit¥j²í. Postup má tyto kroky:

• Se°adíme v²echny hodnoty i s jejich váhami y podle velikosti, takºe y1 < y2... <
yk < ...yn.

• Kaºdému z bod· xk p°i°adíme funk£ní hodnotu Wk =
1
n

(∑k−1
i=1 wi +

1
2
wk

)
.

• Nyní hledám po sob¥ následující dvojici, pro niº by platilo Wj < 0.5 < Wj+1.

• Hodnota medianw(y, w) = ỹ = [(Wj+1 − 0.5) ∗ yj + (0.5−Wj) ∗ yj+1]/(Wj+1 −Wj)
je pak oním hledaným váhovaným mediánem.

P°edpis ob£as nevybere hodnotu mediánu jednozna£n¥, ale to v¥t²inou nevadí.

2.3. Histogram, kvantily, kumulativní distribu£ní funkce
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Fig. 1. Histogram m¥°ení extink£ního koe�cientu.

Nejinstruktivn¥j²ím vyjád°ením distribu£ní funkce je u diskrétních veli£in tzv. ty£kový
graf, v p°ípad¥ spojitých veli£in pak histogram (histogram). Celý interval pokrytý daty
se rozd¥lí na vhodný po£et nh ekvidistantních interval· a po£ítá se po£et (£etnost), re-
spektive suma vah dat k nim p°íslu²ejících. Gra�cky se potom distribu£ní funkce znázorní
sloupcovým diagramem. Doporu£ený po£et sloupc· pro n m¥°ení udává Sturgesovo pra-
vidlo: nh = 1 + 3, 3 log n.

Podrobn¥ji lze m¥°ení popsat pomocí kvantil· (quantile). Kvantil odpovídající hodnot¥
p z intervalu 0 < p < 1, je takové £íslo y z intervalu ⟨y1, yn⟩, pro n¥jº platí, ºe p×n hodnot
souboru je men²ích neº y a (1−p)×n v¥t²ích. Váºený kvantil (weighted quantile) se zavádí
u vzork· s m¥°eními o nestejné váze. Pokud je zkoumaný soubor vzorkem n¥jakého v¥t²ího
souboru, pak kvantil p(y) je odhadem pravd¥podobnosti, ºe n¥jaké náhodn¥ vybrané £íslo
ze souboru bude men²í neº zvolená hodnota y. Rozdíl p(ya) − p(yb) pak udává odhad
pravd¥podobnosti, ºe se takové £íslo vyskytne v intervalu ⟨yb, ya⟩. Je-li p vyjád°eno v
procentech, pak se kvantilu °íká percentil (percentile).

Zvlá²tní význam má kvantil pro p = 0, 5 (50%), nazývaný median, první kvartil (�rst
quartile) � p = 0, 25 (25%) a t°etí kvartil (third quartile) � p = 0, 75 (75%).

Vý²e nazna£ený p°edpis je jen rámcový, pro algoritmus výpo£tu kvantil· je nutno být
konkrétn¥j²í. Výhodné je proto de�novat si tzv. kumulativní distribu£ní funkci, p°ípadn¥
váhovanou kumulativní distribu£ní funkci Φ(y), která vyjad°uje závislost kvantilu p na
m¥°ené veli£in¥ x. Kumulativní distribu£ní funkce Φ(y) je p°edstavována lomenou £arou
s uzlovými body v {yi, pi}.

Pro pi platí: p1 = 1/(2n), pi = pi−1 + 1/n ⇒ pi = (1 + 2 i)/(2n) pro y < y1 je
hodnota p rovna nule, pro y > yn je funkce rovna 1. Obdobn¥ pak váhovaná kumulativní
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Fig. 2. Kumulativní distribu£ní funkce pro m¥°ení extink£ního koe�cientu - viz Úloha. Dosti
se odli²uje od ideálu normálního rozd¥lení.

distribu£ní funkci Φ(y) je p°edstavována lomenou £arou s uzlovými body v {yi, pi}. Pro
pi platí: p1 = w1/(2Sw), pi = pi−1 + (wi−1 + wi)/(2Sw), pro y < y1 je hodnota p rovna
nule, pro y > yn je funkce rovna 1.

O°ezaný medián (trimmed mean) jakoºto robustní odhad polohy centra je jistým kom-
promisem mezi aritmetickým pr·m¥rem a mediánem. Jako parametr se pouºívá veli£ina
p vyjád°ená zpravidla v procentech (nej£ast¥ji p = 10%). Ze se°azeného souboru dat od-
straníme round(p/2) nejvy²²ích a stejný po£et nejniº²ích hodnot a ze zbytku vypo£teme
aritmetický pr·m¥r. Pro p = 0 jde o aritmetický pr·m¥r, blíºí-li p 100%, pak jde o me-
dián. U váhovaných veli£in je de�nice o°ezaného pr·m¥ru pon¥kud vágní a proto se b¥ºn¥
nepouºívá.

Modus je nej£etn¥ji zastoupená hodnota m¥°ení(nebo hodnota s nejv¥t²í vahou). Vý-
znam má u diskrétních výsledk· m¥°ení, nebo v ur£itých intervalech � nejpohodln¥ji ji lze
ode£íst z histogramu.

3 Míry rozptýlení

Nej£ast¥j²í mírou rozptýlení dat kolem centra je takzvaný rozptyl (variance) s2 nebo sm¥-
rodatná odchylka (standard deviation) s.

s2 =
1

Sw

n∑
i=1

(yi − ȳ)2 wi = y2 − ȳ2 (5)

Centrem rozptýlení je zde aritmetický pr·m¥r. Dokaºte, ºe práv¥ pro n¥j nabývá funkcionál
S(a) =

∑
(yi − a)2wi svého minima.
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Sm¥rodatná odchylka je vynikající poloºkou popisující rozptýlení dat kolem aritmetic-
kého pr·m¥ru, pokud se v datech nenacházejí tzv. odlehlé body, p°ípadn¥ pokud nebyla
napozorovaná data je²t¥ n¥jakým neodborným zp·sobem upravována, nap°íklad neopráv-
n¥ným vypou²t¥ním bod· - viz. Fig. 4.

Robustní t°ídou m¥r rozptýlení je tzv. váhovaná st°ední (absolutní) odchylka (weighted
mean (absolute) deviation - wmd) po£ítaná obecn¥ v·£i zvolenému centru a:

md = |y − a|; wmd =
1

Sw

n∑
i=1

|yi − a|wi; (6)

Po£ítání st°ední odchylky se obvykle vztahuje k váºenému aritmetickému pr·m¥ru, tedy
a = ȳ. Lze se ov²em setkat i s jinou (dle mého soudu od·vodn¥n¥j²í) variantou, kdy
centrem je váºený medián a = ỹ. V tomto p°ípad¥ bude mít váºená suma absolutních
hodnot odchylek svou minimální hodnotu.

Je²t¥ robustn¥j²í vlastnosti má váhovaný medián absolutní odchylky (weighted median
absolute deviation - wmad) centrovaný tentokrát vºdy k mediánu:

mad = median(|y − ỹ|); wmad = medianw(|y − ỹ|); (7)

V p°ípad¥, ºe máte data s mnoºstvím odlehlých bod· a pot°ebujete dobrý odhad
disperze, pak m·ºete tyto vztahy s výhodou pouºít.

Jednoduchým robustním odhadem rozptýlení, který lze v p°ípad¥ nekvalitních dat
aplikovat je tzv. mezikvartilní rozp¥tí (interquartile range) ∆13. Jde o rozdíl mezi 3. a 1.
kvartilem, takºe se vztahuje jen na vnit°ní £ást rozd¥lovací k°ivky.

4 Normální rozd¥lení

Pokud je rozptyl pozorování ur£en zejména náhodnými d¥ji (statistika foton·, atmosférická
scintilace atp.), je dáno rozd¥lení odchylek kolem centra symetrickou normální rozd¥lovací
funkcí (Gaussovou). Funkce hustoty pravd¥podobnosti f(x), normovaná na 1 a je popsána
dvojicí parametr· - st°edem rozd¥lení µ a disperzí σ:

f(y) =
1√
2 π σ

exp

[
−(y − µ)2

2σ2

]
. (8)

Gaussovský ��íp� je p°ísn¥ symetrický podle osy y = µ = y, kteráºto hodnota je sou-
£asn¥ aritmetickým pr·m¥rem, mediánem i modem souboru pod°izujícímu se normálnímu
rozd¥lení. Lze ukázat, ºe sm¥rodatná odchylka s je práv¥ rovna parametru popisujícímu
²í°ku normálního rozd¥lení σ (disperze), tedy:

s2 = (y − µ)2 =

∫ ∞

−∞
(y − µ)2 f(y) dy =

1√
2 π σ

∫ ∞

−∞
(y − µ)2 exp

[
−(y − µ)2

2 σ2

]
dy = σ2.

(9)

4.1. Odhad µ a σ
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Fig. 3. Simulace výsledk· odhad· centra v aritmetickém pr·m¥ru (vlevo) a standardní
odchylky (vpravo) pro normální rozd¥lení s centrem v 0 a standardní odchylkou 1 p°i výb¥ru

pouhých 5 bod·. Tento výb¥r byl ov²em opakován 100 000krát..

Abychom tyto parametry ur£ili, museli bychom mít k dispozici nekone£né mnoºství po-
zorování. Pokud máme k dispozici jen n pozorování, m·ºe u£init jen odhad zmín¥ných
veli£in a odhadnout jejich neur£itost. Za p°edpokladu, ºe zkoumaný soubor má normální
rozd¥lení, pak lze ukázat, ºe parametry µ, σ a jejich nejistoty δµ a δσ lze odhadnout
pomocí vztah·:

µ ∼= ȳ; δµ =
σ√
n
, σ ∼= s

√
n

n− 1
=

√
n

n− 1
(y2 − ȳ2), δσ =

σ√
2n

. (10)

Pokud je distribu£ní funkce naru²ena t°eba výskytem odlehlých bod·, je vhodné místo
aritmetického pr·m¥ru pouºít rad¥ji medián a disperzi odhadnout pomocí robustn¥j²ích
indikátor·, jako váhovaná st°ední (absolutní) odchylka mad(y), medián st°ední odchylky
md(y) nebo mezikvartilní rozp¥tí ∆13:

σ(y) ∼= 1.482mad(y); σ(y) ∼= 1.253md(y); σ(y) ∼= 0.741∆13; (11)

To, pro£ zde hovo°íme jen o odhadech p°íslu²ných veli£in, dostate£n¥ ilustrují obrázky
4 a 5 po°ízené na základ¥ po£íta£ových simulací. Znovu ov²em uvádíme, ºe vý²e uvedené
vztahy fungují zcela správn¥ jen tehdy, je-li reálná rozd¥lovací funkce blízká normální.
Metody, jak si to ov¥°it, jsou uvedeny v následující kapitole.
Poznámka: Relativní p°esnost ur£ení rozptylu a chyby pr·m¥ru ρ = 1/

√
2n primárn¥

závisí na po£tu m¥°ení n, a to tak, ºe 10% £iní pro 50 m¥°ení, 3% pro 560 a pro 1% jiº
5000 m¥°ení. T¥mto skute£nostem byste m¥li pod°ídit po£et míst a zp·sob zaokrouhlování
(v t¥chto p°ípadech se p°imlouvám zaokrouhlovat vºdy spí²e nahoru).
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Fig. 4. Simulace výsledk· 26 m¥°ení pro normální rozd¥lení s centrem v 0 a standardní
odchylkou 1. Jednotlivá m¥°ení jednotlivých sad jsou znázorn¥na nad sebou plnými kotou£ky,

pr·m¥r s jeho nejistotou je nazna£en v¥t²ím prázdným krouºkem a chybovou úse£kou.
Pov²imn¥te si jak odli²né m·ºe být rozloºení t¥chto bod· v jednotlivých sadách, rovn¥º tak, ºe

body s odchylkou 3 σ jsou zcela b¥ºné - v tomto p°ípad¥ tedy nejde o odlehlé body.
Prostudujte i obr. 5, který je dal²ím zpracování této simulace.

5 Úloha

Výsledkem m¥°ení atmosférické extinkce z pozorování komet na observato°i Skalnaté Pleso
jsou tyto hodnoty extink£ních koe�cient· ve vlnové délce 416 nm (mag/vzdu²nou hmotu):

0.82± 0.07 0.39± 0.03 0.54± 0.05 0.57± 0.03 0.42± 0.04

0.39± 0.07 0.69± 0.05 0.81± 0.05 0.33± 0.05 0.41± 0.04

0.11± 0.07 0.23± 0.04 0.39± 0.04 0.43± 0.04 0.97± 0.03

0.26± 0.05 0.47± 0.04 0.41± 0.05 0.52± 0.04 0.45± 0.03

(12)

Instrumentá°em popisné statistiky charakterizujte tento soubor, speciáln¥ pak uve¤te:
a) po£et m¥°ení a jejich charakter (spojité, diskrétní?)
b) váhy jednotlivých m¥°ení a diskutujte, zda je v tomto p°ípad¥ p°ípadné tyto váhy

pouºít. Bez ohledu na výsledek úvahy po£ítejte v²echny dal²í úlohy ve dvou variantách �
s vahami a bez nich.

c) odhad aritmetického pr·m¥ru a jeho nejistotu za p°edpokladu normálního rozd¥lení,
harmonický, geometrický, kvadratický pr·m¥r a medián, o°ezaný pr·m¥r pro 10% a 20%
(jen pro p°ípad bez vah)

d) minimální a maximální hodnotu extinkce a celkové rozp¥tí
e) rozptyl s, odhad disperze σ, st°ední velikost odchylky s centrem v aritmetickém

pr·m¥ru a v mediánu
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Fig. 5. Simulace výsledk· m¥°ení pro normální rozd¥lení s centrem v 0 a standardní
odchylkou 1. Kaºdý z 25 výsledk· byl zkonstruován z 26 individuálních m¥°ení. Je patrné jak
kolísání polohy aritmetického pr·m¥ru kolem nuly, tak i kolísání hodnoty nam¥°ené sm¥rodatné

odchylky.

f) graf kumulativních distribu£ní funkce a pomocí ní stanovte hodnoty kvartil· a
mezikvartilního rozp¥tí

g) Porovnejte odhady µ a σ pro normální rozd¥lení získané r·znými metodami
i) pomocí stanovte optimální po£et sloupc· v histogramu a sestrojte jej. Doporu£uji

sloupce v histogramu centrovat na násobky 0.2
j) odhadn¥te modus rozd¥lení
k) diskutujte tvar rozd¥lovací funkce s v¥domím, ºe konstantní sloºka extink£ního

koe�cientu ve 416 nm zp·sobená Rayleighovým rozptylem na náhodných shlucích molekul
vzduchu £iní 0.262 mag/vzdu²nou hmotu.

Reference
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