Popisna statistika I

Zden&k Mikulasek, Ustav teoretické fyziky a astrofyziky

Vysledkem série astrofyzikalnich méfeni vybrané veli¢iny y né&jakého objektu (hvézdna
velikost, intenzita, radidlni rychlost) byva zpravidla datovy soubor D = {t;,vy;, 6y;}. Ten
ve formé usporadanych trojic ¢isel obsahuje informaci o jednotlivych méfeni souboru,
specialné tedy o okamziku jednotlivého méfeni ¢;, naméfené hodnoté zkoumané veli¢iny
y; a odhadu nejistoty jejtho urceni dy;. Pocet téchto trojic (pocet fadka) pak udava cel-
kovy pocet méteni n. V datovém souboru se mohou vyskytovat tytéz hodnoty i vicekrat,
zejména tehdy, maji-li veli¢iny diskrétni (nespojitou) povahu (pocet rohliki).

Pokud chceme soubor dat blize poznat a kvantitativné popsat, muzeme k tomu s
vyhodou pouzit néktery ze standardnich nastroju tzv. popisné statistiky (descriptive sta-
tistics). Popisna statistika, jakkoli je primarné urcend k zpracovani vysledki méfeni a
jejich nejistot {y;, w;}, je miiZe slouZit i k popisu ¢asovych tdajul.

1 Nejistota jednotlivého meéreni a vaha

Pokud neni kvalita jednotlivych pozorovani stejné, je vysoce zadouci tuto kvalitu vyjadrit
nezapornym cislem tzv. vahou - w;. Viha se vztahuje vzdy k jednomu, konkrétnimu
méreni, proto ji nezaménujte s ¢etnosti piislusného vysledku. Vzhledem k tomu, Ze vétsina
metod zpracovani vysledki je tak ¢i onak zalozena na metodé nejmensich ¢tvercii, pak by
méla tato vaha souviset s vnitini nejistotou uréeni hodnoty konkrétniho méreni odhadem
53/@

w; = K 0y; 2, (1)

kde K je vhodné zvolené nezaporné &islo?.

Vahy bychom neméli pouzit v ptipadé, kdy se ukaze, zZe ocekavana nejistota jednotli-
vych méfeni v souboru je vyrazné mensi, nez jejich celkovy rozptyl v rdmci souboru. For-
méalné to pak lze chépat tak, ze vSechna méfeni maji tutéz vahu, rovnu napt. 1. Naopak
jsme je povinni pouzit pokud jsou deklarovany (a my se nepiesvéd¢ime, Ze jsou néjakym
zpusobem vadné a tudiz nepouzitelné), a pak zejména pii transformaci mérenych veli¢in
néjakou nelinearni funkei (logy, 1/y) nebo pii nékterych robustnich metodéach zpracovani
vysledkii.

V dal$im textu budeme pouzivat nasledujici konvence:

— ™ok, " S
o = Zzéyl Yiokde Su=3w, w= =3 (2)
v i=1

'K prozkoumani zavislosti mé&fenych veli¢in na ¢ase, ¢ili k analyze ¢asovych fad pouzivame tzv. regresnt
analyzu, ta v8ak neni pfedmétem této kapitoly.
2Tieba K =1, K =n/Y 1, dy; °.



2 Mira polohy

2.1. Priméry

Pro prvotni popis pozorovanych dat je dobré uvést dvé charakteristiky — néjakou hodnotu,
kolem niz se pozorovana data kupi — néjaky stfed datového souboru, a pak veli¢inu,
ktera popisuje charakteristickou vzdalenost pozorovanych dat od tohoto stfedu. Z hlediska
nejcastéjsitho z nastroju zpracovani datovych souboru - metody nejmensich ctverci, je
prirozenou mirou popisujici stfed studovaného datového souboru veli¢ina ¥, nazyvana téz
aritmeticky primeér, respektive primeér, obecné vahovany primeér. Pro aritmeticky priumér
veli¢inu plati, Ze suma vahovanych ¢tvercu odchylek jednotlivych méfeni od tohoto centra
Ym, Minimalni:

1 < - =
Ym =Y = o doviw, = Y Wi—ym)wi=y—ym)=y—5)=0.  (3)
W= i=1

Mnohem ftidceji se pouziva geometricky primeér yma, harmonicky primeér y,m nebo
kvadraticky primer ymq:

YmG = H Yi, y;ﬂl{ = F? yIQnQ = y2' (4)
=1

2.2. Median

Medidn (oznacovan med(y) nebo ) je hodnota, jez déli fadu podle velikosti sefazenych
vysledkii na dvé stejné pocetné poloviny. Ve statistice patii mezi miry centralni tendence.
Plati, Ze nejméné 50% hodnot je mengich nebo rovnych a nejméné 50% hodnot je vétsich
nebo rovnych medidnu. Pro nalezeni medidnu daného souboru stac¢i hodnoty seradit podle
velikosti a vzit hodnotu, ktera se naléza uprostied seznamu. Pokud mé soubor sudy pocet
prvkii, obvykle se za median oznacuje aritmeticky priumér hodnot na mistech n/2 an/2+1.

To ovSem plati pro pripad, kdy jsou si vihy jednotlivych méfeni rovny, v opac¢ném
pripadé je nalezeni vahovaného medianu slozitéjsi. Postup ma tyto kroky:

e Seradime vSechny hodnoty i s jejich vihami y podle velikosti, takze y; < yo... <

Y < ..Yn.

e Kazdému z bodu zj prifadime funkéni hodnotu Wy = % (Zf;ll w; + %wk>

e Nyni hledam po sobé nésledujici dvojici, pro niz by platilo W; < 0.5 < Wj;.

e Hodnota medianw(y, w) =g = [(Wjt1 — 0.5) * y; + (0.5 = Wj) * ]/ (Wjr — W)
je pak onim hledanym viahovanym medidnem.

Ptedpis obc¢as nevybere hodnotu medidanu jednoznacné, ale to vétsinou nevadi.

2.3. Histogram, kvantily, kumulativni distribu¢ni funkce
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Fig. 1. Histogram méfeni extinkéniho koeficientu.

Nejinstruktivnéjsim vyjadienim distribu¢ni funkce je u diskrétnich veli¢in tzv. tyckovy
graf, v piipadé spojitych veli¢in pak histogram (histogram). Cely interval pokryty daty
se rozdéli na vhodny pocet nh ekvidistantnich intervali a poc¢ita se pocet (Cetnost), re-
spektive suma vah dat k nim pfislusejicich. Graficky se potom distribuc¢ni funkce znazorni
sloupcovym diagramem. Doporuceny pocet sloupcti pro n méieni udava Sturgesovo pra-
vidlo: np = 1+ 3, 3log n.

Podrobnéji lze méteni popsat pomoci kvantili (quantile). Kvantil odpovidajici hodnoté
p zintervalu 0 < p < 1, je takové ¢islo y z intervalu (y1, y,,), pro néjZ plati, ze p x n hodnot
souboru je mensich nez y a (1—p) xn vétsich. Vazeny kvantil (weighted quantile) se zavadi
u vzorki s méfenimi o nestejné vaze. Pokud je zkoumany soubor vzorkem néjakého vétsiho
souboru, pak kvantil p(y) je odhadem pravdépodobnosti, ze néjaké nahodné vybrané ¢islo
ze souboru bude mensi nez zvolend hodnota y. Rozdil p(y,) — p(yp) pak udava odhad
pravdépodobnosti, ze se takové ¢islo vyskytne v intervalu (y,,v,). Je-li p vyjadfeno v
procentech, pak se kvantilu ¥ikd percentil (percentile).

Zvlastni vyznam ma kvantil pro p = 0,5 (50%), nazyvany median, proni kvartil (first
quartile) — p = 0,25 (25 %) a treti kvartil (third quartile) — p = 0,75 (75%).

VySe naznaceny predpis je jen rdmcovy, pro algoritmus vypoctu kvantili je nutno byt
konkrétnéjsi. Vyhodné je proto definovat si tzv. kumulationd distribucni funkci, p¥ipadné
vahovanou kumulativni distribucéni funkci ®(y), kterd vyjadiuje zéavislost kvantilu p na
méiené veli¢ing x. Kumulativni distribuéni funkce ®(y) je predstavovana lomenou ¢arou
s uzlovymi body v {y;, p;:}-

Pro p; plati: py = 1/(2n), pi = pi-1 +1/n = p; = (1 +210)/(2n) pro y < y1 je
hodnota p rovna nule, pro y > y, je funkce rovna 1. Obdobné pak vidhovana kumulativni
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Fig. 2. Kumulativni distribuéni funkce pro méfeni extinkéniho koeficientu - viz Uloha. Dosti
se odlisuje od idealu normélniho rozdéleni.

distribu¢ni funkci ®(y) je predstavovana lomenou ¢arou s uzlovymi body v {y;, p;}. Pro
p; plati: p1 = w1 /(2Sy), pi = pi—1 + (wi—1 +w;)/(2Sy), pro y < yl je hodnota p rovna
nule, pro y > vy, je funkce rovna 1.

Orezany medidn (trimmed mean) jakoZzto robustni odhad polohy centra je jistym kom-
promisem mezi aritmetickym primeérem a medianem. Jako parametr se pouziva veli¢ina
p vyjadfena zpravidla v procentech (nejcastéji p = 10%). Ze sefazeného souboru dat od-
aritmeticky primér. Pro p = 0 jde o aritmeticky prumér, blizi-li p 100%, pak jde o me-
dian. U vahovanych veli¢in je definice ofezaného pruméru ponékud vagni a proto se bézné
nepouziva.

Modus je nejéetnéji zastoupena hodnota méfeni(nebo hodnota s nejvétsi vahou). Vy-

odecist z histogramu.

3 Miry rozptyleni

Nejcastéjsi mirou rozptyleni dat kolem centra je takzvany rozptyl (variance) s? nebo sme-
rodatnd odchylka (standard deviation) s.

1 « _ —
SQZS—Z(%—?JVwizyg—yQ (5)
woi=1

Centrem rozptyleni je zde aritmeticky primér. Dokazte, ze pravé pro néj nabyva funkcional
S(a) = > (y; — a)* w; svého minima.



Smeérodatnéd odchylka je vynikajici polozkou popisujici rozptyleni dat kolem aritmetic-
kého pruméru, pokud se v datech nenachézeji tzv. odlehlé body, piipadné pokud nebyla
napozorovand data jesté néjakym neodbornym zptsobem upravovana, napiiklad neoprav-
nénym vypousténim bodu - viz. Fig. 4.

Robustni t¥idou mér rozptyleni je tzv. vihovand stiedni (absolutni) odchylka (weighted
mean (absolute) deviation - wmd) poc¢itana obecné viéi zvolenému centru a:

- 1 <
md = [y — al; wmd = S_w ; lyi — al w;; (6)

Pocitani stfedni odchylky se obvykle vztahuje k vazenému aritmetickému prumeéru, tedy
centrem je vazeny median a = y. V tomto piipadé bude mit vazena suma absolutnich
hodnot odchylek svou minimélni hodnotu.

Jesté robustnéjsi vlastnosti méa vdhovany medidan absolutni odchylky (weighted median
absolute deviation - wmad) centrovany tentokrat vzdy k medianu:

mad = median(|y — g); wmad = medianw(|y — g); (7)

V pripadé, ze mate data s mnozstvim odlehlych bodu a potiebujete dobry odhad
disperze, pak muzete tyto vztahy s vyhodou pouzit.

Jednoduchym robustnim odhadem rozptyleni, ktery lze v pfipadé nekvalitnich dat
aplikovat je tzv. mezikvartilni rozpéti (interquartile range) Aq3. Jde o rozdil mezi 3. a 1.
kvartilem, takze se vztahuje jen na vnitini ¢ast rozdélovaci kiivky.

4 Normalni rozdéleni

Pokud je rozptyl pozorovani uréen zejména ndhodnymi déji (statistika fotoni, atmosféricka
scintilace atp.), je dano rozdéleni odchylek kolem centra symetrickou normdlni rozdélovact
funkei (Gaussovou). Funkce hustoty pravdépodobnosti f(z), normované na 1 a je popsana
dvojici parametrii - stfedem rozdéleni p a disperzi o:

fly) = \/;—M exp {—%] : (8)

Gaussovsky ,,f{ip“ je prisné symetricky podle osy y = p =7, kterdzto hodnota je sou-
Casné aritmetickym priumérem, medidnem i modem souboru podiizujicimu se norméalnimu
rozdéleni. Lze ukéazat, Zze smérodatna odchylka s je pravé rovna parametru popisujicimu
sitku normalniho rozdéleni o (disperze), tedy:

Tl B e e R

4.1. Odhad p a o
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Fig. 3. Simulace vysledkii odhadii centra v aritmetickém priiméru (vlevo) a standardni
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odchylky (vpravo) pro normalni rozdéleni s centrem v 0 a standardni odchylkou 1 p#i vybéru
pouhych 5 bodt. Tento vybér byl oviem opakovan 100 000krat..

Abychom tyto parametry urcili, museli bychom mit k dispozici nekoneéné mnozstvi po-
zorovani. Pokud méame k dispozici jen n pozorovani, miiZe uc¢init jen odhad zminénych
veli¢in a odhadnout jejich neurcitost. Za predpokladu, ze zkoumany soubor mé normélni
rozdéleni, pak lze ukazat, ze parametry pu,o a jejich nejistoty o a do lze odhadnout
pomoci vztahi:

- _ 9 ~ n__ n s = __9
g Op N \/n_l(y y?), bo NoTh (10)

Pokud je distribuc¢ni funkce narusena tifeba vyskytem odlehlych bodi, je vhodné misto
aritmetického priméru pouzit radéji medidn a disperzi odhadnout pomoci robustnéjsich
indikatort, jako vahovana stiedni (absolutni) odchylka mad(y), median st¥edni odchylky
md(y) nebo mezikvartilni rozpéti Aqs:

o(y) = 1.482mad(y); o(y) = 1.253md(y); o(y) = 0.741 Ays; (11)

To, pro¢ zde hovotime jen o odhadech prislusnych veli¢in, dostatec¢né ilustruji obrazky
4 a 5 potizené na zakladé pocitacovych simulaci. Znovu ovSem uvadime, Ze vyse uvedené
vztahy funguji zcela spravné jen tehdy, je-li redlna rozdélovaci funkce blizka normélni.
Metody, jak si to ovérit, jsou uvedeny v nasledujici kapitole.
Poznamka: Relativni pfesnost urceni rozptylu a chyby priméru p = 1/v/2n primarné
zavisi na po¢tu méieni n, a to tak, ze 10% ¢ini pro 50 méieni, 3% pro 560 a pro 1% jiz
5000 méteni. Témto skutecnostem byste méli podiidit pocet mist a zptusob zaokrouhlovani
(v téchto pripadech se pfimlouvam zaokrouhlovat vzdy spiSe nahoru).



Fig. 4. Simulace vysledkti 26 méfeni pro normalni rozdélen{ s centrem v 0 a standardni
odchylkou 1. Jednotlivd méfeni jednotlivych sad jsou zndzornéna nad sebou plnymi kotoucky,
priamér s jeho nejistotou je naznacen vétsim prazdnym krouzkem a chybovou tseckou.
Pov&imnéte si jak odlisné muze byt rozlozeni téchto bodud v jednotlivych sadéch, rovnéz tak, ze
body s odchylkou 3 o jsou zcela b&zné - v tomto pfipadé tedy nejde o odlehlé body.
Prostudujte i obr. 5, ktery je dal§im zpracovani této simulace.

5 Uloha

Vysledkem méfeni atmosférické extinkce z pozorovani komet na observatori Skalnaté Pleso
jsou tyto hodnoty extinkénich koeficienti ve vlnové délce 416 nm (mag/vzdusnou hmotu):
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0.26 == 0.05
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(12)

Instrumentaiem popisné statistiky charakterizujte tento soubor, specialné pak uvedte:

a) poCet méfeni a jejich charakter (spojité, diskrétni?)

b) vahy jednotlivych méfeni a diskutujte, zda je v tomto piipadé piipadné tyto vahy
pouzit. Bez ohledu na vysledek uvahy pocitejte vSechny dalsi tilohy ve dvou variantach —
s vahami a bez nich.

¢) odhad aritmetického priiméru a jeho nejistotu za predpokladu norméalniho rozdélent,
harmonicky, geometricky, kvadraticky prumér a median, ofezany pramér pro 10% a 20%
(jen pro piipad bez vah)

d) minimalni a maximalni hodnotu extinkce a celkové rozpéti

e) rozptyl s, odhad disperze o, stfedni velikost odchylky s centrem v aritmetickém
pruméru a v medianu
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Fig. 5. Simulace vysledki méfeni pro normélni rozdéleni s centrem v 0 a standardni
odchylkou 1. Kazdy z 25 vysledkt byl zkonstruovan z 26 individudlnich méteni. Je patrné jak
kolisani polohy aritmetického priameéru kolem nuly, tak i kolisani hodnoty naméfené smérodatné
odchylky.

f) graf kumulativnich distribu¢ni funkce a pomoci ni stanovte hodnoty kvartila a
mezikvartilniho rozpéti

g) Porovnejte odhady p a o pro normalni rozdéleni ziskané riznymi metodami

i) pomoci stanovte optimalni pocet sloupci v histogramu a sestrojte jej. Doporucuji
sloupce v histogramu centrovat na nasobky 0.2

j) odhadnéte modus rozdéleni

k) diskutujte tvar rozdélovaci funkce s védomim, Ze konstantni slozka extink¢éniho
koeficientu ve 416 nm zptsobena Rayleighovym rozptylem na ndhodnych shlucich molekul
vzduchu ¢inf 0.262 mag/vzdusnou hmotu.
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