Popisna statistika

(Descriptive statistics)

Vysledkem ngteni je soubon nangtenych hodnot vytu&jici datovy soubob = {x}. V datovém
souboru se mohou vyskytovat tytéZz hodnoty i vicekzéjména tehdy, maji-li veiny diskrétni
(nespojitou) povahu (et rohlika).

Pokud chceme tento soubor dat blize popsat, pooijgktery z instrumerit tzv. popisné statisti-
Ky.

1 Vaha

Pokud neni &ekavana kvalita jednotlivych pozorovani stejnduiitecné ji popsat nezapornym
¢islem tzv.vahou - w Vaha se vztahuje vzdy k jednomu, konkrétnindiemi, proto ji nezagnuj-
te scetnosti pislusného vysledku. Vahastginou souvisi s odhadem tzv. \nit nejistoty uéeni
hodnoty konkrétniho #teni -ox;:

w ~ (9% ).
ZkuSenost ukazuje, Ze zavedenim vah se globalmaldesistiky souboru obvykle zmni jen nevy-
znamm, a proto neni jef¢ba si pedem rozmyslet, zda vahyi pypoctech vibec pouzijeme. Vahy
bychomneneli pouzit v pipact, kdy se ukaze, zetekavana nejistota jednotlivychébeni v souboru
je vyrazre mensi, nez jejich celkovy rozptyl v ramci soubddaopak jsme j@ovinni pouZzit pokud
jsou deklarovany, tedy zejméné pransformaci nstenych vekin néjakou nelinearni funkci (log,
1/X) nebo pi nékterych robustnich metodach zpracovani vysiedk

Zaval’me si sumu valg, a stedni vahuwg

2 Mira polohy

NejznangjSi a nejpouziva$)Si mirou vztahujici se kerstlu studovaného datového souboru je tzv.
aritmeticky pamer, ¢asto jenprumer (arithmetic mean, mean)iipadré vahovany pkmeér (weigh-
ted mean):

— 1 n
XD X, X=X W,
DileZitou vlastnosti fiméru je fakt, ze:y_ (x —x) =0, resp)_ (x = X)W =0.
Geometricky pimeér (geometric mean):

Y - Y - Wy W, Wh
Xg = %X, X, Xs = FIXX.X"

Harmonicky pfimér (harmonic mean):
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Kvadraticky primer (quadratic mean):



n

ixlzl _zzélez

i=1 i=1

|
3|H

Pro dalSi charakteristiky je vhodné soubx} pripadre {x, w} sefadit podle velikostk;.

Kvantil (quantile) uéeny ¢islemp, 0<p<1 jecislo x z intervalu <, x,>, pro r&jz plati, Zepn hod-
not souboru je menSich neza (1 —p) n vétSich.Vazeny kvanti{weighted quantile) se vztahuje
k vaham. Pokud je zkoumany soubor vzorkefjakého ¥tSiho souboru, pak kvanfi(x) je odha-
dem pravédpodobnosti, ze ¢jaké ndhod#é vybranécislo ze souboru bude mensi nez zvolena hod-
nota x. Rozdil p(xa) - p(X,) pak udadva odhad praggbdobnosti, Ze se takou#islo vyskytne
vintervalu <, X,>. Je-li p vyjadieno v procentech, pak se kvantiikd percentil (percentile).
Zvlastni vyznam ma kvantil pre= 0,5 (50 %), nazyvanyedian prvnikvartil (first quartile)- p=
0,25 (25 %) areti kvartil (third quartile}- p= 0,75 (75 %).

VySe nazn&eny gedpis je jen ramcovy, pro algoritmus v¥¢po kvantili je nutno byt konkré#si.
Vyhodné je k tomu definovat si tzZkumulativni distribdni funkcj pripadré vdhovanou kumulativni
distribucni funkcid(x), ktera vyjaduje zavislost kvantilyp na neéiené vekiné x. Kumulativni distri-
bucni funkce®(x) je predstavovana lomenaiarou s uzlovymi body vX, pi}. Pro p; plati: p, = 1/(2
n), pi =Pt = p = (1+2 i)/(Zh) prox < x; je hodnote rovna nule, prox > x, je funkce rovna 1.
Obdobré pak vahovana kumulativni distriéni funkci ®(x) je predstavovana lomenodarou

s uzlovymi body v %, pi}. Prop; plati:pr =wi/(2 Sy), pi = pi-r + Wi +w;)/(2 S,), prox < x; je hodnota
p rovna nule, prox > x, je funkce rovna 1.
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Median (median) X nebo vahovany median — je oblibena robustni mitahgacentra souboru, jez
prakticky nezavisi na vyskytu ,,odlehlych” hindZ vySe uvedené definice funkd¥x) plyne, Ze je-li
n liché¢islo (=2m+1), pakX = X, je-li sudé&islo (=2m), pak X = (X, + X..)/2.

Orezany pfimer (trimmed mean)x; (D, p) — robustni odhad polohy centra — je jistym kompromi
sem mezi aritmetickym pmérem a medianem. Jako parametr se pouzZiv&inalp vyjadiena
zpravidla % procentech (ngstji 10 %). Ze smzeny soubor dat odstranl'me romﬂﬁI nejvyééich
mer, prop = 100% o median. U vdhovanych vt je definice dezaného piimeru pon:kud vagni

a proto se &nr¢ nepouziva.



Modus— je-li negetrgji zastoupena hodnota (nebo hodnota sét&jwahou) — byva u diskrétnich
vysledid métreni, nebo v witych intervalech — nejpohodiji ji Ize ode&ist z histogramu (viz 1.2)

3 Miry rozptyleni, distribu  €ni funkce

Nejcastjsi mirou rozptyleni dat kolem centra je takzvangptyl (variance)s’ nebosmerodatna
odchylka(standard deviatiors.

52:12(xi—>‘<)2:?—>‘<2, sZ:iZ(xi—X)zvvi =X - %
n i=1 i=1
Centrem rozptyleni je zde aritmetickyupir. Dokazte, ze pravpro rgj nabyva funkcional
S(a) = > (% —a)* resp.S(a) = Y (x —a)*w , svého minima.
Robustni tidou ner rozptyleni je tzvstredni velikost odchylkimean absolute deviation — MAD),

respektive vazenarsdni velikost odchylky (weighted mean absolute afgw — WMAD), centro-
vana ka, negastji pak aritmetickému gméru nebo k medianu:

mad(a :lzn]xi -a]  wmada :izn]xi -alw.
= S =

Lze ukazat, Ze pra = X je hodnotamada), respwmada), minimalni.
Celkové rozgti (total range) dany rozdilem mezi n#8im a nejmensi natfenou hodnotou.

Mezikvartilni rozgti (interquartile range), coz je rozdil mezi 3. &artilem slouzi jako robustni
odhad rozptyleni, nelsse vztahuje na viiiti ¢ast rozdlovaci Kivky.

NejinstruktivrejSim vyjddenim distribéni funkce je u diskrétnich veéin tzv. tykkovy graf,

v ptipadt spojitych veléin pak histogram (histogram). Cely interval pokryty daty se rélicha
vhodny pdéet n, ekvidistantnich intervél a p&ita se poet etnost), respektive suma vah dat
k nim prislusejicich. Graficky se potom distrilmi funkce znézorni sloupcovym diagramem. Do-
porweny p&et sloupé pron méieni udavéturgesovo pravidto

n, =1+ 33logn.




4 Normalni rozd éleni

Vyjime¢né postaveni mezi rogdvacimi funkcemi ma tzwnormalni rozdlovaci funkcezvané téz
Gaussova funkce, odpovidaji rétehi zcela nahodnych véin. Funkce hustoty pra¥godobnosti
f(xX) je normovana na 1 a je popsana dvojici parameta o

f(X):\/%TJeX _(XZ_JIL? }

,GaussovskyRip“ je prisre symetricky podle osy = 4, kterazto hodnota je sgasré aritmetickym
primérem, medianem i modem souboru fipdjicimu se normalnimu rozkéni. Lze ukazat, Ze
smerodatna odchylka je pra rovna parametru popisujicimuldi normalniho rozéleni o (dis-
perze), tedy:

z_ﬁ:m N2 - 1 5 N2 _(X_,U)2 - 42
S“=(X— L) _J;(x L) T (X)dx \/ZTU_'[O(X L) ex;{ "5 }dx o°.

Kumulativni distribéni funkci Ize s vyhodou popsat pomoci specialnel@mané funkce erf]
odpovidajici gaussovskému reéfehi sy=0ao=1/2:

erf(x) =%Te‘t2dt :><D(X;_’uj :%[erf(ggjﬂ}
0

Nekolik charakteristik: v rozmezto se nachazi 68%ipadi, +20 95%,+30 99,7%. 1. kvartil se
nachazi ve vzdalenosti 0.67450d centra, mezikvartilni roZg tak odpovida 1,349. o =
1/0.6745mad= 1.483mad.
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4.1 Odhad pyao

K tomu, abychom dokonale mohli zjistit oba paramewrmalniho rozéleni s au, bychom museli
mit k dispozici nekong¢ mnoho bod. Ve skuténosti mame k dispozici jen omezeny vzorek ce-
lého souboru, a pomoci dat tohoto vzorkizame nanejvys stanovit odhad obou paraimétery



je zatiZen jistou netitosti. Za pedpokladu, Ze zkoumany soubor mé normalni dlerd, pak lze
ukazat, Ze nejlepsi nezavisly odhad parameteudan vztahem:

i :JZ(x—mZ:Jn(P—W) oo Z(x—xfwi:Jn(?—xZ)
odn n-1 n-1 odn w,(n-1) n-1

Pomoci tohoto odhaduisetini kvadratické odchylky Ize odhadnout i rétoist stanoveni parametru
u (vlastreé aritmetického pimeéru):

- g, X2 - X2
Hoan = X, 5(:uodh)=\/%h= (n—l)'

4.2 Odchylky od normalniho rozd éleni, Sikmost a Spi  €atost

s

K popisu rozdlovaci Kivky se olgas pouziva je8tiemrejSiho popisu, ktery vyuziva
Obecny moment k-télf@du (moment ok-th order):
_ 1 n JR— 1 n
XK == Xik’ <= = XikWi-
n |2:1: S, =

Obecny centralni moment k-téFadu kolem bodua (centred moment déth order):
13 13
m==>(x-a"% m=>(x-aW.
N S, =

Centrem byva néastji aritmeticky piimér, resp. vahovany aritmetickygpnér X. Vidime, Ze pro
tento gipadmy=my = 0,m,= &%

Zavadime t& jest dw bezrozndrné charakteristiky: tzv8ikmost(skewness)as = my/s® a Spicatost
(kurtosis)a, = my/s* funkce. Sikmost symetrickych funkci je nulova ftéchormalniho rozéeni),
charakteristiky tedy popisuje miru asymetrie funkCharakteristika, ptindsi informaci o tom, jak
se vlasta body koncentruji kolem pmeru. Je-lia, blizké 3, pak mluvime o souborech s normalni
Spkatosti, pi a;< 3, hovdime o souborech plochych # ps> 3 se mluvi o souborech &atych.
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Za nejsdIn¢jSi nastroj k posouzeni odchylek pozorovaného dend od normalniho rozdteni
povazujigraf normalni pravdpodobnosti(normal probability plot), do &nhoz vynasime kumula-
tivni distribwni funkci, gicemz osa pravgbodobnosti (kvantilova) je transformovana tak, aby
tam soubory s normalnim raddnim zobrazily jako imky. Je vhodné sifgfom body odpovidaji-
ci 1. a 3. kvartilu prolozit ifmkou a diskutovat pak odchylky realného rozloZeodi od ni.
V Matlabu je pro tuto Ulohuifkaz: normplot.

5 Uloha

Vysledkem ndteni atmosférické extinkce z pozorovani komet naeMagdi Skalnaté Pleso jsou
tyto hodnoty extinknich koeficient ve vinové délce 416 nm (mag/vzduSnou hmotu):

0.82+0.07 0.39+0.03 0.54+0.05 0.57+0.03 0.42+0.04
0.39+0.07 0.69+0.05 0.81+0.05 0.33+0.05 0.41+0.04
0.11+0.07 0.23+0.04 0.39+0.04 0.43+0.04 0.97+0.03
0.26+0.05 0.47+0.04 0.41+0.05 0.52+0.04 0.45+0.03

Instrument&em popisné statistiky charakterizujte tento soubpecialé pak uve'te:
a) pocet mereni a jejich charakter (spojité, diskrétni?)

b) stanovte vahy jednotlivych &feni a diskutujte, zda je v tomtdipact pripadné tyto vahy
pouzit. Bez ohledu na vysledek Gvahyipejte vSechny dalSi alohy ve dvou variantach —
s vahami a bez nich.

c) odhad aritmetického pméru a jeho nejistotu zaredpokladu normalniho rozekni, har-
monicky, geometricky, kvadraticky §imér a medién, fiezany pimeér pro 10% a 20% (jen
pro piipad bez vah)

d) minimalni a maximalni hodnotu extinkce a celkovepi

e) rozptyl &, smerodatnou odchylkus, odhad rozptylusegn Stedni velikost odchylky
s centrem v aritmetickémijoméru a v medidnu

f) graf kumulativnich distribtni funkce a pomoci ni stanovte hodnoty kvarélmezikvar-
tilniho rozgti
g) Porovnejte odhady ac pro normalni rozéleni ziskanétznymi metodami

h) Vypoctéte Sikmost a Spatost rozdlovaci funkce a porovnejte s normalnim ré&etim.
Jaky je to typ souboru? Sestrojte graf normalndzoliteni a diskutujteigSte bez vah).

i) pomoci stanovte optimalni pet sloupé v histogramu a sestrojte jej. Dopéuii sloupce
v histogramu centrovat na nasobky 0,2

j) odhadrte modus roz&leni

k) diskutujte tvar rozélovaci funkce s &domim, Ze konstantni slozka extémkho koeficien-
tu ve 416 nm zjsobena Rayleighovym rozptylem na nahodnych shluciclekul vzdu-
chucini 0,262 mag/vzdusnou hmotu.



Instrument&em popisné statistiky charakterizujte tento soubpecialé pak uve'te:

a)
b)

9)

h)

pocet meteni a jejich charakter (spojité, diskrétni?) —hjité

stanovte vahy jednotlivych &eni a diskutujte, zda je v tomtdéipact piipadné tyto vahy
pouzit. Bez ohledu na vysledek Gvahyipejte vSechny dalSi ulohy ve dvou variantach —
s vahami a bez nich. — nenfigmdné pouziti, standardni odchylka je mnohe&tsiynez
nejistota jednoho gteni

odhad aritmetického pmeéru a jeho nejistotu zarpdpokladu normalniho roZigni (mean

= 0,48@0,047;meanw= 0,50%0,045), harmonicky (0,382), geometricky (0,435)adv
raticky pimer (0,552) a median (0,425)fexany pémér pro 10% a 20% (jen proripad
bez vah: 0,474; 0,468)

minimalni a maximalni hodnotu extinkce a celkovéxi (0,11 az 0,97; 0,86)

rozptyl &, smsrodatnou odchylkus, odhad rozptyluo.q, Stedni velikost odchylky
s centrem v aritmetickém jméru a v medianu (v aritmetickém<pnéru: 0,0417; 0,204;
0,0439; 0,210; seigtdem v medianu: 0,448; 0,212; 0,0471; 0,217)

graf kumulativnich distribtni funkce a pomoci ni stanovte hodnoty kvarélmezikvar-
tilniho rozgti (interkv = 0,165)

Porovnejte odhady ac pro normalni rozéleni ziskanétznymi metodami; dyqn = 0,210;
mad= 0,156, madmed = 0,146

Vypoctéte Sikmost a Spatost rozdlovaci funkce a porovnejte s normalnim réedim.
Jaky je to typ souboru? Sestrojte graf normalndzoliteni a diskutujteigSte bez vah).

pomoci stanovte optimalni pet sloupd v histogramu a sestrojte jej. Dopduiji sloupce
v histogramu centrovat na nasobky 0,2

odhadrite modus rozéleni

diskutujte tvar rozélovaci funkce s &@omim, Ze konstantni slozka extimkho koeficien-
tu ve 416 nm zjsobena Rayleighovym rozptylem na nahodnych shluciclekul vzdu-
chucini 0,262 mag/vzdusnou hmotu.



